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AU LECTEUR 


Lorsque la nouvelle tragique de la mort de Henri POINCARE, qui se 
trouvait alors à l'apogée de sa carrière, se répandit parmi les savants du 
monde entier, il nous apparut comme un devoir impérieux à nous aussi 
Suédois de rendre hommage à sa grande mémoire. Nos “Acta Mathematica” 
ont été inaugurés en 1882 par la publication d'un de ses travaux d'initiateur 
pour ensuite en publier en une série ininterrompue 24 autres, tous remar- 
quables par la profondeur de la pensée, le pouvoir de frayer des voies 
nouvelles et la perfection de l'art d'exposition, qualités qui ne se rencon- 
trent que chez les plus grands penseurs de tous les temps. Aux travaux 
de Poincaré s'applique avec pleine raison ce que BJGRNSTIERNE BJORNSON 
écrivait pour le centième anniversaire de NIELS HEXRIK ABEL: 

“Où il a été 

on ne pense pas sans lui”. 
Mais la pensée d'AnsEr n'embrassait que les mathématiques abstraites, tan- 
dis que le génie de Porxcan£ avait pris possession de toutes les disciplines 
qui sont jusqu'ici sous l'empire de la pensée pure, la pensée mathématique 

Il apparut bientôt impossible pour un seul homme de retracer, comme 
l'exige l'importance du sujet, l'euvre entière de PoixcaRE dans toute son 
ampleur. C'est une tàche dont on ne pourra s'acquitter que lorsqu'un temps 
suffisant se sera écoulé pour laisser se dévoiler au regard toute l'étendue 
du domaine fécondé par Poincaré. C'est pourquoi il a été nécessaire de 
chercher à étudier dans différents articles rédigés par différents auteurs des 
parties plus ou moins détachées de l'œuvre de Porncane 

Le présent volume des “Acta Mathematica” s'ouvre par un travail de 
Poincaré, unique en son genre dans le domaine des sciences mathématiques 
el qui a pour titre: “Analyse des travaux scientifiques de Henri Poincare, 
faite par lui-méme^. On y a joint une bibliographie aussi complete que 
possible des publications du défunt: le nombre en est de 491 au moins 
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C'est à ma demande que H. Poincare avait rédigé, en 1901, cette *analyse*, 
qui comprend ses principaux ouvrages jusqu'à cette date et dans laquelle 
il s’est dressé à lui-même un monument d'une valeur inestimable. Dans 
la lettre oü il acceptait de répondre à mon désir, il m'écrivait ces lignes 
caractéristiques de sa puissance de travail et de son activité: “Je vous ferai 
remarquer qu'il y aurait de l'inconvénient à ce qu il s'écoulàt trop de temps 
entre le moment ott le “Bon à tirer* sera donné et la publication, sans 
quoi la notice ne serait plus compléte au moment oü elle paraitrait.* 
Selon son habitude, Poincaré travailla trés vite, et son manuscrit me par- 
vint au bout de peu de mois. Des circonstances imprévues en retardérent 
malheureusement la publication. Lorsque celle-ci put avoir lieu, le manuscrit 
fut retourné à son auteur en vue d'additions éventuelles et retrouvé aprés 
sa mort parmi ses papiers. Le volume finit par l'article vibrant, d'une 
éloquence voilée de tristesse, que PAINLEVÉ consacra à H. Poixcaré le jour 
méme de sa mort: 

Dans un volume suivant des “Acta Mathematica*, consacré en méme 
temps à la mémoire de Cart WEIERSTRASS et de celui qui lui était fortement 
apparenté, H. Poıncar£, de nouvelles contributions seront apportées pour 
mettre en lumière l’œuvre de ces deux savants. 

Le présent volume était à peu prés imprimé il y a 5 ans, mais sous 
la pression des malheurs qui pendant cette période ont frappé les diffé- 
rents peuples de la terre, on a cru ne devoir le publier que maintenant. 


G. Mittag-Leffler. 


12. 


13. 


I 
2 


2 


7 


2 


I 


2 


> 


4 


I 


ANALYSE 


TRAVAUX SCIENTIFIQUES 


HENRI POINCARÉ 


faite par lui-méme. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Ouvrages antérieurs à 1886. 
Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences. 


r aoüt 1879. Sur quelques propriétés des formes quadratiques. 

4 novembre 1879. Sur les formes quadratiques. 

2 mars 1880. Sur les courbes définies par une équation différentielle. 

juin 1880. Sur les formes cubiques ternaires. 

2 novembre 1880. Sur la réduction simultanée d'une forme quadratique 
et d'une forme linéaire. 

4 et 21 février 1881. Sur les fonctions fuchsiennes. 

r mars 1881. Sur les équations différentielles linéaires à intégrales algé- 
briques. 

8 mars 1881. Sur la représentation des nombres par les formes. 

avril 1881. Sur une nouvelle application et quelques propriétés impor- 
tantes des fonctions fuchsiennes. 

r avril r88r. Sur l'intégration des équations linéaires par le moyen des 
fonctions abéliennes. 


18 avril 1881. Sur les fonctions fuchsiennes. 


I 


2 


8 avril 1881. Sur les fonctions abéliennes. 
3 et 30 mai 188r. Sur les fonctions fuchsiennes. 


43. 


15. 
46. 


Henri Poincaré. 


6 juin 188r. Sur une propriété des fonctions uniformes. 

27 juin 188r. Sur les fonctions fuchsiennes. 

11 juillet 1881. Sur les groupes kleinéens. 

18 juillet 188r. Sur une fonction analogue aux fonctions modulaires. 

8 aoüt r88r. Sur les fonctions fuchsiennes. 

17 octobre r88r. Sur les fonctions fuchsiennes. 

5 décembre 1881. Sur les courbes définies par les équations différentielles. 

9 et 16 janvier 1882. Sur une extension de la notion arithmétique de 
genre. 

23 janvier 1882. Sur les fonctions fuchsiennes. 

13 février 1882. Sur les points singuliers des équations différentielles. 

17 février 1882. Sur l'intégration des équations différentielles par les séries. 

27 mars 1882. Sur les groupes discontinus. 

10 avril 1882. Sur les fonctions fuchsiennes. 

24 avril 1882. Sur les fonctions fuchsiennes. 

22 mai 1882. Sur une classe d'invariants relatifs aux équations linéaires. 

3 juillet 1882. Sur les transcendantes entiéres. 

9 octobre 1882. Sur les fonctions fuchsiennes. 

30 octobre 1882. Sur les séries trigonométriques. 

22 janvier 1883. Sur les fonctions de deux variables. 

5 mars 1883. Sur les séries des polynómes. 

Iz mars 1883. Sur les groupes des équations linéaires. 

16 avril 1883. Sur les fonctions à espaces lacunaires. 

30 avril 1883. Sur les groupes des équations linéaires. 

21 mai 1883. Sur les fonctions fuchsiennes. 

23 juillet 1883. Sur certaines solutions particuliéres du probléme des trois 
corps. 

29 octobre 1883. Sur la reproduction des formes. 

5 et 26 novembre 1883. Sur l'intégration algébrique des équations liné- 
aires. 

3 décembre 1883 (en commun avec M. Prcarp). Sur un théorème de RıE- 
MANN relatif aux fonctions de x variables indépendantes admettant 
2n systémes de périodes. 

17 décembre 1883. Sur les équations algébriques. 

24 décembre 1883. Sur les séries trigonométriques. 

4 février 1884. Sur les courbes définies par les équations différentielles. 

11 février 1884. Sur les substitutions linéaires. 

25 février 1884. Sur les groupes byperfuchsiens. 


64. 


15 juillet 1884. Sur un théorème de M. Fucx 














Analyse de ses travaux scientifiq 


3r mars 1884. Sur une équation différentielle. 


3 novembre 1884. Sur les nombres complexes 
17 novembre 1884. Sur la réduction des inté 
8 décembre 1884. Sur une généralisation des 
29 décembre r884. Sur les intégrales de dif 
5 janvier 1885. Sur une généralisation du 
9 février 1885. Sur l'équilibre d'une mas ée d'un mouvement 
de rotation. 
16 mars 1885. Sur les fonctions abélienne 
20 avril et 27 juillet 1885. Sur l'équilib 
mouvement de rotation. 


sse fluide animée d'un 


9 et 16 novembre 1885. Sur les intégrales irréguliéres des équations liné- 
aires. 

7 décembre 1885. Sur les séries trigonométriques. 

4 janvier 1886. Sur la transformation des fonctions fuchsiennes et la réduc- 
tion des intégrales abéliennes. 

25 janvier 1886. Sur les résidus des intégrales doubles. 

29 mars 1886. Sur les fonctions fuchsiennes et les formes quadratiques 
ternaires indéfinies. 

r9 avril 1886. Sur la réduction des intégrales abéliennes. 

27 avril r886. Sur l'équilibre d'une masse fluide en rotation. (Réponse à 
M. MaTHIESSEN.) 


These inaugurale. 
(Paris, Gauthier-Villars; 1879.) 
Sur les propriétés des fonctions définies par des équations aux differences 


partielles. 


Acta Mathematica. 
(Stockholm, Central-Tryckeriet. ) 


Théorie des groupes fuchsiens (t. I, p. 1 à 62; 15582). 

Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (t. I, p. 103 à 294; 1583). 
Sur les fonctions de deux variables (t. II. p. 97 à 113: 1883). 
Mémoire sur les groupes kleinéens (t. III, p. 49 à 92; 1853). 

Sur les groupes des équations linéaires (t. IV, p. 201 À 312; 1554). 


79. 


80. 


83. 


84. 











Henri Poincaré. 


Mémoire sur les ns zétafuchsiennes (t. V, p. 209 à 278; 1884). 
Fucus (t. VII, p. 1 à 32; 1885). 

asse fluide animée d'un mouvement de rotation 
; 1885). 


Sur les integralesowreghliöres des équations linéaires (t. VIII, p. 295 à 


Sur un théoré 


Sur l'équilibre. 
x 


ématiques pures et appliquées. 


s, Gauthier-Villars.) 


Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle. [Premiere 
Partie] (3° série, t. VII, p. 375 à 422; novembre et décembre 1881). 

— [Deuxiéme Partie] (3° série, t. VIII, p. 251 à 296; aoüt 1882). 

— [Troisiéme Partie] (4° série, t. I, p. 167 à 244; 1885). 

-— [Quatrième Partie] (4° série, t. II, p. 151 à 217; 1886). 


Journal de l'École Polytechnique. 
(Paris, Gauthier-Villars.) 


Note sur les propriétés des fonctions définies par les équations différen- 
tielles (XLV* Cahier, p. 13 à 26; 1878). 

Sur un mode nouveau de représentation géométrique des formes quadra- 
tiques définies ou indéfinies (XLVII* Cahier, p. 177 à 245; 1880). 

Sur les formes cubiques ternaires et quaternaires. Premiere Partie 
(Le Cahier, p. 199 à 253; février 1881). 

— Seconde Partie (LI* Cahier, p. 45 à 91; 1882). 

Mémoire sur la réduction simultanée d'une forme quadratique et d'une 
forme linéaire (LVI* Cahier, p. 79 à 142; 1886). 


American Journal of Mathematics. 


(Baltimore, Johns Hopkins University.) 


Sur les équations linéaires aux différentielles ordinaires et aux différences 
finies (Vol. VII, n? 3, 56 pages; 1885). 
Sur les functions abéliennes (Vol. VIII, n? 4, p. 289 à 342). 


85. 


90. 


91. 


98. 
99. 












-] 


Analyse de ses travaux scienti 


Bulletin de la Société mathematic 


(Paris, Gauthier- Villars 


Sur un théoréme de la théorie générale de 
1883). 

Sur les fonctions © (t. XI, p. 129 a 134; 

Sur les fonctions entiéres (t. XJ, p. 136 

Sur la réduction des intégrales abélienne . 124 à 143; 1884). 

Remarques sur une méthode élément PPELL pour obtenir les 

développements en série trigonor fonctions elliptiques (t. 
XIII, p. 19 à 27; 1885). 

Sur la représentation des nombres 
1885). 


Sur les déterminants d'ordre infini (t. X 


s (t. XIIT, p. 162 à 194; 


7 À 9o; 1886). 


Bulletin astronomique. 
(Paris, Gauthier-Villars.) 


Sur certaines solutions particuliéres du probléme des trois corps (t. I, p. 
65 à 74; février 1884). 

Sur la convergence des séries trigonométriques (t. T, p. 319 à 327; juillet 
1884). 

Sur l'équilibre d'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation. 
[Premier Article] (t. II, p. 109 à 118; mars 1885). 

— [Deuxiéme Article] (t. II, p. 405 à 413; septembre 1885). 

Note sur la stabilité de l'anneau de Saturne (t. II, p. 507 à 508: novembre 
1885). 

Sur une méthode de M. Linpstepr (t. III, p. 57 à 61; février 1886). 


Association française pour l'avancement des Sciences. 
(Congrés d'Alger, 1881.) 


Sur les invariants arithmétiques (t. X, p. 109 à 117). 
Sur l'application de la Géométrie non-euclidienne à la théorie des formes 
quadratiques (t. X, p. 132 à 138). 









8 Henri Poincaré. 
ietatis Scientiarum Fennice. 
(Helsing ie de la Société finlandaise de Littérature.) 
100. Sur les fonctid s lacunaires (t. XII; 1883). 


qui se reproduisent par des substitutions 
à 564, Bd. XX, p. 52—53: 1882). 


101. Sur les fonction 


linéaires (Bd. 


Mémoires de l'Aea nationale des Sciences de Caen. 


— Sur la théorie. des fonctions fuchsiennes (Voir Comptes Rendus jusqu'au 27 
juin 1881) (1882, p. 3—29). 


Nouvelles Annales de Mathématiques. 
(Paris, Gauthier-Villars.) 


102. Démonstration nouvelle des propriétés de l’indicatrice d'une surface (2* serie, 
t. XIII, p. 449—456; 1874). 


Divers. 


103. Cours professé à la Faculté des Sciences de Paris, pendant l'année 1885— 
1886, et publié par l'Association amicale des Élèves et anciens Élèves 
de la Faculté. (Paris, au Siége social de l'Association à la Sorbonne.) 

Première Partie: Cinematique pure. Mécanismes: 
Seconde Partie: Potentiel. Mécanique des fluides. 
104. Mémoire pour le concours du grand prix des Sciences mathématiques; 1880. 


»Perfectionner en quelque point important la théorie des équations 
différentielles linéaires à une seule variable indépendante.» 


Ce Mémoire, qui a obtenu une mention trés honorable, n'a pas été publié 


sous sa forme primitive. 


105. 
106. 
107. 
108. 


109. 
110. 
tit 
112. 
113. 
114. 
115. 
116. 


Thr 
118. 


119. 
120. 
121. 
122. 
123. 
124. 
125. 
126. 
127. 
128. 
129. 
130. 


131. 
132. 
133. 


134. 













Analyse de ses travaux scienti 


Ouvrages publiés depui 
Comptes Rendus des Séances de l'Ac 
1886; 2). 
(1886; 2). 
I). 


équilibre d'une masse 


Sur les Transformations des Surfaces en 

Sur une Classe étendue de Transcendant 

Sur le Probléme de la Distribution Elec 

Sur un Théorème de M. LIAPOUNOFF 
fluide (1887; r). 

Sur la Théorie Analytique de la Chale 

Notice sur la vie et les travaux de L 

Sur l'équilibre d'une masse hétérogè 

Sur la figure de la Terre (1888; 2). 

Sur la Théorie Analytique de la Chalé 

Sur les Satellites de Mars (1888; 2). 

Sur les Séries de M. Linpsrept (1889; 1). 

Sur les tentatives d'explication mécanique des principes de la Thermo- 
dynamique (1889; 1). 

Sur la loi électrodynamique de WEBER (1890; 1). 

Rapport sur un Mémoire de M. CELLERIER intitulé: «Sur les variations des 
excentricités et des inclinaisons» (1890; r). 

Contribution à la théorie des expériences de HERTZ (1800; 2). 

Sur le Developpement approche de la fonction perturbatrice (1891; 1). 

Sur l'expérience de M. Wiener (1891; 1). 

Sur la réflexion métallique (1891; 1). 

Sur l'équilibre des diélectriques fluides dans un champ électrique (1891; 1). 

Sur l'intégration algébrique des équations différentielles (1891; 1). 

Sur la Théorie de l'Elasticité (189r; 1). 

Sur la Théorie des Oscillations hertziennes (1891; 2). 

Sur la Distribution des Nombres Premiers (1891; 2). 

Sur un mode anormal de propagation des ondes (1892; 1). 

Sur la Théorie de l'Elasticité (1892; r). 

Rapport sur un mémoire de M. BLONDLOT relatif aux oscillations hertzi- 
ennes (1892; 1). 

Sur la propagation des oscillations hertziennes (1592; 1). 

Sur la Propagation des Oscillations Electriques (1562; 1). 

Sur lApplication de la méthode de M. LINDSTEPT au probléme des trois 
corps. (1892; r). 

Sur PAnalysis Situs (1892; 2). 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 2; mars 1913. 


10 


135. 
136. 
137. 
138. 
139. 
140. 


141. 
142. 


143. 
144. 
145. 


146. 
147. 


148. 


153. 
154. 


155. 
156. 


157. 


158. 
159. 
160. 

















Henri Poincaré. 


Sur les Méth 
Rapport sur | 


es de la Mécanique céleste (1892; 2). 
du prix Bordin (1892; 2). 

Sur la Théori les gaz (deux notes) (1893; r). 
Sur les transfo ationnelles des courbes algébriques (1893; 2). 
Sur la généralis héoréme d'Evurzn relatif aux polyèdres (1893; 2). 
munication de MM. BIRKELAND et Sarasin 


lexion des ondes électriques au bout d'un fil 


Observations s 
sur la natuf 
conducteur ( 

Sur la propagation icité (1893; 2). 

Sur certains déveh en séries que l'on rencontre dans la théorie 

de la propagati aleur (1894; r). 

Sur l'équation des v une membrane (1894; r). 

Sur la Série de Lap, pA, I). 

Rapport verbal concernant une démonstration du théorème de FERMAT, 
adressée par M. G. KoRNECK (1894; 1). 

Sur l'équilibre des mers (1894; 1). 

Rapport sur un mémoire de M. STIELTJES intitulé: »Recherches sur les 
fractions continues» (1894; 2). 

Rapport sur le Concours du prix Bordin (en commun avec MM. Picarp 
et APPELL) (1894; 2). 

Sur un procédé de vérification applicable au calcul des Séries de la Mé- 
canique Céleste (1895; r). 

Sur les fonctions abéliennes (1895; 1). 

Sur la méthode de NEUMANN et le probléme de DIRICHLET (1895; 1). 

Observations au sujet d'une communication de M. DESLANDRES intitulée: 
«Recherches spectrales sur la rotation et les mouvements des planétes» 
(1895; I). 

Sur le spectre cannelé (1895; 1). 

Remarque sur un mémoire de M. Jaumann intitulé: »Longitudinales Licht» 
(1895; 2). 

Réponses à M. JAUMANN (trois notes) (1896; I). 

Sur l'équilibre d'un corps élastique (1896: r). 

Observations au sujet d'une communication de M. PERRIN sur quelques 

propriétés des rayons RONTGEN (1896; r). 

Sur la divergence des séries de la Mécanique Céleste (1896; r). 

Sur la divergence des séries trigonométriques (1896; I). 

Observations au sujet d'une communication de M. pe Merz sur la photo- 
graphie à l'intérieur des tubes de CROOKES (1896; 1). 


181. 
182. 


183. 


184. 


185. 
156. 










Analyse de ses travaux scientifi 11 


Observations au sujet d’une communication ETZ (1896; 2). 
Remarques sur une experience de M. Bırk 
Sur les solutions périodiques et le princip 
Sur une forme nouvelle des équation 
(1806; 2). 

Rapport sur le mémoire de M. Hapama 
Sur la méthode de Bruns (1896; 2), 

Les solutions périodiques et le princip 
Sur les périodes des intégrales double 


action (1896; 2): 
me des trois corps 


din) (1896; 2). 


action (1897; 1). 

oppement de la fonction 
perturbatrice (1897; 1). 

Sur les fonctions abéliennes (1897; 1). 

Rapport sur un mémoire de M. HADAMARD (lignes géodésiques sur les sur- 
faces à courbures opposées) (1897; 2). 

Rapport sur un mémoire de M. Le Roy (Equations de la chaleur) (1897; 2). 

Sur les périodes des intégrales doubles (1897; 2). 

Sur le développement approché de la fonction perturbatrice (1895; r). 

Les fonctions fuchsiennes et l'équation Au — e“ (1898; 1). 

Rapport sur le Concours du Grand prix des Sciences mathématiques 
(En commun avec M. Picarp) (1898; 2). 

Le phénomène de Harr et la théorie de LORENTZ (1899; I). 

Sur les nombres de Berti (1899; 1). 

Sur les groupes continus (1899; 1). 

Appréciation d'un Ouvrage de M. V. BJERKNES intitulé: »Vorlesungen tiber 
hydrodynamische Fernkräfte (1900; 1). 

Rapport sur le projet de revision de l'arc méridien de Quito (1900; 2). 


Acta mathematica. 


Sur les Résidus des Intégrales Doubles (Tome 9). 

Remarques sur les intégrales irréguliéres des équations linéaires (Réponse 
à M. THoMé) (Tome ro). 

Sur le Probléme des Trois Corps et les Equations de la Dynamique (Mé- 
moire couronné dans le concours institué par S. M. le roi de Suéde) 
(Tome 13). 

Sur la Polarisation par Diffraction (Tome 16). 

La Méthode de Neumann et le Probléme de DiriCHLET (Tome 20) 

Sur la Polarisation par Diffraction (Suite) (Tome 20). 


189. 
190. 


198. 
199. 













Henri Poincaré. 


Sur une fort 
du Bulle 
Sur les rappot 


e des équations du probléme des Trois Corps (Tiré 

nique) (Tome 2r). 

yse Pure et de la Physique Mathématique (Con- 

férence fa és de Ziirich; reproduite dans les comptes Ren- 
dus du cong d ürich et dans la Revue Générale des Sciences; 
traduite en À 
1898, et en ff 

L'œuvre mathém: 


Bulletin of the American mathematical Society, 
is Wiadomosci Matematyezne) (Tome 21). 
JEIERSTRASS (Tome 22). 


Les Propriétés du t les Fonctions Abéliennes (Tome 22). 


Journal des Mathématiques Pures et Appliquées. 
(Journal de Liouville) (4° série). 


Les Fonctions fuchsiennes et l'Arithmétique (1887). 

Sur une Classe Nouvelle de Transcendantes Uniformes (1890). 

Extension aux nombres complexes de la Méthode de M. TCHEBICHEFF pour 
l'étude des Nombres premiers (1892). 

Remarques diverses sur les fonctions abéliennes (1805). 

Sur l'Equlibre et le Mouvement des Mers (deux articles) (1896). 

Sur les Périodes des Intégrales doubles et le développement de la Fonction 
Perturbatrice (1897). 

Les fonctions fuchsiennes et l'équation Zu — €" (1808). 


Journal de l'Ecole Polytechnique. 


Notice sur Halphen (60* cahier, 1890). 
Analysis Situs (2° série, 1° cahier, 1895). 


American Journal of Mathematics. (Baltimore.) 


Sur les Equations aux Dérivées partielles de la Physique Mathématique 
(Tome r2). 
Sur les Fonctions à Espaces lacunaires (Tome r4). 
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Bulletin Astronomi 


Sur un moyen d'augmenter la Converge 
(Tome 3). 

Sur la Figure de la Terre (Deux article 

Sur le Probléme des Trois Corps (Tom 

Discours prononcé aux Obséques 


es Trigonométriques 


RAND (reproduit dans 
l'Annuaire du Bureau des Longi 
Sur une Forme nouvelle des équati 
aussi Acta Mathematica) (T. 1 
Sur les Périodes des Intégrales 
tion Perturbatrice (T. r4). 
Sur le Développement de la Fonction batrice (T. r4.) 


me des Trois Corps (Voir 


Développement de la Fonc- 


Sur l'intégration des Equations du Probléme des Trois Corps (T. r4). 

Sur le Développement de la Fonction Perturbatrice (Deux notes) (IF. 15). 

Sur la Fagon de grouper les Termes des Séries trigonométriques que l'on 
rencontre en Mécanique Céleste (T. 15). 

Analyse d'un Ouvrage de Cu. ANDRÉ intitulé: »Traité d'Astronomie stel- 
laire» (T. 16). 

Sur l'Equilibre d'un Fluide en Rotation (T. 16). 

Sur les Quadratures Mécaniques (T. 16). 

Sur le Mouvement du Perigée de la Lune (T. 17). 

Sur le Déterminant de Hırr (T. 17). 

Sur les Equations du Mouvement de la Lune (T. 17). 

Les Mesures de Gravité et la Géodésie (T. 18). 


Circolo Matematico di Palermo. 


Sur une Propriété des Fonctions Analytiques (T. 2). 

Sur l'Intégration algébrique des Equations différentielles du 1° ordre et du 
1 degré (T. 5). 

Sur les Equations de la Physique Mathématique (T. 5). 

Sur l'intégration algébrique des Equations différentielles du 1*' ordre et du 
1 degré (T. rx). 

Complément à l'Analysis Situs (T. 15). 
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Henri Poincaré. 


es Physiques et Naturelles de Geneve. 
(3* période.) 


les Expériences de Hertz (T. 24). 
Sur le Caleul de des Excitateurs hertziens (TT. 25). 


Sur la Résonance 


Bulletin € ? Mathématique de France. 


Sur les Hypothèses les de la géometrie (Traduit en russe dans 


Bulletin de la Soc o-matématique de Kasan, 1893) (T. 15). 


Annuaire du Bureau des Longitudes. 


La Lumière et l'Electricité d'après MAxwELL et HERTZ (Voir Revue Scien- 
tifique; traduit en anglais dans Nature, 1894, et dans Annual Report 
of the Board of Regents of the Smithsonian Institution, 1896) (1894). 

Rapport sur la proposition d'unification des jours astronomique et civil 
(1895). 

Les Rayons Cathodiques et les Rayons RüNTGEN (Voir Revue Scientifique) 
(1897). 

Discours prononcé aux funérailles de TissERAND (Voir Bulletin Astrono- 
mique et Mémoires de l'Institut) (1897). 

Sur la Stabilité du Systéme Solaire (Voir Revue Scientifique; traduit en 
anglais dans Nature, 1898) (1898). 

Discours prononcé à l'Inauguration de la statue de F. TISSERAND (1900). 

Rapport sur le Projet de Revision de l'Are méridien de Quito (Voir Comp- 
tes Rendus, Revue Générale des Sciences et Association Géodésique 
internationale) (1907). 


L'Eclairage Electrique. 
(Paris, Carré et Naud.) 


Apropos de la théorie de LARMOR (Quatre articles Tomes III et V, 1805). 
Polémique avec M. JAUMANN (Quatre articles, 1895 et 1896). 

Sur le Phénoméne de ZEEMAN (1897). 

Lettre sur la Décimalisation de l'Heure (1897). 


241. 
242. 
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La décimalisation de l'heure et de la circonfé ; 

Observations au sujet de la Note de M. J. . intitulée: »On the 
Cathode Rays» (1897). 

L'énérgie magnétique d’après MAxWELL et Z (1899). 

Sur le Phénomène de ZEEMAN et la Théori Z (1899). 


Sur l’induetion Unipolaire (1900). 


Nature. 


(Londres.) 


Polémique avec M. Tarr (1893). 
Fourter’s Series (Lettre à A. A. MıcH 


Proceedings of the London Mathematical Society (Juin 1900). 


Second Complément à |’ Analysis Situs. 


Revue de Métaphysique et de Morale. 


(Paris, Armand Collin.) 


Le Continu Mathématique (Janvier 1893). 

Le Mécanisme et l'Expérience (Novembre 1803). 

Le Mécanisme et l'Expérience (Réponse à M. LÉcHArLas) (Mars 1804). 

Sur la Nature du Raisonnement Mathématique ('Traduit en russe dans Bulle- 
tin de la Société physico-mathématique de Kasan, 1898) (Juillet 1804). 

L’Espace et la Géométrie (Novembre 1895). 

Réponse à quelques Critiques (Janvier 1897). 

La Mesure du Temps (Janvier 1895). 

Sur les Fondements de la Géométrie, à propos d'un livre de M. RUSSELL 
(Mai 1899). 

Réponse à M. RusseLL (Janvier 1900). 

Comptes Rendus des Séances du Congrés de Philosophie; discussion; (Sep- 
tembre 1900). 


The Monist. 
( Chicago.) 


On the Foundations of Geometry (Octobre 1808). 
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Henri Poincaré. 


e Générale des Sciences. 


ré et Naud, puis Armand Collin.) 


Le Probléme di prps (T. 2; 1897). 


Les Géométries lidiennes (traduit en anglais dans Nature) (T. 2; 
1891). x 
Lettre à M. Mout 
Les Formes d'équ 
Sur la Théorie C 
Les Rayons cath 
La Vie et les Tr | de F 
Les idées de HerrZ sur la Mécanique (T. 8; 1897). 
Réflexions sur le Caleul des Probabilités (T. 10: 1899). 

Les Rapports de l'Analyse et de la Physique mathématique (Voir Acta 
Mathematica et Congrés des Mathématiciens à Zürich) (T, 8; 1897). 
Rapport sur le projet de revision de l'are méridien de Quito (Voir Comptes 

Rendus, Annuaire du Bureau des Longitudes et Association Géodésique 


Géométries non euclidiennes (T. 3; 1892). 
me Masse fluide en Rotation (T. 3; 1892). 
Gaz (T 5; 1894). 

des Rayons RÔNTGEN (T. 7; 1806). 
MTISSERAND (T. 7; 1896). 





internationale) (1900). 

Sur les Rapports de la Physique mathématique et de la Physique expéri- 
mentale (Voir Revue Scientifique et Congrés International de Physique; 
traduit en allemand dans Physikalische Zeitschrift, 1900— 1901, et en 
anglais dans The Monist, July 1902) (T. 11; 1900). 


L'Enseignement Mathématique. 


(Paris, Carré et Naud.) 


La Notation Différentielle et l'Enseignement (T. 1). 
La Logique et l'Intuition dans la Science Mathématique et l'Enseignement 


(City m) 


L'Intérmédiaire des Mathematiciens. 


(Paris, Gauthier Villars.) 


Sur le faisceau de cubiques passant par huit points d'un plan (Question 
proposée) (T. 1). 

Sur le réseau de quadriques passant par sept points donnés dans l'espace 
(Question proposée) (T. r). 


12 
= 
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Sur le probléme de la rotation d'un cor our d'un point fixe 


(D): 
emiers (Question pro- 


(Réponse à une question proposée par 
Sur le théorème de GorpBacm relatif aux 
posée en commun avec E. CATALAN) 
Sur des courbes gauches particulières (Q osée en commun avec 
M. LÉON AUTONNE) (T. 1). 
Sur une propriété d'une fonction algébrique d'un 
proposée par M. H. Detvac) (T. 1). 


Réponse à une question 


Sur certaines familles de courbes algébriques (Question proposée) (T. 1 et T. 7). 


Cambridge Philosophical Transactions (Vol. XVIII). 


Jubilé de sir G. G. Stokes. 


Sur les Groupes Continus (1899). 


Jubilé de Lorentz. 
Leyde 1900.) 


La Théorie de Lorentz et le Principe de Réaction (Voir Archives Néer- 
landaise des Sciences exactes et naturelles). 


Archives Néerlandaise des Sciences exactes et naturelles. 


La théorie de Lorentz et le Principe de Réaction (Voir Jubilé de Lorentz) 
(1900). 


Publications chez Gauthier Villars. 


Notice sur les Travaux Scientifiques de M. PoINCARÉ 1854. 
» » » » » » » » 1885. 
Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste (Tome r, 1892). 
" N » > » » » (Tome 2, 1893). 
» » » E » » (Tome 3, 1899). 
Lecons de M. TissERAND sur la Détermination des Orbites; préface de M. 
Porncaré (Voir Bulletin des Sciences mathématiques) (1599) 
Discours prononcé au Jubilé de M. HxRwrrE (Voir Revue des Questions 
scientifiques) (1802). 
Œuvres de LaGUvERRE; préface de M. Porwcar& (Voir Comptes Rendus) (1868) 


Acta mathematica. 35. Imprimé le 27 mars 1913 ’ 
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Henri Poincaré. 


Les Géométries* idiennes; Note dans le Traité de Géométrie par E. 
Rovcu£ et Ca DE CousrnovssE, ll^ partie (1900). 


chez G. Carré et Naud. 


Théorie Mathématique de la Lumiére (Traduction en allemand: Berlin, 
Julius Springer, 1894) (Tome 1, 1889). 

Théorie Mathématique ae la Lumiére (Tome 2, 1892). 

Electricité et Optique (1i*"* Edition) (Traduction en allemand: Berlin, Ju- 
lius Springer, 1891) (Tome 1, 1890). 

Electricité et Optique (1ère Edition) (Traduction en allemand: Berlin, Ju- 
lius Springer, 1891) (Tome 2, 1891). 

Capillarité (1895). 

Théorie de l'Elasticité (1892). 

Théorie des Tourbillons (1893). 

Thermodynamique (Traduction en allemand: Berlin, Julius Springer) (1892). 

Les Oscillations Electriques (1894). 

Théorie Analytique de la Propagation de la Chaleur (1895). 

Caleul des Probabilités (1896). 

Théorie du potentiel Newtonien (1899). 

Cinématique et Mécanismes; Potentiel et Dynamique des Fluides (3* édi- 
tion; les deux premiéres ont été publiées chez Hermann; vide sup. 
N° 103) (1899). 

La Théorie de MaxwErr et les Oscillations hertziennes (Collection Scientia) 
(1899). 

Electricité et Optique, 2* édition (rgor). 


Mémoires de l'Institut. 


Discours prononcé aux funérailles de TissERAND (Voir Bulletin Astrono- 
mique et Annuaire du Bureau des Longitudes) (1806). 
La Géodésie Francaise, discours prononcé à la séance des Cinq Académies, 


le 25 Octobre 1900 (Voir Bulletin de la Société astronomique de France). 


Bulletin de la Société astronomique de France. 


La Géodésie Francaise (Voir Mémoires de l'Institut) (1900). 
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Imprimerie Nationale. 


300. Rapport sur le projet de décimalisation du Temps et de la Circonférence. 


Revue Scientifique. 


— La Lumière et l’Electricité d’après MaxwErr et Herrz (Voir Annuaire du 
Bureau des Longitudes) (1894). 

301. Discours prononcé au Jubilé de M. BERTRAND (Voir Annuaire de l'École 
Polytechnique) (1894). 

— Les rayons cathodiques et les rayons Röntgen (Voir Annuaire du Bureau 
des Longitudes) (1897). 

— Sur la stabilité du système solaire (Voir Annuaire du Bureau des Longitudes) 
(1898). 

— Sur les Rapports de la Physique Mathématique et de la Physique Expéri- 
mentale (Voir Revue Générale des Sciences et Congrés de Physique) 


(1900). 


Comptes rendus des Séances de la Conference générale de l'Association 
Géodésique internationale. 


— Rapport sur le projet de revision de l'are méridien de Quito (Voir Comptes 
Rendus, Annuaire du Bureau des Longitudes et Revue Générale des 
Sciences) (1901). 


Annuaire de l'École Polytechnique. 


— Discours prononcé au Jubilé de M. Bertranp (Voir Revue Scientifique) (1595). 


Bulletin des Sciences mathématiques. 


— Préface de l'Ouvrage posthume de F. Tissrranp intitulé: Leçons sur la 
Détermination des Orbites (Voir Gauthier Villars) (2* série, t. 23; 1899). 


Revue des Questions scientifiques. 


(Louvain.) 


— Discours prononcé au Jubilé de M. Hermere (Voir Gauthier Villars) (2* s., 
t. 3, 1893). 
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305. 
206. 


307. 
308. 
309. 
310. 


311. 
312, 
313. 
314. 


Henri Poincaré. 


Congres Internationaux. 


Les Rapports de l’Analyse et de la Physique Mathématique (Voir Acta 
Mathematica et Revue Générale des Sciences) (Congrés des Mathémati- 
ciens à Zürich 1897). 

Sur les Rapports de la Physique Mathématique et de la Physique Expéri- 
mentale (Voir Revue Générale des Sciences et Revue Scientifique) 
(Congrés de Physique, Paris, 1900). 

Sur les Principes de la Mécanique (congrés de Philosophie, Paris, 1900). 

Sur le Róle de la Logique et de l'Intuition dans la Science Mathématique 
(Congrés des Mathématiciens, Paris, 1900). 


Divers. 


Sur l'application du Calcul des Probabilités (Lettre de M. H. Porxcan£ à 
M. P. ParNLEvÉ: Le Procès Dreyfus devant le Conseil de Guerre de 
Rennes, 7 aoüt—9 septembre 1899. Paris, P.-V. Stock, t. III, 1900). 


Ouvrages publiés depuis 1901. 
Comptes-Rendus des séances de l’Académie des Sciences. 


Sur la théorie de la précession (roor; r). 

Sur une forme nouvelle des équations de la mécanique (traduit en russe 
dans Bulletin de la Société physico-mathématique de Kasan, 1901) 
(1901; I). 

Rapport sur les papiers laissés par HarPHEN (1901; 2). 

Sur l'^Analysis situs» (1901; 2). 

Sur la connexion des surfaces algébriques (1901; 2). 

Rapport présenté au nom de la commission chargée du contróle scientifique 
des opérations géodésiques de l'équateur (1902; 1). 

id. (1903; r). 

id. (1904; r). 

Théorie de la balance azimutale quadrifilaire (1904; 1). 

Sur la méthode horistique de GYLDÉN (traduit en allemand dans Physika- 
lische Zeitschrift, 1904) (1904; 1). 
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Rapport sur le Concours du Prix Leconte (1904; 2). 

Sur la généralisation d'un théoréme élémentaire de Géométrie (1905; 1). 

Sur la dynamique de l'électron (1905; r). 

Rapport présenté au nom de la commission chargée du contróle scienti- 
fique des opérations géodésiques de l'équateur (1905; 1). 

Rapport sur un Mémoire de M. BACHELIER intitulé: »Les probabilités con- 
tinues» (1905; 2). 


. Rapport sur le Concours du Prix Damoiseau (1905; 2). 


Sur des Membres de l'Académie des Sciences (1906; r). 

Sur des Membres de l’Académie des Sciences et sur des Membres de la 
Mission géodésique à l'équateur (1906; 2). 

Rapport présenté au nom de la commission chargée du contróle scienti- 
fique des opérations géodésiques de l'équateur (1907; 2). 

Rapport sur le Concours du Prix Vaillant (1907; 2). 

Rapport sur le Concours du Prix Monthyon (1908; 2). 

Remarques sur l'équation de FREDHOLM (1908; 2). 

Sur quelques applications de la méthode de M. FREDHOLM (1909; 1). 

Les ondes hertziennes et l'équation de FREDHOLM (1909; 1). 

id. (1909; r). 

Sur la diffraction des ondes hertziennes (1909; 1). 

id. (1909; 1). 

id. (1909; 1). 

id. (1909; 2). 

Sur les courbes tracées sur les surfaces algébriques (1909; 2). 

Sur une généralisation de la méthode de JacoBı (1909; 2). 

Présentation du tome III des Lecons de Mécanique céleste professées à la 
Sorbonne (1910; 1). 

Sur les signaux horaires destinés aux marins (1910; r). 

Sur l'envoi de Pheure par la télégraphie sans fil (1910; 2). 

Présentation de la 2* édition de l'ouvrage Caleul des  Probabilités 
(30152): 

Présentation des Lecons sur les Hypothèses cosmogoniques (1911: 2). 

Sur la théorie des quanta (1911; 2). 

Sur la diffraction des ondes hertziennes (1912; 1). 


347. 


348. 
349. 


Henri Poincaré. 
Acta mathematica. 


Sur les fonctions abéliennes (t. 26, 1902). 

Sur la méthode horistique de GyLDEN (t. 29, 1905). 

Sur l'uniformisation des fonctions analytiques (t. 31, 1908). 

Réflexions sur les notes de M. A. 8. SCHOENFLIES et de M. E. ZERMELO 
(t. 32, 1909). 

Remarques diverses sur l'équation de FREDHOLM (t. 33, 1910): voir Assoc. 
franc. p. l'avance. des sciences. 

Rapport sur le Prix Bolyai décerné le 18 Octobre roro (t. 35, rorr). 


Journal de mathématiques pures et appliquées. 
(Journal de Liouville, 5° et 6° séries.) 
Sur les propriétés arithmétiques des courbes algébriques (1901). 
Sur les cycles des surfaces algébriques. Quatrième complément à l'»Ana- 
lysis situs» (1902). 
Sur l'intégration algébrique des équations linéaires et les périodes des inté- 
grales abéliennes (r903). 
Sur les périodes des intégrales doubles (1906). 


Annales scientifiques de l'École Normale Supérieure. 


Sur les courbes tracées sur les surfaces algebriques (3° série t. 27; 1910). 


Journal für die reine und angewandte Mathematik. 
(Journal de Crelle). 


Sur les invariants arithmétiques (t. 129; 1905). 


Circolo Matematico di Palermo. 
Quelques remarques sur les groupes continus (t. 15; 1901). 
Cinquième complément à l’»Analysis situs» (t. 18; 1904). 
Sur la dynamique de l'électron (t. 21; 1906). 
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Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation conforme 
(t. 23; 1907). 

Nouvelles remarques sur les groupes continus (t. 25; 1908). 

L'avenir des mathématiques (t. 26; 1908): Voir Congrés de Rome. 

Sur la réduction des intégrales abéliennes et les fonctions fuchsiennes (t. 27; 
1909). 

Sur la diffraction des ondes hertziennes (t. 29; 1910). 


Rapport sur le Prix Bolyai décerné le 18 Octobre rgro (t. 31; 1911): voir 


Acta mathematica. 
Sur un théoréme en géométrie (t. 33; 1912). 


Philosophical Transactions of the Royal Society of London. 


Sur la stabilité de l'équilibre des figures pyriformes affectées par une 
masse fluide en rotation (1902). 


Proceedings of the Royal Society of London. 


Sur la Stabilité de | Équilibre des Figures Pyriformes affectées par une 
Masse fluide en Rotation (oct. 1901; t. 69). 
Sur la diffraction des ondes électriques (mai 1903; t. 72). 


Bulletin astronomique. 


Sur les déviations de la verticale en Géodésie (t. 18; 1901). 

Observations au sujet de l'article de F. H. Searss, intitulé: Sur les qua- 
dratures mécaniques (t. 18; 1901). 

Les solutions périodiques et les planétes du type d'Hécube (t. 19; 1902). 

Sur les planétes du type d'Hécube (t. 19; 1902). 

Sur un théoréme général relatif aux marées (t. 20; 1903). 

Sur la méthode horistique. Observations sur l'Article de M. BACKLUND 
(t. 21; 1903). 

Sur la détermination des orbites par la méthode de LAPLACE (t. 23; 100! 

Sur les petits diviseurs dans la théorie de la Lune (t. 25; 1905). 

Sur la précession des corps déformables (t. 27; 1910). 

Remarques sur l'hypothèse de LarLACE (t. 28; 1011). 

Discours prononcé aux funérailles de M. Roporrur RADAU (t. 29; 1972): 
voir Mémoires de l'Institut. 


24 Henri Poincaré. 


Annuaire du Bureau des Longitudes. 


375. Sur la télégraphie sans fil (traduit en allemand dans Deutsche Mechaniker- 
Zeitung, 1902) (1902). 

— Discours prononcé aux funérailles de M. A. Cornu (1903): voir Mémoires 

de l'Institut. 

76. Notice sur M. Maurice La@wy (1908). 

377. Note sur la XVI* conférence de l'association géodésique internationale 
(191r). 

378. Notice nécrologique sur M. BOUQUET DE LA GRYE (1911). 

379. Discours prononcé aux funérailles de M. PAUL GAUTIER (1917). 

— . Discours prononcé aux funérailles de M. RoporrE Rapav (1913): voir Mé- 
moires de l'Institut. 


Bulletin de la Société mathématique de France. 
380. Sur les surfaces de translation et les fonctions abéliennes (t. 29; Igor). 
381. Sur certaines surfaces algébriques. Troisième complément à l»Analysis 


situs» (t. 30; 1902). 


Bulletin de le Société Frangaise de Physique. 
382. Sur M. A. Cornu (lettre à M. C.-M. GARIEL; avril 1902). 
— Discours prononcé aux funérailles de M. A. Cornu (avril 1902): voir Mé- 
moires de l’Institut. 
383. Sur les Travaux de la Société Francaise de Physique (janvier 1903). 
384. Réflexions sur la théorie cinétique des gaz (juillet 1906). 


Transactions of the American mathematical Society. 


385. Sur les lignes géodésiques des surfaces convexes (1905). 


Journal de Physique théorique et appliquée. 


386. Réflexions sur la théorie cinétique des gaz (4* série, t. 5; 1906). 
387. Sur la théorie des quanta (5* série, t. 2; 1912). 
388. Les rapports de la matiére et de l’ether (5° série, t. 2; 1912). 


391. 
392. 
393. 
394. 


403. 
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Bulletin des Sciences mathématiques. 


Analyse d'un mémoire de M. ZAREMBA (2° série, t. 26; 1902). 

Fondements de la Géométrie (t. 26; 1902 et t. 27; 1903): voir Journal des 
Savants. 

L'état actuel et l'avenir de la Physique mathématique (traduit en anglais 
dans Congress of Arts and Science, Universal Exposition, Saint-Louis, 
1905, dans The Monist, 1905, et dans Bulletin of the American mathe- 
matical Society, 1906; en japonais dans Tokyobuteu ri gakkozashi, 
1905) (t. 28; 1904). 

L'avenir des mathématiques (t. 32; 1908): voir Congrés de Rome. 

Rapport sur le Prix Bolyai décerné le 18 Octobre 1910 (t. 35; 1911): voir 
Acta mathematica. 


L'Eclairage électrique. 


Sur les excitateurs et résonateurs hertziens (t. 29; 1901). 

Sur les propriétés des anneaux à collecteurs (deux notes) (t. 30; 1902). 

A. Cornu (t. 31; 1902). 

Sur les expériences de M. CRÉMIEU et une objection de M. Wirsow (lettres; 
t. 31; 1902). 

Sur la propagation du courant en période variable sur une ligne munie 
de récepteurs (t. 40; r904). 

A. POTIER (t. 43; 1905). 

Sur le récepteur téléphonique (t. 50; 1907). 

Sur quelques théorémes généraux relatifs à l'électrotechnique (t. 50; 1907). 


La lumiere électrique. 


Lord KELVIN (2° série, t. 1; 1908). 

Sur la théorie de la commutation (2* série, t. 2; 1908). 

Sur la télégraphie sans fil (2* série, t. 4; 1908). 

Sur la diffraction des ondes hertziennes (2* série, t. 8; 1909): voir Comp- 
tes Rendus. 

Sur la diffraction des ondes hertziennes (traduit en allemand dans Jahr- 
buch der drahtlosen Telegraphie und Telephonie, 1910) (2° série, t. 10 
et t. II; 1910). 

Sur diverses questions relatives à la télégraphie sans fil (conférence: 
2° série, t. 13; 1911). 
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Mathematische Naturwissenschaftliche Blatter. 


Ueber einige Gleichungen in der Theorie der HERTZ'schen Wellen (1910). 


Comptes rendus des sessions de l'Association française pour l'avancement 
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410. 
411. 
412. 
413. 
414. 


416. 
417. 
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Remarques diverses sur l'équation de FREDHOLM (38° série. Lille 1909). 


La mécanique nouvelle (ibid. 1909). 


Journal des Savants. 


Fondements de la géométrie (analyse de l'ouvrage de Davip HILBERT) (tra- 
duit en anglais dans Bulletin of the American mathematical Society. 


1903) (1902). 


Revue de Métaphysique et de Morale. 


Sur la valeur objective de la science (mai 1902). 

L'espace et ses trois dimensions (mai et juillet 1903). 

Cournot et le principe du calcul infinitésimal (1905). 

Les mathématiques et la logique (novembre 1905, janvier et mai 1906). 
A propos de la Logistique (novembre r906). 

La logique de l'infini (juillet 1909). 

Pourquoi l'espace a trois dimensions (juillet 1912). 


Mind. 


Lettre de M. H. Porxcan£ à M. G. F. Srour (janvier 1906). 


Revue générale des sciences pures et appliquées. 


A propos des expériences de M. CRÉMIEU (t. 12; roor). 
Sur la dynamique de l'électron (t. 19; 1908). 
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L'invention mathématique (t. 19; 1908): voir Bulletin de l'Institut général 
Psychologique. 

L'Avenir des Mathématiques (t. 19; 1908): voir Congrés de Rome. 

SULLY PRUDHOMME mathématicien (t. 20; 1909). 


Revue du Mois. 


Le Hasard (mai 1907). 

L'invention mathématique (juillet 1908): voir Bulletin de l'Institut général 
Psychologique. 

Vue d'ensemble sur les hypothèses cosmogoniques (octobre 10911): préface 
de louvrage Lecons sur les hypothéses cosmogoniques, publié chez 
Hermann. 


La Revue des Idées. 


L'état actuel et l'avenir de la Physique mathématique (1904): voir Bull. 
des Scienc. Math. 


Scientia (Rivista di Scienza). 


L'Avenir des Mathématiques (1908): voir Congrés de Rome. 
L'évolution des lois (1911). 

La logique de l'infini (1912). 

L'espace et le temps (1912). 


Revue Scientifique (Revue rose). 


Sur la télégraphie sans fil (4° série, t. 17; 1902): voir Annuaire du Bureau 
des Longitudes. 

La mécanique nouvelle (47° année, 2° sem. 1909): voir Assoc. franc. p. l'avanc. 
des sciences. 


L'hypothèse des quanta (50° année, 1° sem. 1911). 


Bulletin de la société astronomique de France. 


Les Progrés de l'Astronomie en 1901 (discours; mai 1902). 
Sur la vie et les Travaux de M. Faye (discours; novembre 1002) 
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426. Grandeur de l'astronomie (conférence: mai 1903). 

427. La terre tourne-t-elle ? (mai 1904). 

428. Une image de l'Univers (janvier 1905). 

429. La voie lactée et la théorie des gaz (traduit en tchèque dan Ziva, 1907) 
(conférence; avril 1906). 

430. Allocution prononcée au Jubilé de M. CAMILLE FLAMMARION (mars 1912). 


Bulletin de la société industrielle de Mulhouse. 


431. Conférence sur les cométes (1910). 


L'année psychologique. 


432. La relativité de l'espace (t. 13; 1907). 


Foi et Vie (Paris). 


433. La morale et la science (13° année. 1910). 
434. Les conceptions nouvelles de la matière (15° année 1912). 


Comptes rendus des Séances de la Conférence générale de l'Association 
Géodésique internationale. 


— . Rapports présenté au nom de la Commission chargée du contrôle scienti- 
fique des opérations géodésiques de l'Equateur (1905 et 1908): voir 
Comptes Rendus. 


The Electrician. 


435. Entropy (février 1903). 


Journal de l'Université des Annales. 


436. La télégraphie sans fil (conférence; avril 1909). 
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Bulletin de la Société physico-mathématique de Kasan. 


437. Rapport relatif au III* Concours du Prix LOBATSCHEWSKIJ décerné le r4 
février 1904 (2° série, t. 14; 1904). 


The Athenaeum. 


438. La fin de la matiére (février 1906). 


The Monist. 


439. Le choix des faits (avril 1909). 


Conférences du Musée pédagogique. 


440. Les définitions générales en Mathématiques (traduit en italien dans Perio- 
dico di Matematica per l'Insegnamento secondario, 1905, et en es- 
pagnol dans Gazeta de Matemáticas, 1905) (conférence; 1904). 


L'Enseignement Mathématique. 


— Les définitions générales en Mathématiques (juillet 1904): voir Conférences 
du Musée pédagogiques. 
— L'invention mathématique (septembre 1908): voir Bulletin de l'Institut 


général Psychologique. 


Bulletin de l'Institut général Psychologique. 
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Mémoires de l'Institut. 


Discours prononcé aux funérailles de M. A. Cornu (1902). 

Rapport relatif à la Fondation JEAN DEBROUSSE (1903). 

id. (1904). 

id. (1905). 

id. (1906). 

Sur des Membres de l’Académie des Sciences et sur des Membres de la 
Mission géodésique à l'équateur (1906): voir Comptes Rendus. 

Sur la Vie et l’(Euvre poétique et philosophique de Sutty PRUDHOMME 
(discours prononcé par HENRI POINCARÉ à l'Académie française, en y 
venant prendre séance; 1909). 

Discours lu aux funérailles de M. HırpoLyrTe LANGLOIS (1909). 

Discours prononcé à l’Inauguration du Monument élevé à la Mémoire 
d'OcrAvE GREARD (1909). 

Discours prononcé aux funérailles de M. RopoLPHE RADAU (1911). 


L'Université de Paris. 


Sur la vérité scientifique et sur la vérité morale (allocution prononcée 
au 19° Banquet de l’Association générale des Etudiants de Paris; juin 


1903). 


Questions du temps présent (Paris). 


La morale et la science (1910): voir Foi et Vie. 


La Revue de Jean Finot (Paris). 


La morale et la science (roro): voir Foi et Vie. 


Revue international de l'Enseignement. 


Sur la nécessité de la culture scientifique (t. 58; 1909): voir Divers. 
Allocution prononcée au Jubilé de M. Gaston DARBOUX (t. 59; 1912). 
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Journal de l'École Polytechnique. 


Notice sur la Vie et les Œuvres d’ALFRED CORNU (2° série, 10° cahier; 1905): 
voir Divers. 


Sitzungsberichte der Berliner mathematischen Gesellschaft. 


Sur les courbes tracées sur les surfaces algébriques (octobre roro). 


Revue politique et littéraire (Revue bleue). 


Sur la participation des Savants à la Politique (5* série, t. 1; 1904). 


Le Matin (Paris). 


Sur l'Œuvre de MARCELIN BERTHELOT (25 mars 1007). 
5 7 
Comment se fait la Science (25 novembre 1908). 
Comment on invente. Le travail de l'inconscient (24 décembre 1908). 


Le Temps (Paris). 


Compte rendu d'ensemble des Travaux du IV* Congrés des Mathématiciens 
tenu à Rome en 1908 (21 avril 1905). 

Discours prononcé à l’Inauguration du Monument élevé à la Mémoire 
d'OcravE GREARD (12 juillet 1909): voir Mémoires de l'Institut. 

Sur la représentation proportionnelle (2 février 1911): voir F. Alcan. 


L'Opinion (Paris). 


Sur la prépondérance politique du Midi (25 mars 1911). 


Est Républicain (Nancy). 


Toast prononcé au Banquet de la Société amicale des Lorrains de Meurthe- 


et-Moselle (19 juin 1909). 
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462. 
463. 


467. 


468. 


469. 


Henri Poinearé. 


Le Petit Temps (Paris). 


Sur la nécessité de la culture scientifique (r aoüt 1909): voir Divers. 


Magyar Szó (Budapest). 


Sur la culture scientifique en Hongrie (25 décembre 1906). 


Ouvrages publiés chez Gauthier Villars (Carré et Naud). 


Figures d'équilibre d'une masse fluide (1902). 

La Théorie de Maxwzrr et les Oscillations hertziennes (Collection Scientia), 
2* et 3* éditions (Traduction en anglais: London, New York, 1904, 
1905; en allemand: Leipzig, Johann Ambrosius Barth, 1909) (1904, 
1907). 

Lecons de mécanique céleste professées à la Sorbonne (tome I, 1905). 

> > > > > > » > (tome II, 1907—09). 
» » » » » » » » (tome III, r9ro). 

Thermodynamique, 2* édition (1908). 

Calcul des Probabilités, 2° edition (1912). 

A. PorrER; préface des Mémoires sur l' Électricité et l'Optique par A. PorrER 
(1912): voir L/ Éclairage électrique. 


Ouvrage publié chez Hermann. 


Lecons sur les hypothéses cosmogoniques (Traduction en roumain du cha- 
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pitre IX: Orion, Bucuresti, 1912) (1911). 


Ouvrage publié chez Teubner. 


Sechs Vorträge über ausgewählte Gegenstände aus der reinen Mathematik 
und mathematischen Physik (1910). 


Ouvrages publies chez Flammarion (Paris). 


La science et l'hypothése (Traduction en allemand: Leipzig, B. G. Teubner, 
1904, 1906; en anglais: Londres, Walter Scott, 1905, New York 1905, 


470. 


471. 


472. 


473. 


474. 


476. 


477. 


Analyse de ses travaux scientifiques. 33 


1907; en espagnol: Madrid, José Ruiz, 1907; en hongrois: Budapest, 
1908; en japonais: Tokyo, 1909; en suédois: Stockholm, Albert Bon- 
nier, 1910) (1902; complété en 1907). 

La valeur de la science (Traduction en allemand: Leipzig, B. G. Teubner, 
1906; en espagnol: Madrid, José Ruiz, 1906; en anglais, New York, 
1907) (1905). 

Science et Méthode (Traduction en allemand: Leipzig, B. G. Teubner, 
1909; en espagnol: Madrid, José Ruiz, 1906; en anglais du chapitre 
intitulé Les Logiques nouvelles: The Monist, avril 1912) (1605). 

Savants et écrivains (1910). 


Ouvrage publié par la Carnegie Institution of Washington. 


Préface de l'Ouvrage de GEORGE WILLIAM Hitt, intitulé: »Collected Mathe- 
matical Works» (1905). 


Ouvrage publié chez Dunod et E. Pinat (laris). 


Préface de l'Ouvrage de Dryaux-CHARBONNEL, intitulé: »État actuel de 
la Science électrique» (1908). 


Ouvrage publié chez F. Alcan (Paris. 


Sur la représentation proportionelle; préface de l'ouvrage de GEORGES 
LACHAPELLE intitulé: »La représentation proportionnelle en France et 
en Belgique (1911). 


Ouvrage publié chez A. Fayard (Paris). 


Les Sciences et les Humanités (1911). 


Ouvrage publié chez M. Weissenbruch (Bruxelles). 


Le libre Examen en matiére scientifique (conférence faite le 21 novembre 
1909 aux Fétes organisées par l'Université libre de Bruxelles pour le 
LXXV* Anniversaire de sa Fondation) (1910). 
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Ouvrage publié chez Hachette (Paris). 


Ce que disent les choses, par H. PoINCARÉ, E. PERRIER, P. ParNLEVÉ: 
cinq articles de H. Porwcan£ intitulés: Les astres. En regardant tom- 
ber une pomme. La Chaleur et l'Énergie. Les Mines. L’Industrie 
électrique (1912). 


Atti del IV^ Congresse internazionale dei Matematici (Rome). 


L'avenir des Mathématiques (1908). 


Divers. 


Sur la Part des Polytechniciens dans l’CEuvre scientifique du XIX® siècle 
(allocution prononcée à la 36* Assemblée générale de Ja Société amicale 
de secours des anciens éléves de l'École Polytechnique; Compte rendu, 
Gauthiers Villars, 1903). 

Notice sur la Vie et les Œuvres d’ALFRED Cornu (ALFRED Cornu, Ren- 
nes, Francis Simon, 1904). 

Cours d'Astronomie générale, avec un Supplément intitulé Mécanique cé- 
leste, professé à l'École Polytechnique en 1906—1907 (École Polytech- 
nique, autographié). 

Sur l'application du Calcul des Probabilités (Rapport fait par MM. Dar- 
BOUX, APPELL et POINCARÉ, sur l'Ordonnance du 18 avril 1904 de la 
Cour de Cassation: Affaire Dreyfus. La Revision du Procés de Ren- 
nes. Enquéte de la Chambre criminelle de la Cour de Cassation, 5 
mars—rg novembre 1904. Paris, Ligue des Droits de l'Homme, t. III, 
I909). 

Sur la nécessité de la culture scientifique (discours prononcé à la distribu- 
tion solennelle des Prix au Lycée Henri IV, à Paris, le 31 juillet 1909; 
Palmarès du Lycée Henri IV, 1909— 1910). 

Discours prononcé par M. H. PorwcanÉ, au nom du Bureau des Longitu- 
des, à la Réception en Sorbonne des Membres de l'Expédition dans 
l'Antaretique, commandée par le D' J. Cmarcor (Paris, 7, rue Saint- 
Benoit, 1910). 

La mécanique nouvelle (conférence faite le 14 obtobre 1910 à l'Université 
de Berlin; traduite en allemand dans Himmel und Erde, roro). 

Le démon d’ARRHENIUS (Hommage à Louis Olivier, Paris, r9rr). 
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Préface de l'Ovrage de Jacques Lux intitulé: »Histoire de deux Revues 
françaises: La Revue bleue et La Revue scientifique 1863—1911» (Edi- 
tion des deux Revues, Paris). 

Sur les invariants arithmétiques (conférence faite à l'Université de Londres 
le ro mai 1912). 

La théorie du rayonnement (conférence faite à l'Université de Londres le 
II mai 1912). 

Sciences et Humanités (conférence faite le 22 mai 1912 à la Société des 
Amis des Gymnasiums, 4 Vienne, Autriche). 


RESUME ANALYTIQUE: 


INTRODUCTION. 


J'ai classé les travaux que j'ai à résumer sous les sept rubriques suivantes: 

1°. Equations Différentielles. 

2°. Théorie générale des Fonctions. 

3°. Questions diverses de Mathématiques pures (Algébre, Arithmétique, 
Théorie des Groupes, Analysis Situs). 

4°. Mécanique Céleste. 

5°. Physique Mathématique. 

6°. Philosophie des Sciences. 

7°. Enseignement, vulgarisation, divers (Bibliographie, rapports divers). 

Inutile d'ajouter que je n'ai pas poursuivi tous ces buts différents indépen- 
damment les uns des autres et qu'il y a entre eux plus d'une connexion imprévue. 
On s'apercevra en effet que quelques mémoires ont dü figurer plusieurs fois, 
sous deux ou trois rubriques différentes. 


Les chiffres entre parenthèses, en caractères gras, renvoient aux numéros 
de la bibliographie. 


PREMIERE PARTIE. 


EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 


I. Généralités. (64, 78, 83, 57, 73, 182, 278 chap. II.) 


Dés que les principes du Caleul infinitésimal furent établis, l'analyste se 
tronva en face de trois problémes: 

Résolution des équations algébriques; 

Intégration des différentielles algébriques; 

Intégration des équations différentielles. 

L'histoire de ces trois problémes est la méme. Aprés de longs et vains 
efforts pour les ramener à des problémes plus simples, les géométres se sont 
enfin résignés à les étudier pour eux-mémes, et ils en ont été récompensés par 
le succés. 

Longtemps on a pu espérer que l'on pourrait résoudre toutes les équations 
par radicaux. On y a renoncé, et aujourd'hui les fonctions algébriques nous 
sont aussi bien connues que les radicaux auxquel on voulait les ramener. De 
méme les intégrales de différentielles algébriques, que l'on a cherché longtemps 
à ramener aux fonctions logarithmiqnes ou trigonométriques, s'expriment aujour- 
d'hui à l'aide de transcendantes nouvelles. 

Il devait en étre à peu prés de méme des équations différentielles. Le 
nombre des équations intégrables par quadratures est extrémement restreint, et 
tant qu'on ne s'est pas décidé à étudier les propriétés des intégrales en elles- 
mémes, tout ce domaine analytique n'a été qu'une vaste ferra incognita qui 
semblait à jamais interdite au géométre. 

C'est Cavony qui y a pénétré le premier, grâce à l'invention d'une méthode 
ingénieuse qu'il a appelée calcul des limites. A sa suite, MM. Fucus, Brior et 
BouqvET, et M: KowaLevskr ont employé avec succès la meme méthode. 
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Ce sont done les travaux de ces géométres qui m'ont servi de point de 
départ. 

En présence d'un probléme si compliqué, ces divers savants, au lieu 
d'étudier la maniere d’étre des intégrales des équations différentielles ou des 
équations aux dérivées partielles pour toutes les valeurs de la variable, c'est-à-dire 
dans tout le plan, se sont d'abord occupés de déterminer les propriétés de ces 
intégrales dans le voisinage d'un point donné. Ils avaient ainsi reconnu que ces 
propriétés sont très différentes selon qu'il s'agit d'un point ordinaire ou d'un 
point singulier. Dans le voisinage d'un point ordinaire, l'équation différentielle 
peut se mettre sous la forme 


et y peut se développer suivant les puissances de x — ay. 
Dans le voisinage d'un point singulier, l'équation différentielle peut se 
mettre sous l'une des deux formes 


(2) (s —2) 53 = f (2, y), 
(3) fe vo)” = = f ( , y) 


si elle est du premier ordre ou, sous des formes analogues, si elle est d'un ordre 
supérieur ou aux dérivées partielles. Dans le cas oü l'équation différentielle se 
met sous la forme (2) (ou sous des formes analogues pour le second ordre ou 
les ordres supérieurs), MM. Brior et Bouquer avaient signalé certaines pro- 
priétés des intégrales, et M. Fucus en avait donné le développement en séries 
dans le cas particulier des équations linéaires. 

J'ai complete les résultats de Caucuy relatifs aux points ordinaires (278, 
Ch. II) en montrant dans quelles conditions la solution peut étre développée 
non seulement suivant les puissances de la variable indépendante, mais suivant 
celles des valeurs initiales, ou celle d'un petit paramétre arbitraire, dans le cas 
où les équations différentielles dépendent d'un pareil paramètre. J'ai montré 
comment ces séries procédant suivant les puissances de ce paramétre ou des 
valeurs initiales peuvent encore rester convergentes non seulement pour les 
petites valeurs de la variable indépendante, mais pour des valeurs quelconques 
de cette variable. Mais je me suis surtout occupé d'étudier ce qui se passe dans 
le voisinage d'un point singulier. 
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J'ai cherché d'abord à étudier l'équation (2), suppossée non linéaire et à 
trouver le développement en séries de ses intégrales, J'ai reconnu (78)! que 
ces intégrales peuvent se développer suivant les puissances de (x—~z,) et de 
(ze — x,)*, À étant une constante facile à déterminer, ou, dans un cas particulier, 
suivant les puissances de (r— x,) et de log (r — .). Le résultat peut d'ailleurs 
s'étendre aux équations d'ordre supérieur. 

J'ai voulu ensuite (64) étudier du méme point de vue les équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. Cavcuv et M"* KowaLEVSsKI nous avaient 
appris comment on peut développer en séries les intégrales de ces équations 
dans le voisinage d'un point ordinaire. 1l restait à étudier ces intégrales dans 
le voisinage d'un point singulier, comme l'avaient fait MM. Brior et Bouquet 
pour les équations différentielles. En abordant ce probléme, je rencontrai deux 
sortes de singularités: les premières accidentelles et spéciales à l'intégrale parti- 
culiére que l'on envisage, les secondes essentielles et provenant de l'équation 
aux différences partielles elles-mémes. Dans le premier cas, je vis aisément que 
les intégrales satisfont à des équations algébriques, dont les coefficients sont 
holomorphes par rapport aux variables. Dans le second cas, les difficultés à 
surmonter étaient plus grandes. 

J'ai envisagé d'abord l'équation 


dz dz | eaa 
X,- x ++ Au, — dz, 
(4) M ib = he T dau, a 
où les x sont des fonctions holomorphes de 2,, z,,..., z, (quand ces variables 


sont suffisamment voisines de zéro) et s’annulent avec ces variables 
Pour que cette équation admette une intégrale holomorphe, il faut d'abord 
que 4 satisfasse à une certaine équation algébrique de degré »; mais cette con- 
dition n'est pas suffisante; les racines de cette équation doivent de plus étre 
assujetties à une condition spéciale: le polygone convexe qui contient tous les 
points du plan qui représentent ces racines ne doit pas contenir l'origine. Si 
cette condition est remplie, il y a toujours une intégrale holomorphe, et il n'y 
en a pas, en général, dans le eas contraire. Nous verrons plus loin quelles sont 
les conséquences de ce fait dans la théorie générale des fonctions. 
Considérant ensuite les équations 
dz, dz, dz, 
x Xm X. 


! Les chiffres placés entre parenthèses renvoient aux numéros de la Bibliographie 
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je reconnus que les intégrales de ce systéme sont de la forme 


^ ; 12 
APE i Ta 3 fi " 


où les 7 sont des fonctions holomorphes par rapport aux x, où les 4 sont les 
racines de l'équation algébrique dont nous venons de parler et les K des con- 
stantes d'intégration. 

Cela n'est vrai d'ailleurs que si les 4 satisfont à la condition énoncée plus 
baut, et, dans ce cas, il est possible de trouver le développement des diverses 
intégrales particuliéres de l'équation (4). 

Tout ce que je viens de dire ne s'applique qu'aux points singuliers les plus 
simples, analogues à celui de l'équation (2). Pour les singularités d'ordre plus 
élevé, telles que celle que présente l'équation (3), on ne sait presque rien. Ces 
singularités d'ordre supérieur se présentent en particulier dans l'étude des équa- 
tions linéaires, dont les intégrales sont dites alors irregulieres; mais, méme dans 
ce cas spécial, nous ne savons à leur sujet que fort peu de chose. 

M. THomé, qui les a étudiés, a montré que les équations sont alors satis- 
faites formellement par des séries de la forme suivante 


I 
P (x) | 
€ ( 
/ ("| ; 


P, étant un polynôme entier en x et 4 B étant une série ordonnée suivant les 
puissances décroissantes de x. (Je suppose ici, pour fixer les idées, qu'on a 
rejeté le point singulier à l'infini. Mais, pour que ces séries représentassent les 
intégrales cherchées, il faudrait qu'elles fussent convergentes, ce qui n'a lieu 
que dans des cas trés particuliers. J’eus l'idée d'appliquer à ces intégrales irré- 
gulieres la transformation de LAPLACE (104, 83, 73 et 182), et j'obtins ainsi sous 
une forme nouvelle et simple la condition de convergence de ces séries; mais le 
cas de la convergence n'était qu'exceptionnel, et il semblait que, dans le cas 
général, on ne püt rien tirer des développements de M. THomé. Il n'en était 
rien. On connait depuis longtemps une série, celle de STIRLING, qui, bien que 
divergente, peut étre légitimement employée pour représenter la fonetion 

TREE 

I (x) ; 
car, si x est très grand, l'erreur commise sur cette fonction en s'arrétant dans 


la série à un terme de rang convenable est extrêmement petite. J'ai montré 
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que les séries de M. THoMÉ jouissent de la même propriété, Alors même 
qu’elles sont divergentes, elles représentent les intégrales des équations propo- 
I'(z) 
T (x) 
J’ai trouvé en outre, en passant, un certain nombre de propriétés des équations 


sées de la méme manière que la série de STIRLING représente la fonction 


linéaires, entre autres celle-ci: 

Si une équation linéaire d'ordre n a pour coefficients des polynómes entiers 
d'ordre m (m € n), elle admettra n — m intégrales holomorphes dans tout le plan. 

Mais l'étude des intégrales des équations différentielles dans le voisinage d'un 
point donné, quelle que soit son utilité au point de vue du calcul numérique, ne 
saurait être regardée que comme un premier pas. Ces développements, qui ne 
sont valables que dans un domaine trés limité, ne nous apprennent pas, au 
sujet de ces équations, ce que nous apprennent les fonctions € au sujet des 
intégrales des différentielles algébriques: ils ne peuvent pas étre considérés comme 
une véritable intégration. 

Il faut done les prendre comme point de départ dans une étude plus 
approfondie des intégrales des équations différentielles oü l'on se proposera de 
sortir des domaines limités, où l'on s'était systématiquement cantonné, pour 
suivre les intégrales dans toute l'étendue du plan. 

Mais cette étude peut être faite à deux points de vue différents: 

1°. On peut se proposer d’exprimer les intégrales à l'aide de développe- 
ments toujours valables et non plus limités à un domaine particulier. On est 
conduit ainsi à introduire dans la Science de nouvelles transcendantes; mais cette 
introduction est nécessaire, car les fonctions anciennement connues ne permettent 
d'intégrer qu'un trés petit nombre d'équations différentielles. 

2°. Mais ce mode d'intégration, qui nous fait connaitre les propriétés des 
équations au point de vue de la théorie des fonctions, ne saurait suffire à lui 
seul si l'on veut appliquer les équations différentielles, par exemple, à des ques- 
tions de Mécanique ou de Physique. Nos développements ne nous apprendraient 
pas, à moins d'un travail considérable, si par exemple la fonction va constam- 
ment en croissant, ou si elle oscille entre certaines limites, si elle peut croitre 
au delà de toute limite. En d'autres termes, si l'on considére la fonetion comme 
définissant une courbe plane, on ne saurait pas quelle est la forme générale de 
cette courbe. Dans certaines applications, toutes ces questions ont autant d'im- 
portance que le caleul numérique, et il y avait là un nouveau probléme à ré- 
soudre. 

Dans les paragraphes qui vont suivre, je vais exposer les efforts que j'ai 
faits pour trouver la solution de ces deux problèmes, 


Acta mathematica, 38 Imprimé le 27 mars 1913. 


42 Henri Poincaré. 


II. Fonctions fuchsiennes. (6, 9, 11, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 22, 25, 26, 27, 28, 
30, 34, 36, 37, 59, 61, 65, 66, 68, 69, 70; 101, 104, 174, 191, 197). 


Désirant, comme je l'ai expliqué plus haut, exprimer les intégrales des équa- 
tions différentielles à l'aide de séries toujours convergentes, j'étais naturellement 
conduit à m'attaquer d'abord aux équations linéaires. Ces équations, en effet, 
qui ont été dans ces derniers temps l'objet des travaux de MM. Fucus, THOMÉ, 
FROBENIUS, SCHWARZ, KLEIN et HALPHEN, étaient les mieux connues de toutes; 
on possédait depuis longtemps les déveioppements de leurs intégrales dams le 
voisinage d'un point donné et, dans un assez grand nombre de cas, on était par- 
venu à les intégrer complétement à l'aide des fonctions anciennement connues. 
C'était done en en abordant l'étude que j'avais le plus de chances d'arriver à 
un résultat. 

Mais il était nécessaire de plus de faire une hypothése au sujet des coeffi- 
cients des équations que je voulais étudier. Si j'avais pris, en effet, pour 
coefficients des fonctions quelconques, j'aurais obtenu également pour les inté- 
grales des fonctions quelconques et, par conséquent, je n'aurais pu dire quelque 
chose de précis au sujet de la nature de ces intégrales, ce qui était mon but. 
J'étais done conduit à examiner les équations linéaires à coefficients rationnels 
et algébriques. Je supposerai, pour simplifier un peu l'exposé qui va suivre, 
que les coefficients sont rationnels. 

Voici maintenant la classification que i'ai adoptée pour ces équations 
linéaires et qui est la plus naturelle au point de vue du probléme que nous 
voulons résoudre (28, 70). Soit y une intégrale d'une équation linéaire d'ordre 


n à coefficient rationnels. Posons 


d»— y 


n—1 d y ES 


TRES dno y CE 


> dar? 


dy 
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À et les F étant des fonctions rationnelles de x. Il est clair que z satisfera comme 
; à une équation linéaire d'ordre n à coefficients rationnels. Je dirai que ces 
deux équations appartiennent à la méme famille. On voit aisément, en effet, 
que la connaissance des propriétés de la fonction y entraîne celle des propriétés 
de la fonction z. 

Il y a dans chaque famille une infinité d'équations différentes, mais cer- 
taines fonctions des coefficients ont méme valeur pour les équations d'une méme 
famille; en d'autres termes, il y a, comme je l'ai montré dans ma Note du 22 
mai 1882, des invariants qui demeurent inaltérés par la substitution représentée 
par léquation (5). Ces invariants ne sont pas les mémes que ceux de M. 
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HarPHEN. Ce savant géomètre envisage la transformation qui consiste à rem- 
placer z par une fonction quelconque de z' et à multiplier 7 par une autre fonc- 
tion quelconque de z'. Au contraire, les fonctions qui entrent dans ma substitu- 
tion (3) ne sont pas quelconques, mais rationnelles. Rien ne saurait mieux faire 
comprendre la différence du point de vue de M. HALPHEN et du mien. M. Har- 
PHEN cherche avant tout des relations entre diverses intégrales, et il peut im- 
punément introduire dans ses calculs des fonctions quelconques; au contraire, 
mon but étant d'étudier la mature de l'intégrale elle-méme, cette nature serait 
évidemment altérée, si je multipliais l'intégrale par une fonction quelconque, 
comme le fait M. HALPHEN. 

Mais cette étude intime de la nature des fonctions intégrales ne peut se 
faire que par l'introduction de transcendantes nouvelles, dont je vais mainte- 
nant dire quelques mots. Ces transcendantes ont une grande analogie avec les 
fonctions elliptiques, et l'on ne doit pas s'en étonner, car si j'imaginais ces fonc- 
tions nouvelles, c'était afin de faire pour les équations différentielles linéaires ce 
qu'on avait à l'aide des séries € elliptiques et abéliennes, pour les intégrales 
des différentielles algébriques. 

C'est done l’analogie avec les fonctions elliptiques qui m'a servi de guide 
dans toutes mes recherches. Les fonctions elliptiques sont des fonctions uni- 
formes qui ne sont pas altérées quand on augmente la variable de certaines 
périodes. Cette notion est tellement utile dans l'Analyse mathématique, que 
tous les géométres ont dà penser depuis longtemps qu'il conviendrait de la gé- 
néraliser en cherchant des fonctions uniformes d'une variable x qui demeurent 
inaltérées, quand on fait subir à cette variable certaines transformations, mais 
ces transformations ne peuvent pas étre choisies d'une maniére quelconque. Elles 
doivent évidemment former un groupe, et, de plus, on ne doit pas pouvoir 
trouver dans ce groupe une transformation infinitésimale, c'est-à-dire qui ne fasse 
varier x que d'un infiniment petit. Sans cela, en répétant indéfiniment cette 
transformation, on ferait varier x d'une facon continue, et notre fonction uni- 
forme, qui ne serait pas altérée quand la variable augmenterait d'une manière 
continue, se réduirait à une constante. En d'autres termes, notre groupe doit 
être discontinu (104, 6, 65). Le premier probléme à résoudre est done de trou- 
ver tous les groupes discontinus que l'on peut former. 

Dans le cas des fonctions elliptiques, les transformations du groupe (qui est 
évidemment discontinu) consistent à ajouter à x certaines constantes. Ici encore 
une nouvelle analogie avec les fonctions elliptiques peut nous venir en aid: 
Pour étudier ces fonctions, on divise le plan en une infinité de parallélogrammes 


connus sous le nom de parallélogrammes des périodes. On peut obtenir tous les 


44 Henri Poincaré. 


parallélogrammes en transformant l'un d'eux par les diverses substitutions du 
groupe, de sorte que la connaissance de la fonction à l'intérieur de l'un des 
parallélogrammes entraine sa connaissance dans tout le plan. De méme, si 
nous envisageons un groupe discontinu plus compliqué, engendrant une trans- 
cendante d'ordre plus élevé, nous pourrons partager le plan (ou la région du 
plan ot la fonction existe) en une infinité de régions ou de polygones curvi- 
lignes, de telle facon qu'on puisse obtenir toutes ces régions en appliquant à 
l'une d'elles toutes les transformations du groupe. La connaissance de la fonc- 
tion à lintérieur d'un de ces polygones curvilignes entraine sa connaissance 
pour toutes les valeurs possibles de la variable. 

Il est aisé de voir quelle est l'espéce particuliére de groupes discontinus 
quil convient d'introduire. On se rapelle quel est le mode de génération des 
fonctions elliptiques: on considère certaines intégrales appelées de première espèce, 
ensuite, par un procédé connu sous le nom d’inversion, on regarde la variable x 
comme fonction de l'intégrale; la fonction ainsi définie est uniforme et double- 
ment périodique. 

De méme ici, nous envisagerons une équation linéaire du second ordre et, 
par une sorte d'inversion, nous regarderons la variable x comme fonction, non 
plus d'une intégrale, mais du rapport z des deux intégrales de notre équation. 
Dans certains cas, la fonction ainsi définie sera uniforme, et alors elle demeurera 
az -r 


Pour cela, le groupe formé par ces substitutions doit étre discontinu, et il 


inaltérée par une infinité de substitutions linéaires changeant z en 


est aisé de voir que les polygones curvilignes dont il a été question plus haut 
sont limités par des ares de cercle. J’ai supposé d'abord que les coefficients 


az + B > 5 y T > ^ 

Bae étaient réels ou, ce qui revient au méme, que ces 
2 

yz 


substitutions n'altéraient pas un certain cercle appelé fondamental. Dans ce cas, 


des substitutions 1. 


les ares de cercle qui servent de cótés à nos polygones curvilignes sont ortho- 
gonaux à ce cercle fondamental. 

Quelle est alors la condition pour que le groupe engendré par un polygone 
curviligne donné soit discontinu? Pour résoudre ce probléme, il y avait à sur- 
monter une difficulté spéciale que je veux expliquer en quelques mots. Partant 
du polygone curviligne générateur, on construit aisément les polygones voisins, 
puis les polygones voisins de ceux-ci, et ainsi de suite. On a ainsi une sorte de 
surface qui va sans cesse en s’accroissant, et ce qu'il s'agit de faire voir, c'est 
que cette surface ne va pas se recouvrir elle-méme partiellement ou totalement, 
c'est-à-dire qu'un polygone nouvellement annexé à notre surface ne va pas re- 


Analyse de ses travaux scientifiques. 45 


couvrir en partie un polygone anciennement construit. Pour cela, il ne suffit 
pas de remarquer que notre surface est simplement connexe et sans point de 
ramification (unverzweigt). Cette facon de raisonner n'est qu'un paralogisme 
qui a déjà entrainé quelques savants dans diverses erreurs et qui, dans le pro- 
bléme qui nous occupe, nous égarerait certainement, Il faut encore faire voir 
que la surface recouvre une partie du plan qui est elle-méme simplement con- 
nexe (le contraire pourrait avoir lieu et une surface simplement connexe pour- 
rait, en se recouvrant plusieurs fois elle-méme, couvrir une région plane à con- 
nexion multiple). Ici la région simplement connexe, recouverte une fois et une 
seule par notre surface, est Ja superficie du cercle fondamental. 

Il s'agit done de démontrer qu'en construisant successivement tous nos poly- 
gones, comme je l'ai dit plus haut, on ne sortira jamais de ce cercle et qu'on 
atteindra forcément un point quelconque du cercle. La seconde de ces proposi- 
tions m'aurait peut-être arrêté longtemps sans l'aide que j'ai trouvée dans une 
théorie fort différente: je veux parler de la Géométrie non euclidienne. Cette Géo- 
métrie, fondée sur l'hypothése que la somme des angles d'un triangle est plus 
petite que deux droits, ne semble d'abord qu'un simple jeu de l'esprit qui n'a 
d'intérét que pour le philosophe, sans pouvoir étre d'aucune utilité au mathéma- 
ticien. Il n'en est rien; les théorèmes de la géométrie de LOWATSOHEVSKI sont 
aussi vrais que ceux de la géométrie d'Euclide, à la condition qu'on les inter- 
préte comme ils doivent l'étre. Ainsi, par exemple, ces théorémes ne sont pas 
vrais de la ligne droite, telle que nous la concevons, mais ils le deviennent si, 
partout où LowaTscHEVSKI dit une droite», nous disons un eercle qui coupe 
orthogonalement le cercle fondamental». Je me trouvais done en présence de 
toute une théorie, imaginée, il est vrai, dans un but métaphysique, mais dont 
chaque proposition, convenablement interprétée, me fournissait un théoréme 
applicable à la Géométrie ordinaire. Il se trouva qu'en combinant tous ces théo- 
rémes, j'obtins aisément la solution de la difficulté dont j'ai parlé plus haut. 

Je pus ainsi construire tous les groupes discontinus formés de substitutions, 
n'altérant pas le cercle fondamental, et je les appelai groupes fuchsiens. 

Mais un probléme important se posait: étant donné un groupe fuchsien, 
existe-t-il des fonctions uniformes inaltérées par les substitutions de ce groupe 
(66)? C'est ce que j'ai démontré et j'ai donné à ces fonetions le nom de M. 
Fucus. Pour arriver à ce résultat, il efit été possible, dans certains eas parti- 
culiers, d'appliquer la proposition eonnue sous le nom de principe de Dirichlet, 
si souvent appliquée par RrEMANN et démontrée plus récemment par M. SCHWARZ 
Je ne connaissais pas ce principe à cette époque, mais l'eussé-je connu, que Je 
ne m'en serais pas servi; car il ne pouvait me donner la solution du probléme 
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que dans certains cas particuliers et, méme dans ces cas, il pouvait servir à 
démontrer l'existence de la fonction, mais il n'en donnait pas le développement 
analytique. 

C'est encore à l'analogie avec les fonctions elliptiques que j'ai dü faire 
appel. On sait que ces fonctions peuvent étre regardées comme le quotient de 
deux transcendantes, non plus seulement uniformes, mais encore entiéres, et 
que l'on appelle les séries O. Les fonctions ne sont plus doublement périodiques, 
mais elles sont multipliées par une exponentielle quand la variable augmente 
d'une période. De méme ici, je devats chercher à exprimer les fonctions fuch- 
siennes par le quotient de deux trancendantes finies et uniformes, tout à fait 
analogues aux fonctions O, et se reproduisant multipliées par un facteur simple, 
quand la variable z subit une des transformations du groupe. 

Je trouvai aisément des séries satisfaisant à ces conditions et je les appelai 
thétafuchsiennes. Le quotient de deux pareilles séries était évidemment une fonc- 
tion fuchsienne: j'avais donc du méme coup démontré l'existence de ces fonc- 
tions et trouvé leur expression analytique. Le quotient de l'unité par une série 
thétafuchsienne est susceptible aussi d'un développement simple, et c'est la 
considération de ces développements nouveaux qui m'a permis de démontrer 
réciproquement que toute fonction fuchsienne peut étre regardée comme le quo- 
tient de deux séries thétafuchsiennes. 

Ces fonctions fuchsiennes sont de deux sortes, les unes existant dans tout 
le plan, les autres n'existant qu'à l’intérieur du cercle fondamental. Dans les 
deux cas, il y a entre deux fonctions fuchsiennes qui ont méme groupe une rela- 
tion algébrique. La détermination du genre de cette relation est d'une impor- 
tance capitale; je l'ai obtenue d'abord par des procédés analytiques, et plus 
simplement ensuite par la géométrie de situation. 

Gráce à ces relations algébriques, il est possible d'utiliser les fonctions fuch- 
siennes pour l'étude des fonctions et des courbes algébriques. Ainsi l’on peut 
exprimer les coordonnées des points d'une courbe algébrique par des fonctions fuch- 
siennes, Cest- dire uniformes, d'un méme paramètre. On peut alors se servir de 
ces expressions des coordonnées pour arriver à un certain nombre de théorémes 
sur ces courbes. On peut s'en servir également pour exposer d'une facon plus 
simple la théorie des fonctions abéliennes. 

Si, dans une intégrale abélienne de premiére espéce, on remplace la variable 
par une fonction fuchsienne de z, cette intégrale devient à son tour une fonction 
uniforme de z dont on trouve aisément le développement analytique. Ainsi ces 
intégrales, qu'on savait déjà obtenir à l'aide des fonctions €, sont susceptibles 
d'une expression analytique entiérement différente, oü entrent des transcen- 
dantes ne dépendant que d'une seule variable. 
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Mais ce n’est pas tout. Toute fonction fuchsienne peut étre regardée comme 
provenant de l'inversion d'une équation du second ordre à coefficients algébri- 
ques, c'est-à-dire qu'on peut l'obtenir en regardant la variable z comme fonction 
du rapport z des intégrales de cette équation. Nos transcendantes nous fournis- 
sent donc immédiatement l'intégration d'une infinité d'équations linéaires que 
l'on peut appeler fuchsiennes. 

Pour que l'analogie avec les fonctions elliptiques fût complete, il faudrait 
que les autres propriétés de ces fonctions, telles que les lois d'addition, de mul- 
tiplication et de transformation pussent s'étendre aux nouvelles transcendantes. 

La théorie de la transformation se généralise immédiatement, avec cette 
différence toutefois que le groupe des fonctions fuchsiennes étant beaucoup plus 
compliqué que celui des fonctions elliptiques, les cas à considérer sont beaucoup 
plus nombreux et variés. Ce qui en fait surtout l'intérét, c'est qu'on peut s'en 
servir pour jeter quelque lumiére sur la question de la réduction des intégrales 
abéliennes (59). J’y reviendrai plus loin. 

Au contraire, le théoréme d'addition ne peut pas s'étendre à toutes les 
fonctions fuchsiennes. Cela n'est possible que dans un cas particulier et pour 
une classe spéciale de ces transcendantes (61, 191). Je veux parler de ces fone- 
tions fuchsiennes qui tirent leur origine de la considération des formes quadrati- 
ques ternaires indéfinies et sur lesquelles je reviendrai dans le paragraphe rela- 
tif à l'Arithmétique. 

Les substitutions linéaires dont les coefficients ne sont plus réels, mais quel- 
conques, peuvent aussi former des groupes discontinus que j'ai appelés kleindens 
(15, 16, 68). Pour démontrer l'existence de ces groupes, je rencontrais la méme 
difficulté que pour les groupes fuchsiens, et il semblait au premier abord im- 
possible d'appliquer la géométrie non-euclidienne. Dans certains cas particuliers 
la difficulté était facile à surmonter; mais, dant le cas général, elle subsistait 
tout entiére. J'imaginai alors un artifice qui me permit de me servir de la géo- 
métrie non euclidienne, non plus à deux, mais à trois dimensions, et je démon- 
trai. aisément l'existence des groupes kleinéens. Je n'avais plus qu'à appliquer 
les méthodes qui m'avaient réussi une premiere fois pour trouver une nouvelle 
catégorie de fonctions tout à fait analogues aux fonctions fuchsiennes. La seule 
différence digne d'étre signalée est celle qui résulte de la forme du domaine à 
l'intérieur duquel ces fonctions existent. Ce domaine, au lieu d'étre un cercle 
est limité par une courbe non analytique qui n'a pas de rayon de courbure de- 
terminé. Dans d'autres cas, ce domaine est limité par une infinité de circon- 
férences. 

Les fonctions fuchsiennes sont susceptibles d'une autre mode de généralisa- 
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tion: je veux parler des fonctions hyperfuchsiennes imaginées par M. PıcarD. 
Mais, comme elles ne peuvent guére s'appliquer aux équations différentielles 
proprement dites, je me réserve d'y revenir dans Ja deuxiéme Partie, consacrée 
à la théorie générale des fonctions. 

Les résultats déjà obtenus faisaient dés lors pressentir quel intérét il y 
aurait à déterminer les coefficients du groupe d'une équation linéaire en fonc- 
tion des coefficients de l'équation elle-méme (34, 36, 69). Ce probléme n'était 
pas nouveau et il avait déjà fait l'objet des travaux de divers mathématiciens 
allemands, entre autres de MM. Fucus et HAMBURGER. J'ai imaginé de nou- 
velles méthodes de caleul numérique, analogues à celles de ces savants, et j'ai 
reconnu qu'on pouvait varier ces procédés à l'infini. Mais ces méthodes ne 
nous apprennent rien, au point de vue de la théorie générale des fonctions, sur 
les propriétés des transcendantes, dont elles donnent seulement la valeur numéri- 
que. Il fallait chercher aussi à résoudre le probléme à ce nouveau point de vue. 
J'ai obtenu dans cette voie divers résultats qui peuvent présenter quelque in- 
térêt. Ainsi les coefficients du groupe considérés comme fonctions de certains 
coefficients de l'équation (les autres coefficients étant regardés comme constants) 
en sont des fonctions entières. J'ai étudié également les fonctions inverses qui, 
dans certains cas, sont uniformes. 

Les résultats ainsi obtenus ne donnaient encore qu'une solution bien incom- 
pléte du probléme que je m'étais proposé, c'est-à-dire l'intégration des équations 
différentielles linéaires. Les équations que j'ai appelées plus haut fuchsiennes, 
et qu'on peut intégrer par une simple inversion, ne sont que des cas trés parti- 
culiers des équations linéaires du second ordre. On ne doit pas s'en étonner si 
lon réfléchit un peu à l'analogie avec les fonctions elliptiques. Le procédé de 
linversion ne permet de caleuler que les intégrales elliptiques de premiére 
espéce. Pour les intégrales de deuxiéme et troisiéme espéce, il faut procéder 
d'une autre maniére. 

Envisageons, par exemple, l'intégrale de deuxiéme espéce 

à «dx 
= MILL Lc 
J V (1— 2") (1— ka?) 


Pour l'obtenir, nous considérerons comme équation auxiliaire celle qui donne 
l'intégrale de première espèce 
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d'oü par inversion 


z-—Snz. 


Remplacant x par sn z, on trouve que u est égal à une fonction uniforme 
de z, Z(z), qui augmente d'une constante quand z augmente d'une période. On 
est done conduit à employer ici un procédé analogue: étant donnée une équation 
linéaire E d'ordre quelconque, à coefficients algébriques en x, on se sert d'une 
équation auxiliaire E' du second ordre, et cette équation auxiliaire doit étre 
choisie de telle facon que x soit fonction fuchsienne du rapport 2 des intégrales 
de E' et que les intégrales de E soient des fonctions uniformes de z. 

Est-il toujours possible de faire ce choix de maniére à satisfaire à toutes 
ces conditions? Telle est la question qui se pose naturellement. Cela revient 
d'ailleurs à demander si, parmi les équations linéaires qui satisfont à certaines 
conditions, qu'il est inutile d'énoncer ici, il y a toujours une équation fuchsienne. 
Je suis parvenu à démontrer qu'on devait répondre affirmativement à cette ques- 
tion. Je ne puis expliquer ici en quoi consiste la méthode dont nous nous som- 
mes servis d'abord, M. KrEiN et moi, dans l'étude de divers exemples particu- 
liers; comment M. KrxrN a cherché à appliquer cette méthode dans le cas gé- 
néral, ni comment j'ai comblé les lacunes qui subsistaient encore dans la dé- 
monstration du géométre allemand, en introduisant une théorie qui a les plus 
grandes analogies avec celle de la réduction des formes quadratiques (18, 19, 
26, 27, 69). 

On peut arriver au méme résultat par une voie entiérement différente, 
comme l'ont reconnu divers savants. Il suffit de démontrer que l'équation 


Au ='e" 


admet toujours sur une surface de RrEMANN donnée une solution présentant 
des singularités données. M. Proarp a donné le premier une démonstration de 
ce théorème; j'en ai donné une (174, 197) qui est entièrement différente et qui 
permet de compléter le résultat de M. Prearp en l'étendant à un cas que ce 
géométre avait laissé de cóté et qui est important au point de vue de la théo- 
rie des fonctions fuchsiennes. C’est celui où l'un des sommets du polygone gé- 
nérateur se trouve sur le cercle fondamental. 

Ainsi l'équation auxiliaire E' existera toujours; mais il ne suffit pas de pou- 
voir démontrer son existence, il faut encore savoir la former. C'est là l'objet de 
la dernière Partie de mon Mémoire Sur les groupes des équations linéaires. J'ai 
donné, dans cette derniére Partie, des procédés pour calculer les coefficients de 
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l'équation E', non pas exactement, ce qui est impossible, mais avec une approxi- 
mation aussi grande que l'on veut. 

Si maintenant on considére le rapport z des intégrales de cette équation 
auxiliaire, x est une fonction fuchsienne de z que j'appelle f(z), et les intégrales 
de l'équation E sont des fonctions uniformes de z, qui subissent des transforma- 
tions linéaires lorsque z subit une transformation du groupe, de la méme maniére 
que la fonction Z(z) augmente d'une constante quand z augmente d'une période 
(70). Ces fonctions uniformes jouent pour l'intégration de l'équation # le méme 
rôle que la fonction Z (z) joue pour le calcul des intégrales elliptiques de se- 
conde espéce. C'est pour cette raison que je les ai appelées zetafuchsiennes. 

Ces fonctions zétafuchsiennes sont évidemment susceptibles d'étre mises 
sous la forme du quotient de deux séries ordonnées suivant les puissances crois- 
santes de z. Ces deux séries sont convergentes à l'intérieur du cercle fonda- 
mental. Si la fonction f(z) n'existe qu'à l'intérieur du cercle fondamental (ce 
que nous supposons), la variable z ne peut jamais sortir de ce cercle, en sorte que 
nos deux séries sont toujours convergentes. D'ailleurs, les coefficients de ces 
séries se calculent aisément par récurrence. A ce point de vue, on peut done 
déjà dire que ces développements nous donnent l'intégration compléte de l'équa- 
tion E, puisqwils sont toujours valables au lieu d'étre limités à un domaine 
particulier. Je ne me suis cependant pas contenté de ce résultat, car il est 
possible de donner des fonctions zétafuchsiennes des développements beaucoup 
plus satisfaisants pour l'esprit, parce que les termes sont liés les uns aux autres 
par une loi simple, et que, par conséquent, le développement met en évidence 
les propriétés caractéristiques de ces fonctions. C'est ainsi que l'expression de 
snz par les séries d’EISENSTEIN est beaucoup plus satisfaisante pour l'esprit 
(quoique moins convergente) que le développement de cette fonction suivant les 
puissances de z et de &?. C'est dans ce but que j'ai exprimé les fonctions zéta- 
fuchsiennes, par le quotient de deux séries; le dénominateur est une série théta- 
fuchsienne et le numérateur est une série à termes rationnels, oü l'expression 
du terme général est fort simple. 

Ainsi, il est possible d'exprimer les intégrales des équations linéaires à 
coefficients algébriques, à l'aide des transcendantes nouvelles, de la méme ma- 
niére que l'on a exprimé, à l'aide des fonctions abéliennes, les intéerales des 
différentielles algébriques. D'ailleurs ces dernières intégrales elles-mêmes sont 
susceptibles d’être obtenues aussi par l'intermédiaire des fonctions fuchsiennes, 
et lon en a ainsi une expression nouvelle, entièrement différente de celle où 
entrent les séries © à plusieurs variables. 
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III. Équations non linéaires. (24, 48, 71). 


Il resterait à faire pour les équations non linéaires ce que j'ai fait pour les 
équations linéaires, c'est-à-dire trouver des développements des intégrales qui 
soient toujours convergents. Je n'ai pu y parvenir: j'ai seulement reconnu que 
lon peut, d'une infinité de maniéres, exprimer ces intégrales par des séries qui 
convergent pour toutes les valeurs réelles de la variable. Voici comment j'ai 
opéré (24, 77). 

Je mets les équations différentielles sous la forme 


dr, dz, _ d zn 
A ipsius 5 2 


2 


les X, étant des polynómes entiers par rapport aux variables z. Cela est tou- 
jours possible. J'introduis ensuite une variable auxiliaire s définie par l'équation 


dz, dx, m dz, ds 


DEP TRO SR] ag ervey NEP 





Je puis alors démontrer que si « est convenablement choisi, les variables x 
peuvent se développer suivant les puissances croissantes de 


ets — I 
eas EE rÍ 


et que les développements restent valables pour toutes les valeurs réelles de s. 

Si l'on applique ce qui précéde au probléme des trois corps, on verra que, 
quand s varie de — c à +, t varie de — c à + ©, de sorte que les développe- 
ments restent convergents pour toutes les valeurs réelles du temps. Il n'y 
aurait d'exception que dans l'hypothése, assez peu vraisemblable d'ailleurs, où 
deux corps viendraient se choquer à l'époque t,, et les développements ne nous 
apprendraient rien sur ce qui se passerait aprés l'époque du choc; le probléme 
d'ailleurs ne se pose méme pas. Si de plus on suppose que les éléments initiaux 
aient été choisis de telle sorte que les distances mutuelles restent constamment 
supérieures à une limite donnée, on peut remplacer la variable auxiliaire s par 
le temps lui-même et développer suivant les puissances de 

ent I 


eut +1 


Ainsi que je l’ai dit plus haut, je n’ai donné cette solution qu’a titre 


d’exemple. 
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Une pareille intégration est d'un caractére bien différent et évidemment 
beaucoup moins satisfaisante pour l'esprit que l'intégration des équations linéai- 
res par les fonctions fuchsiennes. Aussi y avait-il lieu de se demander si les 
méthodes qui avaient réussi pour les équations linéaires n'étaient pas applicables 
à d'autres classes d'équations, quoiqu'elles ne le fussent pas dans le cas gé- 
néral. 

Un peu de réflexion fait tout de suite comprendre quelle est la différence 
essentielle entre le cas général et celui des équations linéaires. Les équations 
linéaires n'ont qu'un nombre fini de points singuliers, tandis que les équations 
non linéaires en ont en général une infinité. On est donc amené à rechercher 
s’il n'existe pas d'autres classes d'équations dont les points singuliers soient en 
nombre fini. 

M. Fucus a publié, dans les Sitzungsberichte de l'Académie de Berlin, un 
Mémoire oü il expose les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équa- 
tion différentielle et, en particulier, pour qu'une équation du premier ordre 
n'ait qu'un nombre fini de points singuliers. On put croire un instant que l'on 
était sur la voie d'une nouvelle catégorie de transcendantes uniformes et d'une 
nouvelle classe d'équations intégrables. 

Je fus done amené à faire un examen plus approfondi de la question (48, 
71); mais cet examen m'obligea à renoncer à l'espoir que j'avais concu. Les 
équations du premier ordre qui satisfont aux conditions de M. Fucus, ou bien 
se ramenent à l'équation de Rıccarı et par elle aux équations linéaires, ou bien 
sont intégrables par les fonctions elliptiques ou algébriques. On n'est done ja- 
mais conduit à une classe réellement nouvelle d'équations intégrables. M. Parw- 
LEVÉ a été plus heureux en passant aux équations d'ordre supérieur. 

Quoi qu'il en soit, le résultat de M. Fucus conserve encore son intérét, 
puisqu'il nous fait connaitre une catégorie d'équations différentielles intégrables 
algébriquement. Mais, en tout cas, le probléme de l'intégration des équations 
non linéaires ne peut étre regardé comme résolu. 


IV. Intégration des équations par les fonctions algébriques et abeliennes. 
(7, 10, 40, 194, 219, 221). 


Bien que le probléme de l'intégration des équations linéaires soit résolu 
dans le ‘cas général par l'emploi de nos transcendantes nouvelles, ce résultat 
laisse subsister tout entier lintérét qui s'attache aux cas particuliers où l'inté- 
gration peut se faire au moyen de fonctions plus simples, telles que les fonc- 
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tions algebriques, elliptiques et abéliennes. D’ailleurs les procedes d’integration 
par les fonctions algébriques et elliptiques rentrent facilement dans la méthode 
générale qui comprend ainsi comme cas particuliers les procédés déjà connus. 
Il en résulte que cette méthode jette quelque lumiére sur les difficultés qui se 
rapportent à l'emploi des procédés particuliers. En ce qui concerne la recherche 
des cas d'intégrabilité algébrique, le premier probléme à résoudre était de for- 
mer les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe linéaire. Ce résultat a 
été obtenu par M. Jorpan il y a quelques années; mais je ne crois pas que 
ce savant ait démontré qu'à tout groupe d'ordre fini correspond une équation 
linéaire intégrable algébriquement. L'emploi des fonctions fuchsiennes m'a fait 
voir aisément (40) qu'à tout groupe d'ordre fini correspond, non pas une, mais 
une infinité d'équations dont les intégrales sont algébriques. Pénétrant ensuite 
plus profondément dans la question, jai cherché à quelles conditions une fonc- 
tion algébrique dont on se donne le groupe de Garois satisfait à une équation 
linéaire d'ordre p. J'ai trouvé que certains déterminants dont les éléments 
s'expriment tantót à l'aide des racines de l'unité, tantót à l'aide des périodes 
des intégrales abéliennes de premiere espéce correspondant à la fonction al- 
gébrique considérée, devaient étre nuls à la fois. D'autre part, on peut, sauf 
dans certains cas exceptionnels, trouver un systeme fondamental d'intégrales de 
premiére espéce, tel que les périodes normales de l'une quelconque d'entre elles 
soient des fonctions linéaires à coefficients entiers des périodes normales de la 
premiére. Je fus ainsi conduit à exprimer la condition cherchée sous la forme 
de certaines relations entre les périodes normales des intégrales de premiere 
espéce qu'on peut former avec la fonction algébrique considérée. 

Au contraire, les procédés d'intégration par les fonctions abéliennes ne ren- 
trent pas dans la méthode générale. On y est conduit en cherchant à généra- 
liser les méthodes d'intégration par les fonctions elliptiques (10). On sait que 
la théorie des fonctions elliptiques permet de calculer les intégrales des équations 
linéaires du second ordre dans trois cas entièrement différents: 

1. Lorsque, les coefficients étant rationnels, il y a trois points singuliers 
tels que la différence des racines des trois équations déterminantes soit respec- 
tivement 3, } et |, ou bien }, ; et |, ou bien encore }, ! et }. 

2°. Lorsque, les coefficients étant rationnels, il y a quatre points singuliers 
tels que la différence des racines de chaque équation déterminante soit !: 

3°, Lorsque, les coefficients étant doublement périodiques, les intégrales 
n'offrent d'autre singularité que des póles. 

M. ArPPELL a généralisé le troisième cas en montrant que, lorsque le groupe 


de l'équation linéaire se réduit à un faisceau, la dérivée logarithmique de cer- 
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taines intégrales est algébrique et que l'intégration peut s'effectuer par les fonc- 
tions abéliennes. J’ai voulu de méme généraliser le premier et le second cas. 

Je suis arrivé ainsi à une infinité d'équations linéaires du troisieme ordre 
à coefficients algébriques dont les intégrales s'expriment à l'aide des fonctions 
abéliennes de deux variables. De méme, les fonctions abéliennes à p variables 
permettent d'intégrer une infinité d'équations linéaires d'ordre p + 1. 

J'ai indiqué ensuite succinctement les principales propriétés des groupes de 
ces équations. 

Je me suis préoccupé aussi de rechercher des cas oü les équations non 
linéaires sont susceptibles d'intégration algébrique, mais je me suis restreint 
aux équations du 1 ordre et du 1° degré. 

La voie avait été ouverte par M. DarBoux. J'e l'ai suivie à mon tour dans 
deux mémoires insérés aux Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo (219, 
221). Le probléme doit se poser ainsi: étant donnée une équation différentielle, 
reconnaitre par un nombre fini d'opérations, si elle est ou non intégrable algé- 
briquement. Ce probléme pourrait évidemment étre regardé comme résolu si 
l’on savait déterminer une limite supérieure du degré de l'intégrale générale, si 
on la suppose algébrique. 

Aprés avoir donné un certain nombre de relations numériques entre le 
degré de Vintégrale générale, son genre, le nombre des points singuliers des di- 
verses espèces, le nombre des valeurs remarquables pour lesquelles la courbe 
algébrique qui représente l'intégrale générale se décompose et les degrés des 
composantes, je résous le probléme dans un cas particulier, celui où les deux 
entiers caractéristiques relatifs à tous les cols sont égaux à r. 

Dans le cas général, je n'ai obtenu que des résultats partiels; j'ai par 
exemple limité le nombre des valeurs remarquables pour lesquelles notre courbe 
se décompose et le nombre des composantes; mais il y a encore deux entiers 
qui jouent un róle dans le probléme et qui restent inconnus, ce qui m'empéche 
de limiter le degré, sauf dans certains cas particuliers. 

Quand on veut aller plus loin, les inégalités algébriques dont je me suis 
servi ne peuvent plus suffire et les difficultés à vainere sont d'une nature pour 
ainsi dire arithmétique; c’est ce que je montre sur un exemple simple où ces 
difficultés peuvent étre surmontées grace à l'emploi des fonctions elliptiques. 

Je termine par une étude de ce qui se passe dans le voisinage de certains 
points singuliers. Dans le voisinage d'un noeud queleonque, on peut trouver 
deux séries infinies X, et X, procédant suivant les puissances des variables 
et qui égalées à zéro, fournissent deux solutions partieulieres de l'équation 
différentielle. On voit alors que Vintégrale générale si elle est algébrique se 
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réduit & une fonction rationnelle homogéne de deux puissances entiéres de X, et 
X, Or à chaque neud correspondra une semblable expression de notre inte- 
grale générale. Si nous égalons deux de ces expressions, la discussion de l'égalité 
ainsi obtenue, discussion où s'introduisent les fonctions fuchsiennes, conduit à 
plusieurs résultats importants. 


V. Courbes définies par les équations différentielles. (3, 20, 23, 74, 75, 76, 77). 


Alors méme qu'on parviendrait à faire pour une équation quelconque ce 
que j'ai fait pour les équations linéaires, c'est-à-dire à trouver des développements 
des intégrales valables dans toute l'étendue du plan, ce ne serait pas une raison 
pour laisser de cóté les résultats que l'on peut obtenir par d'autres méthodes, 
car il peut arriver que ces méthodes nous fassent découvrir certaines particula- 
rités que les développements ne mettraient pas immédiatement en évidence. 
C'est ce qui m'a décidé à me placer à un point de vue nouveau et je ne saurais 
mieux le faire comprendre qu'en reproduisant ce que j'écrivais au moment oü 
je commencais ces recherches !: 

»Il est done nécessaire d'étudier les fonctions définies par des équations 
différentielles en elles-mémes et sans chercher à les ramener à des fonctions plus 
simples, ainsi qu'on a fait pour les fonctions algébriques, qu'on avait cherché à 
ramener à des radicaux et qu'on étudie maintenant directement, ainsi qu'on a 
fait pour les intégrales de differentielles algébriques, qu'on s'est efforcé long- 
temps d'exprimer en termes finis. 

Rechercher quelles sont les propriétés des équations différentielles est donc 
une question du plus haut intérét. On a déjà fait un premier pas dans cette 
voie en étudiant la fonction proposée dans le voisinage d'un des points du plan. 
ll s'agit aujourd'hui d'aller plus loin et d'étudier cette fonction dans toute l'éten- 
due du plan. Dans cette recherche, notre point de départ sera évidemment ce 
que l'on sait déjà de la fonction étudiée dans une certaine région du plan. 

L'étude compléte d'une fonction comprend deux parties: 1° partie qualita- 
tive (pour ainsi dire), ou étude géométrique de la courbe définie par la fonction; 
2? partie quantitative, ou caleul numérique des valeurs de la fonction. 

Ainsi, par exemple, pour étudier une équation algébrique, on commence 
par rechercher, à l'aide du théorème de Sturm, quel est le nombre des racines 
réelles: c'est la partie qualitative; puis on caleule la valeur numérique de ces 
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racines, ce qui constitue l'étude quantitative de l'équation. De méme, pour 
étudier une courbe algébrique, on commence par construire cette courbe, comme 
on dit dans les cours de Mathématiques spéciales, c'est-à-dire qu'on cherche 
quelles sont les branches de courbes fermées, les branches infinies, etc. Aprés 
cette étude qualitative de la courbe, on peut en déterminer exactement un cer- 
tain nombre de points. 

C’est naturellement por la partie qualitative qu'on doit aborder la théorie 
de toute fonction et c’est pourquoi le probléme qui se présente en premier lieu 
est le suivant: Construire les courbes définies par des équations différentielles. 

Cette étude qualitative, quand elle sera faite complétement, sera de la plus 
grande utilité pour le caleul numérique de la fonction, et elle y conduira d'autant 
plus facilement que l'on connait déjà des séries convergentes qui représentent 
la fonetion cherchée dans une certaine région du plan, et que la principale diffi- 
culté qui se présente est de trouver un guide sûr pour passer d'une région ou 
la fonction est représentée par une série à une autre région du plan où elle est 
exprimable par une série différente. 

D'ailleurs cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét de pre- 
mier ordre. Diverses questions fort importantes d'Analyse et de Mécanique 
peuvent en effet s'y ramener. Prenons par exemple le probléme des trois 
corps: ne peut-on pas se demander si l'un des corps restera toujours dans une 
certaine région du ciel ou bien s'il pourra s'éloigner indéfiniment; si la distance 
de deux corps augmentera, ou diminuera à l'infini, ou bien si elle restera com- 
prise entre certaines limites? Ne peut-on pas se poser mille questions de ce 
genre, qui seront toutes résolues quand on saura construire qualitativement les 
trajectoires des trois corps? Et, si l'on considére un nombre plus grand de 
corps, qu'est-ce que la question de l'invariabilité des éléments des planétes, sinon 
une véritable question de géométrie qualitative, puisque faire voir que le grand 
axe n'a pas de variations séculaires, c'est montrer qu'il oscille constamment 
entre certaines limites? 

Tel est le vaste champ de découvertes qui s'ouvre devant les géométres. 
Je n'ai pas eu la prétention de le parcourir tout entier, mais j'ai voulu du moins 
en franchir les frontiéres, et je me suis restreint à un cas trés particulier, celui 
qui se présente d'abord tout naturellement, c'est-à-dire à l'étude des équations 


différentielles du premier ordre et du premier degré. 


! Ces considérations m'ont effectivement servi de guide dans des recherches relatives au 
caleul numérique de la fonction (24). 
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Je commengai done mes recherches (3, 74) par l'étude des courbes définies 
par les équations différentielles de la forme 


(x) ry” 


où X et Y sont des polynómes entiers en x et y, et je reconnus d'abord que 
ces courbes pouvaient représenter la forme de courbes fermées ou celle de spi- 
rales. Je démontrai également le théoréme suivant: 


Si une courbe définie par une équation de la forme (1) m'a pas de point 
d'arrét et me coupe aucune courbe algébrique qu'en un nombre fini de points réels, 
elle est une courbe fermée. 


Pour pousser plus loin l'étude de la forme de ces courbes, j'ai dü commen- 
cer par rechercher ce qui se passe dans le voisinage d'un point singulier quel- 
conque. En réalité, le probléme était résolu par les travaux antérieurs de MM. 
Brior et Bouquer et par les miens (Journal de l’École Polytechnique, XLV* Cahier, 
et Thése inaugurale), mais j'avais à approprier la solution à mon nouveau but; 
dans les Mémoires que je viens de citer, et où je me plagais au point de vue 
de la théorie des fonctions, j'attachais une égale importance au réel et à l'ima- 
ginaire. Pour mon but nouveau de géométrie qualitative, le réel seul m'intéres- 
sait et je devais faire une discussion spéciale qui me conduisit à distinguer 
quatre sortes de points singuliers (sans parler de points singuliers plus compli- 
qués qui ne se présentent que dans certains cas particuliers et qui peuvent être 
regardés comme composés de plusieurs points singuliers simples confondus). 

J'ai donné à ces quatre sortes les noms suivants: 

1°. Les cols, par lesquels passent deux courbes définies par l'équation et 
deux seulement ; 

2°. Les nœuds, où viennent se croiser une infinité de courbes définies par 
l'équation; 

3°. Les foyers, autour desquels ces courbes tournent en s'en rapprochant 
sans cesse à la facon d'une spirale logarithmique; 

4". Les centres, autour desquels ces courbes se présentent sous Ja forme de 
cycles fermés s'enveloppant mutuellement et enveloppant le centre. (On ne ren- 
contre les centres que dans des cas trés exceptionnels.) 

J'ai étudié ensuite la distribution de ces divers points singuliers dans le 
plan. J’ai montré ainsi qu'il y en avait toujours (à distance finie ou infinie) 
et qu'il y avait toujours une relation simple entre le nombre des cols, des 
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foyers et des centres, et que, sur la courbe X — o, les cols ou les nœuds et 
foyers se succédaient alternativement. 

Ces problémes résolus, je me suis occupé des contacts que peut avoir une 
courbe algébrique donnée avec les courbes définies par l'équation (1) et j'ai vu 
que, dans un trés grand nombre de cas, il existe des branches de courbes fer- 
mées qui ne touchent en aucun point aucune des courbes qui satisfont à notre 
équation différentielle. Je les ai appelées cycles sans contact (75). 

Il est facile de comprendre l'importance de la détermination des cycles sans 
contact; on voit aisément en effet qu'une courbe définie par l'équation (1) ne 
peut rencontrer un pareil cycle en plus d'un point. Si done on imagine un point 
mobile décrivant notre courbe, dés qu'il sera sorti d'un cycle sans contact, il ny 
pourra plus rentrer. En d'autres termes, si ce point a occupé une fois une 
position donnée, il ne pourra plus jamais y revenir, ni méme revenir dans le 
volsinage immédiat de cette position. Les coordonnées du point n'oscilleront 
pas entre certaines.limites et ne pourront étre représentées par des séries trigo- 
nométriques, de sorte que, si l'on voulait appliquer à la trajectoire de ce point 
mobile le méme langage qu'emploient les astronomes pour les orbites des pla- 
nétes, il faudrait dire que l'orbite de ce point est instable. 

Outre les cycles sans contact, il y a un autre genre de courbes fermées qui 
jouent un róle capital dans cette théorie: ce sont les cycles limites. J’appelle 
ainsi les courbes fermées qui satisfont à notre équation différentielle et dont les 
autres courbes définies par la méme équation se rapprochent asymptotiquement 
sans jamais les atteindre. Cette seconde notion n'est pas moins importante que 
la premiére. Supposons en effet que l'on ait tracé un cycle limite; il est clair 
que le point mobile dont nous parlions plus haut ne pourra jamais le franchir 
et qu'il restera toujours à l'intérieur de ce cycle, ou toujours à l'extérieur. I] 
est vrai que les cycles limites sont en général des courbes transcendantes qu'on 
ne saurait tracer exactement. Mais on peut souvent tracer deux courbes algé- 
briques fermées, concentriques l'une à l'autre, déterminant une sorte d'anneau, 
de telle façon qu'on peut distinguer dans le plan trois régions, l'intérieur de 
l'anneau, la région annulaire et l'extérieur de l'anneau. Supposons que l'on ait 
démontré d'une maniére quelconque que le cycle limite se trouve dans la région 
annulaire; on sera certain alors que, si notre point mobile est à l'intérieur de 
Panneau, il ne pourra jamais aller à l'extérieur de cet anneau. On peut done, 
malgré l’instabilitE de ce point mobile, assigner des limites supérieures à ses 
coordonnées. 

Je reconnus ensuite qu'on pouvait dans tous les eas sillonner le plan par 
une infinité de courbes fermées, s'enveloppant mutuellement et rappelant par 
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leur forme et leur disposition les courbes de niveau d'un plan topographique. 
Pour poursuivre cette comparaison, je dirai que, dans ce plan topographique, les 
sommets et les fonds seraient représentés par les nœuds et les foyers, et les cols 
par les points singuliers que j'ai appelés plus haut de ce nom. Parmi ces cour- 
bes fermées, les unes sont des cycles sans contact, les autres sont des cycles 
limites. A part ces cycles limites, les courbes définies par notre équation diffé- 
rentielle sont des spirales se rapprochant asymptotiquement des points singuliers 
et des cycles limites. 

Aprés avoir démontré que le nombre des cycles limites est fini, sauf dans 
certains cas exceptionnels, j'ai donné une méthode générale pour déterminer ce 
nombre et pour tracer des régions annulaires dans lesquelles se trouve un cycle 
limite, et un seul. 

A la fin du Mémoire, j'ai donné plusieurs exemples d'applications de cette 
méthode. Je citerai seulement le dernier de ces exemples, celui de l'équation 

dx dy 





—urz@+y’—22—3) (2? +y*—22—8) x ty(z*+y*—22—3)(2*+y 
J'ai divisé le plan en quatre régions, limitées par les trois cercles! 
(2) TR UT, æ +y 


qui s’enveloppent mutuellement. De ces quatre régions, la deuxième et la troi- 
sième contiennent un cycle limite et n'en contiennent qu'un, les deux autres 
n'en contiennent pas. Il suit de là que si, à l'origine des temps, notre point 
mobile est à l'intérieur du premier des cercles (2), il ne pourra jamais sortir du 
second et que, s'il est à l'intérieur du second, il ne pourra jamais sortir du 
troisieme. 

Il y a un cas particulier qui mérite de fixer l'attention, bien qu'il ne se 
présente que trés exceptionnellement: c'est celui où toutes les courbes définies 
par l'équation (1) sont des courbes fermées qui s'enveloppent mutuellement à la 
fagon des courbes de niveau d'un plan topographique. C'est là le seul cas où, 
pour employer de nouveau une comparaison empruntée à l'Astronomie, le point 
mobile dont il a été question plus haut a une orbite stable. C'est le seul cas, 
en effet, où l'on ne puisse pas sillonner le plan de cycles sans contact (76 


! De telle facon que la première région soit intérieure au premier des cercles 
deuxième comprise entre le premier et le deuxième de ces cercles, la troisiéme rise entre 
le deuxième et le troisième, et la quatrième région extérieure au troisième cerol« 
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Pour que ce cas particulier se présente, il faut une infinité de conditions, 
et lon pourrait croire d'abord qu'il est impossible de reconnaitre si elles sont 
toutes remplies à la fois. Cela est, au contraire, le plus souvent trés facile, et 
l'on démontre a priori que ces conditions doivent être toutes satisfaites, dans 
un certain nombre de cas, et, en particulier, quand on a 


J'ai appliqué ces principes à une équation différentielle rencontrée par DE- 
LAUNAY dans la théorie de la Lune. 

J'abordai ensuite (20, 76) l'étude des équations du premier ordre et de 
degré supérieur de la forme suivante 


ah. dito 
(3) | Plz, y, 23] =o, 


F désignant un polynóme entier en z, y et dy Pour étudier plus facilement 


du» 
cette équation, j'emploie trois variables auxiliaires £, v, Z, liées aux variables 
N, da : : = 
primitives, de telle facon que x, y et dy Soient des fonctions rationnelles de 5, 
aH 


n et $, et je considère ces trois variables comme les coordonnées d'un point 
dans l'espace. L'équation (3) signifie alors que ce point est situé sur une cer- 
taine surface algébrique. J'ai soin de choisir mes nouvelles variables, de telle 
facon que cette surface n'ait pas de nappes infinies et se réduise à un certain 
nombre de nappes fermées. J'envisage en particulier une de ces nappes, que 
jappelle S. Grace aux conventions faites, par chaque point non singulier de S 
passera une courbe définie par l'équation (3) et une seule. Quant aux points 
singuliers, ils se subdivisent en cols, en foyers, ne nœuds et en centres et 
jouissent des mémes propriétés que les points que j'ai appelés plus haut de ces 
noms. 

Une notion qui joue ici un rôle capital, c'est le genre de la nappe S. Je 
dirai que cette nappe est de genre o, si elle est convexe à la facon d'une sphére; 
de genre r, si elle présente un trow à Ja facon d'un tore; de genre 2, si elle pré- 
sente deux trous, ete. 

J'ai démontré une relation trés simple entre le genre de cette nappe et le 
nombre des cols, des foyers et des nœuds qui s’y trouvent. C'est la généralisa- 
tion d'une relation dont j'ai parlé plus haut et qui s'applique aux équations du 
premier ordre et du premier degré. 
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La suite de la discussion est d'ailleurs tout à fait la méme que pour les 
courbes définies par l'équation (x), c'est-à-dire par une équation du premier 
degré. La nappe S est sillonnée d'une infinité de courbes fermées, qui sont des 
cycles sans contact ou des cycles limites; il y a toutefois une différence essen- 
tielle sur laquelle je désirerais appeler l'attention. Supposons, par exemple, 
que la nappe S soit un tore et qu'un cercle méridien de ce tore soit un cycle 
sans contact; contrairement à ce que nous avons remarqué dans le cas des 
équations du premier degré, rien ne s'oppose à ce qu'une courbe définie par 
notre équation différentielle vienne couper ce cercle méridien en plusieurs points 
et méme en une infinité de points. Si cela arrive et qu'un point mobile décrive 
cette courbe en partant d'une position initiale donnée, il finira toujours par 
revenir dans une position aussi voisine qu'on le voudra de cette position 
initiale. On pourra donc dire que ce point mobile décrit une trajectoire stable. 

Ainsi la stabilité qui, lorsqu'il s'agissait des équations du premier degré, 
ne se présentait que dans des cas trés particuliers, n'est plus une exception 
quand il s'agit d'équations de degré supérieur. 

D'ailleurs les points, en nombre infini, oü le point mobile vient successive- 
ment rencontrer le cercle méridien, jouissent d'une propriété arithmétique inat- 
tendue. 

Appelons « un certain nombre incommensurable; appelons M; le point où 
le point mobile vient rencontrer pour la i*"* fois le cercle méridien. Cherchons 
dans quel ordre circulaire ces points M; se rencontrent sur ce cercle. Cet ordre 
sera le méme que celui des nombres ui — E (ui). 

Passons maintenant (23, 77) aux équations du second ordre, que j'écrirai 
sous la forme suivante 


) dx dy dz 
(4 X Yo oe, 


X, Y et Z désignant des polynómes entiers en x, y et z, et les variables x, y et 
z étant regardées comme les coordonnées d'un point dans l'espace. Nous pou- 
vons alors étudier les courbes qui satisfont à ces équations et que j'appellerai 
les courbes C, et nous verrons que par chaque point de l'espace vient passer 
une courbe C et une seule, si toutefois on excepte les points singuliers, c'est-à- 
dire les points d'intersection des trois surfaces 


(5) X= 0, M :0, Z 0. 


L'étude de ces points singuliers s'imposait tout d'abord. Je reconnus qu'il 
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y en a de quatre sortes (sans parler des points singuliers que ne se rencontrent 
que trés exceptionnellement, par exemple, les centres): 

1°. Les nœuds, où viennent converger toutes celles des courbes C qui pas- 
sent assez prés du point singulier; 

2°. Les cols, où viennent converger une infinité de ces courbes dont l'en- 
semble forme une surface et oü passe, en outre, une autre courbe satisfaisant à 
l'équation et non située sur cette surface; 

3°. Les foyers, où passe une courbe C et une seule, pendant que les autres 
courbes se rapprochent asymptotiquement du point singulier à la facon des 
spirales; 

4°. Les cols foyers, par lesquels passe une courbe C et une seule, pendant 
qu'une infinité d'autres, dont l'ensemble forme une surface, se rapprochent 
asymptotiquement du point singulier. 

J'ai étudié également le cas oü les trois surfaces (5) ont une courbe com- 
mune qui devient alors une ligne singulière. J'ai reconnu que les différents 
points d'une ligne singuliére ont des propriétés analogues à celles des points 
singuliers ordinaires dont nous venons de parler. 

Dans le cas des équations du premier ordre, nous avons trouvé une rela- 
tion entre les nombres des points singuliers des diverses espèces. Il n'en existe 
pas de pareille pour les équations du second ordre. Une analyse approfondie 
montre quil doit y en avoir pour toutes les équations d'ordre impair, et qu'au 
contraire les équations d'ordre pair n'en possédent pas. 

Néanmoins un assez grand nombre de propriétés des équations du premier 
ordre s'étendent à celles du second. Les surfaces sans contact sont tout à fait 
analogues aux cycles sans contact, et l'on peut démontrer, par exemple, qu'à 
l'intérieur de toute surface sans contact (si elles ne sont pas triplement connexes) 
il y a toujours des points singuliers. 

On a vu, plus haut, que c'est l'étude des points singuliers des équations 
du premier ordre qui nous a fait connaitre les principales propriétés des courbes 
définies par ces équations; au contraire, la théorie des points singuliers des 
équations du second ordre ne saurait suffire à elle seule pour nous faire péné- 
trer aussi profondément dans la connaissance des courbes C. Il faut introduire, 
en outre, une notion nouvelle qui joue, dans une certaine mesure, le méme róle 
que les points singuliers. Soient C, une courbe fermée quelconque satisfaisant 
à notre équation, et D un domaine comprenant tous les points suffisamment voi- 
sins de C,; nous pouvons étudier la forme et la disposition générale des courbes 
C à lintérieur de ce domaine. On reconnaitra ainsi, indépendamment d'un 
grand nombre de cas moins importants, quatre cas principaux, qui sont les 
suivants: 
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1°. On peut faire passer par la courbe C, deux surfaces que l'on peut sil- 
lonner par une infinité de courbes C satisfaisant aux équations (4). Les autres 
courbes C, après être entrées dans le domaine D et s'être rapprochées de G,, 
s'en éloignent ensuite et finissent par sortir du domaine. Je n'ai rien à ajouter 
sur ce premier cas, qui nous apprend peu de chose sur les propriétés de nos courbes. 

2°. On peut construire une surface 5 présentant une forme annulaire ana- 
logue à celle du tore, et à l'intérieur de laquelle se trouve la courbe C,, de la 
même facon que le cercle, lieu des centres des cercles méridiens, se trouve à 
l'intérieur d'un tore. De plus, cette surface S n'est tangente en aucun point, à 
aucune des courbes C: c'est une surface sans contact. Considérons un point 
mobile décrivant une courbe C; dés qu'il sera sorti de la surface S, il n'y pourra 
plus rentrer; nous avons donc instabilite, et cela semble étre ici le cas général. 

3°. On peut construire une surface S analogue à celle dont nous venons 
de parler; mais elle ne sera pas une surface sans contact, elle sera au contraire 
sillonnée par une infinité de courbes C. Alors, si notre point mobile est situé 
sur la surface S, il y restera toujours; de plus, s’il part d'une position initiale 
quelconque, il finira toujours par revenir aussi prés que l'on veut de cette posi- 
tion. Son orbite est done stable. 

4°. Dans le quatrième cas enfin, le point mobile peut aller aussi prés que 
lon veut d'un point quelconque du domaine D, et, s'il part d'une position ini- 
tiale donnée, il finira toujours par revenir aussi prés que l'on veut de cette 
position. Dans ce sens, il y a donc stabilité, et la démonstration de cette stabi- 
lité serait compléte, si l'on savait assigner des limites aux coordonnées du point 
mobile. 

Malheureusement, mes méthodes ne me permettent presque jamais de distin- 
guer le troiséme cas du quatriéme, ni, dans le quatriéme, de trouver les limites 
entre lesquelles les coordonnées du point mobile restent comprises, C'est là une 
lacune importante que jusqu'ici j'ai vainement essayé de combler. 

Ce troisiéme et ce quatriéme cas ne se présentent que si X, Y et Z satis- 
font à une infinité de conditions, de sorte qu'ils semblent d'abord trés excep- 
tionnels. Ils ont néanmoins une grande importance pratique. On peut d'ailleurs 
démontrer qu'ils se présenteront toujours si le dernier multiplicateur M, défini 
par l'équation 

d(MX) d(MY) , d(MZ) 
dun d* agi s «de de 
est toujours uniforme et positif dans le domaine considéré. Or cette circon- 
stance se rencontre précisément dans la plupart des applications 
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Pour étendre les résultats précédents aux équations d’ordre supérieur au se- 
cond, il faut renoncer à la représentation géométrique qui nous a été si com- 
mode, à moins d'employer le langage de l'hypergéométrie à n dimensions. Mais 
ce langage est si peu familier à la plupart des géométres qu'on perdrait ainsi 
les principaux avantages que l'on peut attendre de la représentation en question. 
Les résultats n'en subsistent pas moins, et l'on retrouve les quatre cas dont nous 
avons parlé plus haut. Ce qu'il y a de remarquable, c'est que le troisiéme et le 
quatriéme cas, c'est-à-dire ceux qui correspondent à la stabilité, se rencontrent 
précisément dans les équations générales de la Dynamique. Cette circonstance 
doit nous faire d'autant plus désirer de voir se combler la lacune que j'ai sig- 
nalée plus haut. 

Pour aller plus loin, il me fallait eréer un instrument destiné à remplacer 
l'instrument géométrique qui me faisait défaut quand je voulais pénétrer dans 
l’espace à plus de trois dimensions. C'est la principale raison qui m'a engagé à 
aborder l'étude de l'Analysis Situs; mes travaux à ce sujet seront exposés plus 
loins dans un paragraphe spécial. 

J'ai poursuivi ensuite mes recherches sur les courbes définies pas les équa- 
tions différentielles, mais les résultats nouveaux que j'ai obtenus se rapportant 
avant tout à la Mécanique Céleste seront exposés dans la Quatriéme Partie de 
cette Notice. 


DEUXIEME PARTIE. 


THEORIE DES FONCTIONS. 


VI. Théorie générale des fonctions d'une variable. 
(14, 29, 33, 35, 44, 85, 87, 100, 201, 218). 


La théorie des fonctions d'une seule variable complexe a fait dans ces der- 
niers temps des progrès considérables, grâce aux travaux de M. WEIERSTRASS et 
de M. MirrAG-LEFFLER. 

Ces fonctions peuvent se répartir en trois classes: 1° fonctions uniformes 
existant dans toute l'étendue du plan; 2° fonctions uniformes à espaces lacunaires, 
c’est-à-dire n'existant pas dans toute l'étendue du plan; 3° fonctions non uni- 
formes. 

Parmi les fonctions de la première classe, les plus importantes sont les 
fonetions entiéres, c'est-à-dire celles qui peuvent se développer suivant les puis- 
sances de x, en séries toujours convergentes. M. WEIERSTRASS a fait voir qu'une 
pareille fonction peut toujours se décomposer en un produit d'une infinité de 


xx; "er : r 
facteurs primaires. Un facteur primaire de genre » est le produit (x —°] eM), 


P(x) étant un polynóme entier de degré n. Une fonction de genre n est une 
fonction entiére dont tous les facteurs primaires sont de genre inférieur. 

Cette classification des fonctions entiéres en genres souléve un grand 
nombre de problémes intéressants. J’ai voulu contribuer (87) à la solution de 
ces problémes en étudiant la maniére dont une fonction de genre n se comporte 
à l'infini et la rapidité avec laquelle décroissent les coefficients de son develop- 
pement suivant les puissances de x. Je suis arrivé ainsi aux résultats suivants: 

ı°. Si F(x) est une fonction de genre » et si le module de x croit indé- 


NM , : : gg nl 
finiment avec un argument tel que e?7"*' tende vers o, le produit F(r)e** 


tend aussi vers o. 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 27 mars 1013. 
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2°. L'intégrale 
oo 
J ezz*! F(z) dz 


0 


représente une fonction entiére de = 
3°. Si A, est le coefficient de x? dans le développement de F(a), on a 


n+1 
lim A, Vp! — o (pour p — «). 


4°. Si F(x) est une fonction de genre o, elle est susceptible d'étre repré- 
sentée par la série d'Abel étudiée par M. HALPHEN dans le tome X du Bulletin 
de la Société mathématique de France, et cela quelle que soit la constante j. 

Malheureusement les réciproques de ces propositions ne sont pas toujours 
vraies. Il est aisé de voir la raison pour laquelle il est impossible de trouver 
un critére infaillible, donnant les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
fonction soit du genre n. En effet, la classification des fonctions en genres se 
rattache trés étroitement à la théorie de la convergence des séries. Il y a donc 
toujours, ainsi que l’a montré M. Hapamarp des cas douteux où l'on peut 
hésiter entre le genre n et n + r. Mais M. HADAMARD a montré quel parti on peut 
tirer de ces réciproques malgré les restrictions auxquelles elles sont soumises. 

Pour qu'une fonction dont les zéros sont, par ordre de module croissant, 


dis sax SIRO das 


soit de genre n, la premiere condition et la plus importante, c'est que la série 


T 
qn hus RSS a i 

soit convergente. Or il n'y a point de critére de la convergence d'une série 

pouvant s'appliquer à tous les cas. C'est pour cela qu'il n'y a pas non plus 

de critére permettant de reconnaitre dans tous les cas si une fonction est du 

genre n. 

Outre les fonctions entières, la première classe comprend: 1° les fonctions 
qui ont des póles; 2? celles qui ont un nombre fini de points singuliers essen- 
tiels: 3° celles qui en ont un nombre infini parmi lesquels on peut trouver des 
points singuliers isolés (j'appelle ainsi les points singuliers autour desquels on 
peut tracer un cercle assez petit pour ne contenir aucun autre point singulier); 
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4° celles qui ont une ligne singuliére; 5° celles qui, ayant un nombre infini de 
points singuliers, mais n'ayant pas de lignes singuliéres, n'ont cependant pas de 
points singuliers isolés. (Les Allemands disent alors que les points singuliers 
forment eine perfecte Menge.) J'ai donné, pour la premiere fois, un exemple 
de fonctions de cette derniére catégorie; ce sont les fonctions fuchsiennes qui 
existent dans toute l'étendue du plan. En appliquant un théoréme de M. Pı- 
CARD, on peut voir en effet que ces fonctions ne peuvent avoir des points singu- 
liers isolés. d 

Passons maintenant à la deuxiéme classe, celle des fonctions à espaces lacu- 
naires signalées pour la première fois par M. Wetesrrass. J'ai été conduit par 
deux voies différentes (100) à m'occuper de ces fonctions. En premier lieu les 
fonetions fuchsiennes et kleinéennes n'existent en général qu'à l'intérieur d'un 
cercle ou d'un domaine plus compliqué; elles me fournissaient done un exemple 
de fonctions à espaces lacunaires. Les résultats de ma thése inaugurale me con- 
duisaient également à des fonctions présentant des lacunes. Si lon veut bien 
en effet se reporter au paragraphe que j'ai intitulé Généralités sur les équations 
différentielles et à l'équation (4) de ce paragraphe, on verra que cette équation 
(4) n'a d'intégrale holomorphe que si le polygone convexe, qui contient tous les 
points représentatifs des différentes racines d'une certaine équation algébrique, 
ne contient pas l'origine. Cela ne pourrait pas arriver, si l'intégrale holomorphe 
de l'équation (4). considérée comme fonction des racines de cette équation algébrique, 
n'était une fonction à espace lacunaire. 

Cette remarque m'a fait découvrir toute une classe de fonctions présentant 
des lacunes. Voici quel est leur mode de génération. On pose 


en supposant que la série X4, soit absolument convergente et que les points 
b, soient intérieurs à un certain domaine D ou situés sur le contour de ce do- 
maine, et cela de telle facon que, si l'on prend sur ce contour un are quel- 
conque et aussi petit qu'on voudra, il y ait toujours sur cet are une infinité de 
points b,. 

La fonction p(x) est alors une fonction uniforme admettant le domaine D 
comme espace lacunaire. Comme exemple particulier, j'ai cité la série 


! Fonctions fuchsiennes (passim). 
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AJ um qn WP 
q (x) — pa - = —5 
ma + np + py 


m+n+p 





où u, v, w sont des constantes données, de module inférieur à 1, où «, ?, y sont 
des constantes imaginaires quelconques et où m, n et p peuvent prendre sous 
le signe X tous les systèmes de valeurs entières et positives. 

La fonction y (x) a alors pour espace lacunaire le triangle «7. 

Il importe de se rendre compte de la véritable nature de ces fonctions à 
espaces lacunaires. Il arrive souvent que les développements en séries, à termes 
rationnels par exemple, sont convergents à la fois à l'intérieur et à l'extérieur 
de ce domaine et ne divergent que sur le contour méme du domaine. Les deux 
parties du plan où la série converge sont alors complètement séparées par une 
ligne le long de laquelle le développement cesse d’étre valable. Doit-on cepen- 
dant considérer les deux fonctions représentées par le développement à l'intérieur 
et à l'extérieur du domaine comme le prolongement analytique l'une de l'autre? 
Plusieurs géométres étaient autrefois tentés de le croire. M. WEIERSTRASS a 
montré pour Ja premiére fois que leur point de vue était faux, en donnant des 
exemples de séries qui représentent dans des domaines différents des fonctions 
manifestement différentes. J'en ai moi-méme rencontré un exemple dont je veux 
ici dire un mot. Certains développements qui représentent à l'intérieur du cercle 
fondamental une de ces fonctions que j'ai appelées plus haut thétafuchsiennes 
représentent o à l'extérieur de ce cercle. 

J'ai voulu donner (35) un argument nouveau à l'appui de la maniére de voir 
de WEIERSTRAss. (Considérons une fonction F(a) admettant un domaine D 
comme espace lacunaire, et une autre fonction F,(x) n'existant au contraire 
qu'à l’intérieur de ce domaine et admettant par conséquent tout le reste du 
plan comme espace laeunaire. Divisons le contour du domaine D en deux ares 
A et B. J'ai démontré qu'on pouvait trouver deux fonctions uniformes (x) 
et ®, (x) existant dans tout le plan et admettant seulement, la première A, la 
seconde B comme ligne singuliére; et cela de telle sorte que 


Q 4-0, — F à l'extérieur de D, 


D+ 0, — F, à l'intérieur de D. 


Si la fonction F avait un prolongement analytique naturel à l'intérieur de 
D, ce prolongement devrait être F,; mais nous avons choisi cette fonction F, 
d'une manière tout à fait arbitraire, en l'assujettisant seulement à n'exister qu'à 
l'intérieur de D. Il est done dénué de sens de parler du prolongement naturel 
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d'une fonction à l’intérieur d'un de ses espaces lacunaires. J'avais en méme 
temps ramené l'étude des fonctions à espaces lacunaires à celle des transcendan- 
tes uniformes à ligne singulière essentielle. Je suis revenu sur la même ques- 
tion dans un mémoire plus éténdu (201). 

La théorie des fonctions non uniformes est loin d'étre aussi avancée que 
celle des fonctions uniformes. J'ai montré d'abord (218) que le nombre de leurs 
déterminations s'il est infini est de la.1"* puissance au sens de CANTOR. 

Quoiqu'on connaisse assez bien la maniére d'étre de ces fonctions non uni- 
formes dans le voisinage d'un point donné, quoique l'introduction des surfaces de 
RIEMANN ait jeté beaucoup de lumière sur les parties encore obscures de leur 
théorie, il y a encore bien de progrés à faire avant de connaitre leurs princi- 
pales propriétés. J'étais done animé du désir de ramener leur étude à celle des 
transcendantes uniformes. La théorie des fonctions fuchsiennes me rapprochait 
déjà du but; j'avais démontré, en effet, que si f(x, y) — o est l'équation d'une 
courbe algébrique queleonque, on peut choisir un paramétre z de telle facon que 
x et y soient des fonctions uniformes de ce paramètre. J'avais ainsi résolu le 
probléme pour les plus simples des fonctions non uniformes, c'est-à-dire pour les 
fonctions algébriques. 

J'étais done (85) naturellement porté à me demander si cette propriété est 
particuliére aux fonctions algébriques, ou si l'on peut l'étendre à une fonction 
non uniforme quelconque. J'ai pu répondre à cette question et démontrer le 
théoréme trés général suivant: 


Soit une fonction analytique quelconque de x, non uniforme. On peut toujours 
trouver une variable z, telle que x et y soient fonctions uniformes de z. 


Mon point de départ a été la démonstration du principe de DrriCHLET donnée 
par M. Scuwarz. Mais ce principe n'aurait pu à lui seul me permettre de triom- 
pher des difficultés qui provenaient de la grande généralité du théoréme à dé- 
montrer. Il faut d'abord définir la surface de RrEMANN à une infinité de feuil- 
lets dont je cherche à faire, sur une partie du plan, la représentation conforme. 
Je choisis cette surface de facon qu'elle soit simplement connexe, que tous les 
points singuliers restent en dehors de la surface proprement dite et se trouvent 
pour ainsi dire sur sa frontière, et enfin de facon que la fonction y ne puisse 
prendre deux valeurs différentes en un méme point de la surface. 

Je découpe une portion finie À de cette surface, et j'en fais sur un cercl 
la représentation conforme, ce que le théorème de M. Somwarz me permet de 
faire. Cette représentation se fait à l'aide d'une certaine fonction analytique w 
Faisons ensuite croître indéfiniment la région A; nous aurons la représentation 
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conforme d'une portion de plus en plus étendue de notre surface de RrEMANsN. 
Il me faut alors faire voir que la fonction analytique « dont je parlais plus haut 
tend vers une limite finie et déterminée. Quand cela est fait, les premieres dif- 
fieultés seules sont vaincues. En effet, il reste à démontrer que la limite de la 
fonction w est elle-méme une fonction analytique. Pour cela, il faut que la fonc- 
tion analytique w tende uniformément vers sa limite (gleichmässig), ce que je 
suis parvenu à démontrer. 

Ainsi, l'étude des fonctions non uniformes est ramenée, dans tous les cas pos- 
sibles, à l'étude bien plus facile des fonctions uniformes. 

Je rattacherai à ces recherches, relatives aux fonctions d'une variable, les 
travaux que j'ai consacrés à l'étude des séries de polynómes (33, 83). Et en 
effet, il y a un fait qui joue un róle trés important dans la théorie des fonc- 
tions: c’est que les régions où une fonction quelconque peut être représentée 
par une série de puissances sont limitées par des cercles. On peut done sup- 
poser qu'on pourra tirer un profit analogue de la connaissance des régions oü 
conviennent des développements d'autre forme. 

J'ai cherché, en particulier, les conditions de convergence des séries dont 
le n®™° terme est un coefficient constant multiplié par un polynôme entier P, (x) 
de degré n, en supposant qu'il y ait entre un certain nombre de polynómes 
P, consécutifs une relation de récurrence. Les séries ordonnées suivant les poly- 
nómes de LEGENDRE n'en sont évidemment que des cas particuliers. J'ai trouvé 
que les régions où ces séries convergent sont limitées par certaines courbes de 
convergence et j'ai déterminé ces courbes en remarquant que la série 


See 


cosidérée comme fonction de z, satisfait à une équation différentielle linéaire 
dont les coefficients sont des polynómes entiers en z et en x. 


VII. Théorie générale des fonctions de deux variables. (32, 67, 190). 


Il semble: d'abord que, pour étudier les fonctions de deux variables, il suffit 
d'appliquer, sans y rien changer, les principes qui ont servi à établir les pro- 
priétés des fonctions d'une seule variable. Il n'en est rien; il y a entre les deux 
théories des différences essentielles et l'on ne saurait passer de l'une à l'autre 
par une simple généralisation. 

Cette difference apparait dés que l'on considére les polynómes entiers qui 
sont décomposables en facteurs s'il n'y a qu'une variable et ne le sont plus dans 
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le cas contraire. Je laisserai de cóté pour le moment les difficultés que l'on a 
éprouvées en voulant généraliser la théorie des résidus de CAUCHY, car j'y veux 
consacrer le paragraphe suivant. J’insisterai seulement sur un exemple qui met 
bien en évidence les différences dont je viens de parler: c'est l'étude des fonc- 
tions méromorphes dans tout le plan, c'est-à-dire des transcendantes qui ne pré- 
sentent à distance finie d'autres singularités que des infinis. 

On sait que M. Weierstrass a démontré que, si une fonction d'une seule 
variable est méromorphe dans tout le plan, elle peut étre regardée comme le 
quotient de deux fonctions entiéres. Pour arriver à ce résultat, le célébre géo- 
métre de Berlin construit une fonction entiére qui s'annule pour tous les infinis 
de la fonction méromorphe donnée. Le produit des deux fonctions, ne devenant 
plus infini, est une fonction entiére. Pour construire la transcendante en ques- 
tion, il faut considérer séparément les différents infinis de la fonction méro- 
morphe donnée. 

La methode de M. WEIERSTRASS parait donc, au premier abord, ne pas 
pouvoir s'étendre aux fonctions de deux variables, dont les infinis sont non plus 
des points isolés, mais des multiplicités continues, et ne peuvent par conséquent 
étre envisagés séparément. Aussi les géométres qui tentaient de généraliser le 
théorème de M. Weierstrass ont-ils été longtemps arrêtés (32, 67). 

J'eus l'idée de tourner la difficulté en généralisant la notion de fonction 
de deux variables. Soit en effet V + iW une fonction des variables imaginaires 
x+iy et z+it.: La partie réelle V satisfera à l'équation 

GEV nt de Ve iras. cu. 


(x) AR eggs Tiga Fags em 


Mais cette condition n'est pas suffisante pour que V soit la partie réelle 
d'une fonction de nos deux variables. Il faut en outre que V satisfasse 
aux relations 


eV d'y d* V di V 


(2) dx? ^ dy — 0, dzdz dy dt 


=’. 


Envisageons maintenant toutes les fonctions V qui satisfont à l'équation 
sans 6tre assujetties A satisfaire aux équations (2). On pourra alors construire 
une fonction qui remplira cette unique condition (1)et qui de plus admettra une 


partie seulement des infinis de la fonction méromorphe donnée sans e» admettre 
d'autres. Cela était impossible au contraire quand cette fonction restait assu 


jettie aux conditions (2). 
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Pouvant alors considérer séparement les infinis de notre fonction méro- 
morphe, nous n'avons plus qu'à appliquer la méthode méme de M. WEIERSTRASS 
pour construire une fonction e* qui s'annule pour tous les infinis de la fonction 
méromorphe donnée et telle que V satisfasse à l'équation (1). On peut méme 
en trouver une infinité. Soient en effet V, l'une d'elles et G une fonction entiére, 
c'est-à-dire toujours finie, de x, y, z, t, satisfaisant à l'équation 7G — 0; toutes 
les fonctions V, + @ rempliront, comme la fonction V, elle-même, les conditions 
énoncées plus haut. Il reste à faire voir que, parmi ces fonctions, V, + G, il y 
en a une qui peut être regardée comme la partie réelle d'une fonction de a + iy 
et de z-- if, ce qui veut dire que l'on peut disposer de la fonction entière G, 
de telle facon que 


di(V,-- G) , d(V,--G) d*(V, G) , d(V,- G) 


da? dy? — dz dz dy dt 











C'est ce que j'ai fait, démontrant ainsi le théoréme suivant: 


Si une fonction de deux variables imaginaires est partout méromorphe, elle sera 
le quotient de deux fonctions entières. Je suis revenu sur cette méme question 
(190) et je suis parvenu à simplifier considérablement les démonstrations. 


En ce qui concerne les fonctions non uniformes, j'ai contribué à l'étude de 
leurs propriétés dans le voisinage d'un point donné, par les lemmes que j'ai dé- 
montrés au début de ma thése inaugurale. Supposons qu'une équation 


IE Ts ores = 


définissant z comme fonction implicite de x,, a, ..., 2», soit satisfaite pour le 
systéme de valeurs 


LS egy atem 


et que nous étudions la fonction dans un domaine voisin de ce systéme de 
valeurs. Je suppose de plus que dans ce domaine la fonction F soit holo- 


: : CH : 
morphe. On sait depuis longtemps que, si T n'est pas nul, z est fonction ho- 


2%. ; : dF 
lomorphe de 2,, %,..., x» J'ai cherché ce qui se passe lorsque na est nul en 


A a E GOA! 1h : quies duro. aqpeoMoS ug 
méme temps que —,: =>» ———-, mais que la mime dérivée - n’est 
dre» dei dzm-! dz" 


pas nulle. J'ai démontré que dans ce cas z satisfait à une équation algébrique 





de la forme 
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dont les coefficients A sont des fonctions holomorphes des x. J'ai obtenu en- 
suite un résultat analogue pour le cas ot l'on a p fonctions implicites de n 
variables définies par p équations simultanées. 


VIII. Intégrales multiples. (52, 53, 60, 105, 172, 168, 181, 196, 206). 


La théorie qui a le plus contribué à faciliter l'étude des fonctions d'une 
variable est certainement celle des intégrales prises entre des limites imaginaires. 
Elle conduit, comme on le sait, à envisager les périodes de ces intégrales et à 
distinguer les périodes polaires (correspondant aux résidus) des périodes cycli- 
ques. Un des points les plus importants est d'ailleurs l'étude des intégrales 
abéliennes, c'est-à-dire des intégrales de différentielles algébriques; cette théorie 
est ordinairement présentée sous une forme géométrique, ce qui a amené à dire, 
pour abréger, que ces intégrales «appartiennent à une courbe algébrique». 

Quand on passe aux fonctions de deux variables, la notion de ces intégrales 
et de leurs périodes peut se généraliser à deux points de vue différents: par les 
intégrales de différentielles totales et par les intégrales doubles. Je ne m'éten- 
drai pas beaucoup sur le premier de ces modes de généralisation. Il ne m’ap- 
partient pas, en effet: c'est M. Prcarp qui en a tiré les premiers et les plus 
beaux résultats. Je n'ai fait qu'appeler l'attention (52), à la suite de la Note 
de M. Picarp, sur quelques points de détail. Ainsi ce géomètre avait démontré 
qu'une surface algébrique ne posséde d'intégrales abéliennes de différentielles 
totales de premiére espéce que dans des cas particuliers. 

Je veux dire que, si 


tz. 2) 0 


est l'équation d'une surface algébrique définissant z en fonction de x et de y, il 
n'y aura pas, en général, de différentielle exacte 


Pdx+ Qdy, 
oü P et Q soient rationnels en z, y, z, de telle facon que l'intégrale 


| Pdx + Qdy 


reste toujours finie, 
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Partant de là, j'ai trouvé les conditions pour qu'une surface du quatriéme 
ordre posséde de pareilles intégrales. 1l faut et il suffit qu'elle soit une surface 
réglée ou qu'elle se raméne à une surface de révolution par une transformation 
linéaire. J'ai indiqué également un certain nombre de cas oü il n'y a jamais, 
et d'autres ot il y a toujours, des intégrales de premiére espéce. 

J'ai reconnu que le théorème d’ABEL s'étendait immédiatement aux inté- 
grales de différentielles totales de premiére espéce; mais il semblait au premier 
abord qu'il ne serait plus applicable aux surfaces qui ne possedent pas de pa- 
reilles intégrales, c'est-à-dire la grande majorité des surfaces algébriques. 

Il n'en était rien. J'ai démontré (53) le théoréme suivant: 

Si (215 Yı 21); (£35 Yo, 22), ---» (29) Jg» 7q) sont les g points d’interseetion 
d'une surface algébrique S et d'une courbe algébrique C; si (x, + do,, y, +dy,, 
z, +dz,),... sont les g points d'intersection de cette méme surface S avec une 
corbe C' infiniment peu différente de C, on aura un certain nombre de relations 


de la forme 
X,dz, + X,dx,+ --- + X4,dz,—0, 


ou X; est une fonction rationnelle de 2;, y;, z;; Ces relations peuvent être regar- 
dées comme la généralisation du théoréme d’ABEL. 

Les difficultés qui s'attachent à l'étude des intégrales doubles et multiples 
étendues à un domaine imaginaire sont d'une nature différente. Il semble que 
la théorie des intégrales simples prises entre des limites imaginaires serait d'une 
exposition beaucoup plus laborieuse si l'on n'avait pour s'y guider une représenta- 
tion géométrique. On perd ce guide quand on passe aux intégrales doubles; il 
faudrait alors recourir à la Géométrie à quatre dimensions, ce qui serait une 
complication plutót qu'une simplification. 

Cet obstacle ne parait pas d'abord trés sérieux; cependant il arréta long- 
temps les géométres. M. Prcarp, à propos des fonctions hyperfuchsiennes, avait 
traité une question qui présente quelque analogie avec celle qui nous occupe, 
mais qui n'est pourtant pas la méme; les quantités qu'il a ainsi introduites ne 
peuvent étre en aucune facon regardées comme la généralisation des périodes 
des intégrales simples. Il importe de ne pas les confondre avec les périodes 
cycliques que ce méme savant a étudiées peu de temps aprés la publication de 
ma premiére Note à ce sujet, et qui se rattache, au contraire, trés directement 
à la théorie que j'ai cherché à fonder. 

Je fus done le premier à étudier méthodiquement cette importante question 
dans une Note (60) que j'ai eu l'honneur de présenter à Academie le 25 jan- 
vier 1886 et dont j'ai développé les résultats dans un Mémoire plus étendu (181). 
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Le premier point était d’imaginer un mode de représentation géométrique 
sans employer l'espace à quatre dimensions. On peut y arriver par diverses 
méthodes que je n’exposerai pas ici et dont j'ai fait tour à tour usage. Il faut 
ensuite donner une définition des intégrales doubles prises dans un domaine 
imaginaire. Gráce aux modes de représentation dont je viens de parler, on peut 
donner cette définition sans qu'il subsiste aucune équivoque. Il faut ensuite 
démontrer le théorème fondamental, analogue à celui de Cavucny, et d'après 
lequel une intégrale double prise le long d'un contour fermé est nulle en général. 
Cette démonstration ne présente aucune difficulté. On peut trouver sous une 
forme simple les conditions d'intégrabilité de différentielles doubles 


Adydz + Bdxdz + Cdxdy+:::, 


qu'il faut d'abord définir sans ambiguïté. Ces conditions présentent presque la’ 
même forme que celles qui expriment l’intégrabilité d'une différentielle ordi- 
naire. Seulement certains signes qui sont tous positifs pour les intégrales d'ordre 
pair, et, en particulier, pour les intégrales doubles, sont, au contraire, alternati- 
vement positifs et négatifs quand il s'agit d'intégrales d'ordre impair et en par- 
ticulier d'intégrales simples. Ces conditions une fois trouvées, le théorème fon- 
damental s'ensuit immédiatement. 

Il admet cependant des exceptions, comme la proposition correspondante 
de la théorie de Caucuy, et ce sont ces exceptions qui sont l'origine des pério- 
des des intégrales doubles. Ces périodes se distinguent, comme dans le cas d'une 
seule variable, en périodes cycliques et en périodes polaires. Je me suis occupé, 
en particulier, des périodes polaires ou, si l'on veut, des résidus des intégrales 
doubles. M. Picarp a étudié ensuite les périodes cycliques. 

J'ai envisagé l'intégrale d'une fonction rationnelle que j'ai écrite sous la 
forme suivante 


I f(x, ee 
p(x, y) V (x, y) 


en décomposant le dénominateur en facteurs irréductibles, et j'ai reconnu que 
cette intégrale présente trois sortes de périodes: 

1°. Celles de la première sorte sont égales à 2i7 multiplié par l'une des 
périodes de premiére espéce de l'intégrale abélienne 
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(rapportée à la courbe algébrique v/— o). 
2°. Celles de la seconde sorte se rapportent aux divers points d'intersection 
des deux courbes = =o et sont égales à 


EUER) 
+ 4707 ——— ; 
at A(X; Yo) 


A(x, y) étant le déterminant de y et de W par rapport à x et à y; et x, et y, 
étant les coordonnées du point d'intersection. 

3°. Enfin celles de la troisiéme sorte se rapportent aux divers points doubles 
de ces deux courbes et ont une expression analogue. 

Mais la théorie serait incompléte si l'on se bornait à ces trois sortes de pé- 
riodes. Il peut arriver que la fonction sous le signe intégral devienne infinie en 
divers points du contour d'intégration sans que l'intégrale elle-méme cesse d'étre 
finie. Cette circonstance ne pouvait pas se produire dans le cas des intégrales 
simples, lorsque la fonction à intégrer était rationnelle; il n'en est plus de méme 
ici. D'un autre cóté, on ne saurait exclure de parti pris les intégrales de cette 
sorte; car, autant qu'on en peut juger aujourd'hui, elles doivent jouer un róle 
important dans les applications. 

Or les intégrales de cette nouvelle sorte ont un caractére bien différent de 
celui des intégrales à périodes. Celles-ci, en effet, ou bien restent constantes 
quand on fait varier le chemin d'intégration d'une maniére continue, ou bien 
s’accroissent par sauts brusques; celles-là, au contraire, varient d'une facon con- 
tinue comme le chemin d'intégration lui-méme. C'est là la principale différence 
entre la théorie nouvelle et celle de Cauchy. 

Ces résultats s'appliquent, mutatis mutandis, aux transcendantes et, en parti- 
culier, aux fonetions uniformes. 

Cette théorie nouvelle sera-t-elle aussi féconde que l'ont été les découvertes 
de Cavcuv? Elle est encore trop jeune pour qu'on puisse se prononcer sur ce 
point. Certainement quelques-uns des résultats qu'on peut obtenir ainsi, et par 
une généralisation immédiate des méthodes de CAUCHY, auraient pu être atteints 
plus aisément par d'autres voies. Mais on peut espérer qu'il n'en sera pas tou- 
jours de méme, et déjà je suis sur la voie de propositions réellement nouvelles 
sur la théorie des fonctions abéliennes. 


— w 


és 
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Les périodes dont il a été question jusqu'ici sont analogues à celles qui 
se rapportent aux singularités polaires des intégrales simples. Mais lorsque la 
fonction sous le signe f n'est pas uniforme, les intégrales multiples peuvent 
outre ces périodes polaires présenter des périodes cycliques. 

C’est une question de Mécanique Céleste, celle du développement de la fone- 
tion perturbatrice qui m’a amené à m'en occuper. 

Si la fonction sous le signe f° dépend d’un paramètre (comme par exemple 
les intégrales elliptiques du module) les périodes cycliques seront des fonctions 
de ce paramètre. De même que dans le cas des intégrales simples, ces fonctions 
seront définies par des équations linéaires à coefficients algébriques. J'ai étudié 
ces équations linéaires et leurs groupes (172). J'ai montré qu'il y a un lien 
intime entre l'équation linéaire qui définit les périodes des intégrales doubles 
dépendant du radical V F(x, y) et celle qui définit les périodes des intégrales 
abéliennes simples engendrées par la courbe algébrique F(x, y)—o. J'ai fait 
voir par quelle transformation on peut passer de l'une à l'antre. 

Cette derniére recherche se rattache à mes travaux sur l'Analysis Situs. 

D'un autre cóté, étant donnée plusieurs intégrales multiples dépendant du 
radical V F(x, y), on peut se proposer de faire une théorie de la réduction de ces 
intégrales, analogue à la théorie classique de la réduction des intégrales ellipti- 
ques (ou hyperelliptiques) à un petit nombre d'intégrales types (dites de 1°", 
298 et 3° espèces). J'ai résolu ce probléme qui m'était utile au point de vue du 
développement de la fonction perturbatrice (168, 196, 206). 

La réduction des intégrales doubles et celle des intégrales de différentielles 
totales se présentent d’ailleurs ici comme deux questions intimement liées. 

Aprés cette revue des travaux que j'ai consacrés à la théorie générale des 
fonetions, je suis naturellement amené à passer l'étude de diverses fonctions 
partieuliéres. J'ai déjà parlé plus haut des fonctions fuchsiennes. Il me reste 
à résumer mes recherches sur les fonctions elliptiques, sur les fonctions abélien- 
nes et sur les fonctions hyperfuchsiennes. 


IX. Fonctions elliptiques. 


J'ai fait fort peu de chose sur les fonctions elliptiques. Cependant j'a 
donné, dans un Mémoire d'Arithmétique (2, 98), une facon d'exprimer ces fonc- 
tions à l'aide d'une intégrale définie. On sait que les fonctions doublement pe- 


1 1 0 “Ve . ou ( 
riodiques peuvent se décomposer en éléments simples de la forme ou 


olu—a) 


de la forme 
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du" o(u— «) 


Il suffit done d'exprimer par une intégrale définie la fonction 


O(a) rule I u 


ou) u ^4-u—mw "ww 


où w — 210 + 21/0 et où u et u' peuvent prendre tous les systèmes de valeurs 
entières positives et négatives, excepté u=u'=0o. On pourra évidemment dé- 
composer la serie du second membre en quatre autres: la premiere comprenant 
les termes où # et u' sont positifs, la seconde les termes où u est positif et w! 
négatif ou nul, la troisième ceux où u est négatif ou nul et u' positif, la qua- 
trième enfin ceux où uw et u' sont négatifs ou nuls. Cette décomposition est 
analogue à la décomposition de x cot aw en une somme de deux termes dépen- 
dant des fonctions eulériennes 
I" (a) DEZE) 


gu Cot ar = T (a) Fü zur, 





Cette generalisation des fonctions euleriennes est analogue, mais non identique 
a celle qu’a donnée M. APPELL. 

Il suffit alors d'exprimer, par une intégrale définie, la premiere de nos 
séries partielles, car les autres s'y raménent aisément. On trouve que cette 
série partielle s'exprime par une intégrale prise par rapport à z entre les limites 
o et c, la fonction sous le signe ,f' étant rationnelle par rapport à z et à diver- 
ses exponentielles de la forme e^. Il est donc possible d'exprimer de la méme 
maniére toutes les fonctions doublement périodiques. 

J'ai été conduit aussi d'une facon incidente à m'occuper des fonctions ellip- 
tiques en les considérant comme des cas particuliers des fonctions fuchsiennes.! 
J'ai retrouvé ainsi la plupart des formules connues et, en particulier, l'expres- 
sion des fonctions à deux périodes par des séries trigonométriques. J'ai été con- 
duit par la méme voie à une formule que je crois nouvelle et qui permet d'ex- 
primer les fonctions elliptiques par une série infinie d'une forme particuliére. 
(Acta Mathematica, Tome r, page 287.) 


* Sur les fonctions fuchsiennes (passim). 
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X. Fonctions abéliennes. (12, 41, 50, 55, 59, 62, 84, 86, 88, 138, 150, 169, 190, 194). 


La théorie des fonctions abéliennes est loin d'être aussi avancée que celle 
des fonctions elliptiques. Un grand nombre des propriétés de ces derniéres 
transcendantes ne s'étendent pas ou ne s'étendent que difficilement au cas géné- 
ral. On ne doit pas s'en étonner si l'on se rappelle que beaucoup de propriétés 
des fonctions d'une variable ne sont plus applicables aux fonctions de plusieurs 
variables. C'est la méme difficulté qui nous a occupés au paragraphe VII. 

On a été conduit aux fonctions abéliennes par l'étude des courbes algé- 
briques et des intégrales abéliennes. Je me suis occupé incidemment (138) des 
transformations birationnelles des courbes algébriques afin de démontrer qu'on 
peut toujours ramener ces courbes à des courbes gauches dépourvues de toute 
irrégularité. Un des premiers faits que l'on a remarqués est la possibilité de la 
reduction de ces intégrales abéliennes. JacoBr en a déjà rencontré quelques 
exemples; dans des cas assez nombreux, on voit des intégrales appartenant à 
une courbe de genre o se réduire à des intégrales de genre inférieur à o ou méme 
à des intégrales elliptiques. Mais on est bientót amené à se placer à un point 
de vue plus élevé; les fonctions ©, qui doivent leur origine aux intégrales abé- 
liennes de premére espéce, ne sont qu'un cas particulier des séries € ]es plus 
générales. Mais il est aisé de voir qu'à ces transcendantes plus générales ap- 
partiennent des intégrales, qui sont, il est vrai, des intégrales de différentielles 
totales, mais qui peuvent néanmoins étre regardées comme la généralisation des 
intégrales de premiere espéce. Il est alors naturel d'appliquer à ces intégrales 
le procédé de la réduction; le probléme primitif reçoit une importante extension: 
mais, par la suppression d'une restriction génante, il est simplifié et non com- 
pliqué; car on peut désormais introduire dans ses raisonnements des fonctions 
© quelconques, sans avoir à s'inquiéter de leur origine. 

Les géométres se sont de longue date préoceupés de ce probléme, qui doit 
nous fournir d'importantes données sur les fonctions algébriques, et qui est un 
des meilleurs chemins pour pénétrer dans le domaine mystérieux des fonctions 
abéliennes. Dans ces derniers temps, M. Prcanp, par une série de brillants tra- 
vaux, lui a fait faire plusieurs pas importants. 

Mes premiers essais dans cet ordre d'idées ne portent que sur un cas parti- 
culier. Ainsi que je l'ai expliqué plus haut, dans le paragraphe intitulé: /nte- 
gration des équations linéaires par les fonctions algébriques, si l'intégrale générale 
d'une équation linéaire est algébrique et si, à l'aide de cette intégrale générale, 


1 


on forme un système d'intégrales abéliennes de première espèce, il y a entre les 
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périodes de ce systéme un grand nombre de relations intéressantes. J'avais là 
un moyen (40) de pénétrer plus profondément dans l'étude des fonctions abé- 
liennes, et je résolus d'en profiter. Je choisis comme exemple particulier le sys- 
téme d'intégrales abéliennes que l'on peut former à l'aide de la résolvante de 
Gators de léquation modulaire relative à la transformation du septième ordre. 
Je trouvai que les relations qui existent entre les périodes suffisent pour les dé- 
terminer complétement. Étant parvenu ainsi à calculer ces périodes, je m'aper- 
cus que, parmi les intégrales abéliennes de ce systéme (qui est du genre 3), il 
y en a une infinité qui sont susceptibles d'étre réduites aux intégrales ellipti- 
ques. Cétait là un troisième exemple d'une circonstance remarquable, déjà 
signalée deux fois par M. Prcanp. 

Mon attention fut de nouveau attirée sur cette question par un Mémoire 
de M"* KoWALEVSKI, où se trouvaient cités deux théorèmes de M. WEIERSTRASS, 
sur la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques. Ces deux 
théorémes avaient été communiqués à divers savants par des lettres du profes- 
seur de Berlin, mais la démonstration n'en avait pas été publiée. J'ai donné 
(88) deux démonstrations différentes de ces deux propositions; j'ignore encore 
si mes méthodes sont identiques à celles de M. WEIERSTRAss. Toutes deux sont 
empruntées à l'Arithmétique, et l'on ne doit pas s'en étonner, car le probléme 
est en réalité purement arithmétique. La premiere démonstration se fonde sur la 
considération des formes bilinéaires. Dans la seconde, j'emploie un procédé particu- 
lier de réduction. Je suppose que dans un système d'intégrales de genre o, il y en 
ait « qui soient réductibles au genre «. Leurs 29 périodes, ou périodes anciennes, 
s'exprimeront alors à l'aide de 24 quantités, qui seront les périodes nouvelles, 
par des polynómes linéaires à coefficients entiers, On peut done dresser un Ta- 
bleau de 404 nombres entiers qui caractérise la reduction. Mais ce Tableau 
peut étre d'une infinité de maniéres; car on peut remplacer, soit le systéme 
des périodes anciennes, soit le systéme des périodes nouvelles par un systéme 
équivalent. Le probléme est précisément de profiter de cette circonstance pour 
réduire le Tableau à sa plus simple expression. Dans ma seconde méthode, la 
réduction se fait par une série d'opérations toutes pareilles entre elles. 

Je profitai des avantages de ces deux méthodes pour généraliser les deux 
théorémes de M. WEIERSTRASS et les étendre au cas de la réduction des inté- 
grales abéliennes à d'autres intégrales abéliennes. 

Le théorème de M. WEIERSTRASS était plus général en un sens que le théo- 
réme de M. Picarp sur le méme sujet; ce dernier ne s'appliquait en effet qu'à 
la réduction du genre 2 au genre r; le géométre allemand avait étudié la ré- 
duetion d'un genre o queleonque au genre r. D'autre part, le théoréme de M. 


——— — 
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PicARD contenait plus que celui de M. WEIERSTRASS, car la réduction y était 
poussée plus loin. Était-il possible de trouver une proposition qui contint à la 
fois celle de M. WEIERSTRASS et celle de M. Picarp, c'est-à-dire de pousser 
dans le cas général la réduction aussi loin que ce dernier analyste? L’applica- 
tion de ma seconde méthode m'a fait reconnaitre (62, 84) que cela peut se faire 
sans difficulté. 

Le méme procédé me permit en méme temps d'étudier le cas général (ré- 
duction d'un genre o quelconque, non plus au genre 1, mais à un genre u égale- 
ment quelconque) et de pousser la réduction beaucoup plus loin que je ne l'avais 
fait dans mon premier travail. Le théoréme auquel je fus ainsi conduit con- 
tient, comme cas particulier, toutes les propositions antérieurement découvertes 
et résume ainsi toute la théorie. 

Un cas particulier bien digne d'intérét est celui oü une infinité d'intégrales 
d'un méme système se réduisent aux intégrales elliptiques. M. Prcamp en avait 
déjà rencontré deux exemples, et il semblait probable que, dans un systeme 
d'intégrales de genre o, il ne pouvait y avoir plus de o intégrales réductibles 
sans qu'il y en efit une infinité. J’ai démontré (50, 84) qu'il en était effective- 
ment ainsi et j'ai trouvé en méme temps les relations fort simples qui unissent 
entre elles les intégrales réductibles. 

Les méthodes que je viens d'exposer permettent une classification ration- 
nelle des cas de réduction. Mais cette classification, à côté d’incontestables 
avantages, présente un inconvénient grave: elle ne distingue pas du cas général 
les cas particuliers où les intégrales abéliennes à réduire appartiennent à une 
courbe algébrique. Ces derniers ne présentent pas d'intérét spécial au point de 
vue de la théorie des fonctions abéliennes; mais ils en ont un fort grand, au 
contraire, si l'on se propose pour but l'étude des fonctions algébriques. Il im- 
portait done de trouver une classification nouvelle, ne portant que sur ces cas 
partieuliers et laissant de cóté tous les autres. J'ai indiqué (59) un moyen d'ar- 
river à ce résultat par l'étude de la transformation des fonctions fuchsiennes; 
mais je n'ai pas eu le temps d'approfondir cette théorie. 

L'étude systématique des fonctions abéliennes devait naturellement com- 
mencer par l'examen des cas de réduction, la suite de cet exposé le fera suffi- 
samment comprendre; mais ce n'était qu'un premier pas, et bien d'autres pro- 
blémes restaient à résoudre. 

On vient de voir que les fonctions ©, définies à l'aide des intégrales abc- 
liennes de premiere espéce, ne sont que des cas trés particuliers des séries @ les 
plus générales. 

Qu'est ce qui caractérise les fonctions © spéciales; c'est à dire celles qui 
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doivent leur origine aux intégrales abéliennes? Qu’est ce qui permet de les 
distinguer parmi les fonctions © les plus générales? C’est la circonstance sui- 


vante; la variété 


O = 0 


est pour employer le langage de Lie, une variété doublement de translation. 
C'est ce qu'on aurait pu déduire aisément des recherches antérieurs de Liz. 
Mais je suis parvenu au même résultat (150, 194) par une voie entièrement dif- 
férente. Cette condition peut évidemment s'exprimer par une relation entre les 
périodes, mais cette relation est transcendante et ne peut s'exprimer que sous 
forme de série. Je me suis borné à indiquer les premiers termes de cette série, 
je veux dire ceux qui sont le plus sensibles quand la fonction € différe peu 
d'un produit de fonctions O elliptiques. La forme en est curieuse, car il y entre 
des radicaux. On peut concevoir une infinité de fonctions de » variables, ad- 
mettant 2n systémes de périodes et ne rentrant pas dans la catégorie spéciale- 
ment étudiée par RrEMANN. Ces fonctions peuvent-elles étre toujours regardées 
comme le quotient de deux fonctions O? RIEMANN était parvenu à le dé- 
montrer; mais il n’a jamais publié sa démonstration. M. WEIERSTRASS a retrouvé 
le méme résultat, mais il n'a pas publié non plus de son vivant la méthode 
dont il s'est servi. 

Abordant l'étude de ces fonctions, que je n’assujettissais qu'à la condition 
d'étre périodiques (12), je reconnus qu'on pouvait toujours les tirer des fonc- 
tions abéliennes ordinaires, obtenues par la méthode d'inversion de JACOBI, en 
appliquant le procédé de la réduction des intégrales abéliennes. 

Dans ces conditions, nous devions naturellement songer, M. Prcamp et moi, 
à unir nos efforts pour retrouver le résultat de RIEMANN. Nous reconnümes (41) 
quil devait y avoir entre les périodes les mémes relations que dans le cas parti- 
eulier des fonctions nées de l'inversion des intégrales abéliennes. Il était aisé 
d'en conclure que toutes les fonctions à n variables et à 2» périodes s'expri- 
ment par le moyen des séries ©. 

La méthode que je viens d'exposer est celle méme dont s'était servi M. 
WEIERSTRASS et qu'il n'avait pas publiée; c’est ce que nous reconnümes quand 
aprés la mort du savant géométre, nous recümes les bonnes feuilles du troisiéme 
volume de ses oeuvres complétes. 

Il n'y avait que quelques différences de détail; c'est ainsi que j'ai employé 
un moyen un peu différent pour démontrer un Lemme indispensable, d'aprés 
lequel il y a toujours une relation algébrique entre p fonctions à p variables et 
à 2p périodes. J'y suis revenu plus tard (169). 


a 
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Revenons au théoréme dont j’avais donné une démonstration, aprés M. 


' WEIERSTRASS et en commun avec M. Picarp. Depuis M. ArrELL en a donné 


une nouvelle fondée sur de tout autres principes et j'en ai moi-méme donné 
une troisième, entièrement différente des deux premières (169, 190). Je rappelle 
par quel artifice j'ai démontré qu'une fonction méromorphe de plusieurs 
variables est toujours le quotient de deux fonctions entiéres (vide supra § VII). 
Quelle est la nature de ces fonctions entiéres? Les perfectionnements apportés 
(190) à ma démonstration primitive m'ont permis de résoudre cette question, 
et de faire voir directement que si la fonction méromorphe est périodique, ces 
deux fonctions entiéres sont «des fonctions périodiques». Je me bornerai à dire 
que la démonstration présente quelques analogies avec celle par laquelle Wrrrn- 
STRASS établit qu'il existe une fonction entiére de genre 2 qui admet tous les 
zéros d'une fonction elliptique. 

L'existence de ces fonctions périodiques, en face desquelles le procédé de 
linversion est impuissant, fait mieux ressortir la nécessité où nous nous trou- 
vons d'établir la théorie des fonctions abéliennes en partant des séries € elles- 
mémes. On sait qu'il est possible de fonder sur l'étude directe des fonctions 
O à une seule variable toute la théorie des fonctions elliptiques; le point de 
départ est ce fait que l'équation 


6 (x)—0 


n'a qu'une seule racine à l'intérieur du parallélogramme des périodes. De là 
l'importance du probléme suivant, dont la solution (86, 12) doit évidemment 
précéder toute étude directe des séries © à plusieurs variables: Combien les 
équations simultanées 


cid guise La — 3, ..., $n — An) 
—9(5 —5;,2—0,,...,&—055,)—---—0(z,—Hh,2,—L,...,: Z4.—14)— 0, 


où les a, les b,..., les / sont des constantes données, ont-elles de solutions dis- 
tinctes? A l'aide d'une formule de M. KRONECKER, j'ai pu démontrer que ce 
nombre est constant et indépendant des périodes, ainsi que des constantes a, 
b,..., l. Tl me fut facile ensuite, en envisageant le cas particulier où la 
fonction © se réduit à un produit de » fonctions © elliptiques, de démontrer 
que ce nombre est précisément 1.2.3...n. 

J'appliquai aussi la méme méthode à des équations analogues aux équa- 
tions (r), mais plus compliquées, et je trouvai le nombre des solutions distinctes 


qu'elles doivent avoir. 
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Mais il y a plus; dans le cas des fonctions elliptiques, on trouve aisément 
la valeur de la racine de l'équation 


mE. 


Si l'on a affaire à des équations analogues, mais plus compliquées, on peut en- 
core trouver la somme des racines. 

Revenant aux fonctions abéliennes et aux équations (1), on peut alors se 
demander (55, 84) s'il est possible de trouver la somme des valeurs de x,, celle 
des valeurs de z,, ete., qui satisfont à ces équations. Ce probléme est plus 
compliqué que le précédent, dans lequel le nombre cherché était une constante; 
cette circonstance permettait de se restreindre à un cas particulier, et l'on était 
ainsi immédiatement ramené aux fonctions elliptiques. 1l n'en est plus de méme 
ici; les nombres cherchés ne sont plus des constantes, mais des fonctions des 
périodes. 

Toutefois le probléme est immédiatement résolu quand on est ramené aux 
fonctions elliptiques, c'est-à-dire quand on se trouve dans un des cas de réduc- 
tion étudiés plus haut. Quand, dans le systéme d'intégrales abéliennes de genre 
n qui correspondent aux fonctions © envisagées, il y a » intégrales distinctes 
reductibles aux intégrales elliptiques, il est aisé de voir que les fonctions © abé- 
liennes s'expriment trés simplement à l'aide de fonctions © elliptiques. On peut 
alors, par l'application du théoréme d’ABEL généralisé (cf. $ VIII) résoudre 
complétement le probléme qui nous occupe. 

Le systeme des périodes d'une fonction © quelconque différe toujours in- 
finiment peu d'un systéme de périodes correspondant à une cas de réduction. 
C'est là une circonstance qui donnera, je n'en doute pas, la clef de bien des 
problémes. Elle nous donne en particulier la solution que nous cherchons. 

Nous connaissons la somme cherché des valeurs de x toutes les fois que 
nous nous trouvons dans un cas de réduction. Or cette somme doit étre une 
fonction continue des périodes; mous la connaitrons donc dans tous les cas pos- 
sibles. C'est ainsi que, si l'on connait une fonction contimue de x pour toutes 
les valeurs commensurables de la variable, on la connaitra également pour toutes 
les valeurs incommensurables. 

On peut encore se placer à un autre point de vue pour étudier les zéros 
des fonctions ©. Considérons une fonction © de deux variables O(a, y). Soient 


(c, P), (7, à) deux périodes de cette fonction. Ecrivons l'équation 
O («t + yu, Bt + du) =o, 


où £ et u sont des nombres assujettis à rester réels et compris ente o et x. 
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Cette équation ainsi interprétée admettra un certain nombre de solutions. Je 
serai conduit, par des considérations qui ne sauraient trouver place ici, à les 
distinguer en deux espéces. Soient alors N, le nombre des solutions de la pre- 
miére espéce, T, la somme des valeurs correspondantes de {, U, celle des valeurs 
de u. Soient N,, T, et U, les quantités analogues en ce qui concerne les solu- 
tions de la seconde espéce. On peut se proposer de déterminer les nombres 
N,—N,, T,—T,, U,—U,. 

Je suis parvenu par une méthode assez simple (55) à déterminer N,— N,. 
On obtient ainsi divers renseignements importants au sujet du nombre total des 
solutions N,+N,. Ce nombre est en effet toujours supérieur à N, — N, et il 
est de méme parité. 

On peut arriver au méme résultat par l'emploi des intégrales doubles prises 
entre des limites imaginaires. J'ai lieu d'espérer de plus que la méme considé- 
ration pourra conduire à la valeur de T, — T, et de U, — U;. 

Enfin on peut se poser encore la question d'une autre manière. Soit une 
fonction © spéciale de p variables engendrée par une courbe algébrique de 
genre p 


F(z, y) — o. 


Soient u, (x. y), u,(z, y), .... Up(x, y) les p intégrales abéliennes de rère espèce. 
J'écrirai pour abréger 9 (»;) pour: 


Q(v,,v,,..., Vp) [et u;(x) pour u;(x, y)] 


et je considérerai pq constantes ej, où l'indice à varie de r à p et l'indice k de 
1 à q. J'envisage alors les q équations: 


O[u;(z,) + wer) +: + ui(zg) — eal =o 


O [u; (x) + ui (x) + +++ + ui(x)— ei] = 0 


O [u; (z,) + ui (zx,) + + ui (%q)— ei] = 0 


où z,,2z,,..., rp sont les inconnues. Combien ces équations ont elles de solu- 
tions? C'est le probléme que j'ai résolu par une formule simple (194), le cas de 
q=p se réduisant à celui que j'ai traité plus haut, tandis que le cas de q 
n'est autre que celui de RrEMANN. 
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XI. Fonctions diverses. (46, 106, 192). 


Les fonctions fuchsiennes sont des fonctions uniformes d’une variable, inal- 
térées par certaines substitutions linéaires. On est naturellement conduit à se 
poser le problème suivant: Former des fonctions uniformes de deux variables, 
qui demeurent inaltérées par certaines substitutions linéaires. C'est, comme on 
sait, ce que M. Prcanp a fait avec un plein succès par l'invention des fonctions 
hyperfuchsiennes. 

Le premier probléme à résoudre était évidemment de trouver les groupes 
discontinus contenus dans le groupe linéaire à deux variables. M. Picarp est 
parvenu à en former un grand nombre par des considérations arithmétiques. 
J'ai moi-même (25) démontré lexistence de deux classes de ces groupes. La 
premiere classe comprend les substitutions semblables des formes quadratiques 
ternaires indéfinies quand les coefficients de ces formes et de ces substitutions 
sont des entiers complexes. La seconde classe ne différe pas essentiellement des 
groupes fuchsiens. 

Si z désigne en effet une variable imaginaire 


et si l'on pose 





correspondra un groupe discontinu appliqué aux deux variables x et y. Ce 
groupe est discontinu lorsque x et y sont imaginaires, ou bien réels, mais de 
telle facon que 


Betr 
il n'est plus proprement discontinu si æ et y sont réels et si 
Hy Te 


C'est cette circonstance qui explique ce fait remarquable: qu'il est impos- 
sible d'imposer à une forme quadratique binaire indéfinie des conditions de ré- 


duction, telles que chaque classe contienne une réduite unique. 


— an 
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Mais les groupes de cette nature sont beaucoup moins importants que les 
groupes hyperfuchsiens proprement dits, J’appelle ainsi ceux qui n'altérent pas 
l'hypersphére 


SZ, + YYo =I. 


(Je désigne ici par x, et y, les quantités imaginaires conjuguées de x et 
de y.) 

Cette hypersphére joue dans cette théorie tout à fait le méme róle que le 
cercle fondamental dans la théorie des fonctions fuchsiennes. 

J'ai voulu contribuer à l'étude de ces groupes et j'ai commencé par m'oc- 
cuper des substitutions elles-mêmes. J'ai reconnu (45) que la classification en 
substitutions elliptiques, paraboliques et hyperboliques s'étendait aux substitu- 
tions hyperfuchsiennes. 

La classification des groupes fuchsiens en familles est également applicable 
aux groupes hyperfuchsiens. Si nous laissons de cóté les familles mixtes, nous 
distinguerons les groupes de la premiére famille qui contiennent des substitu- 
tions elliptiques, ceux de la deuxiéme famille qui n'en contiennent pas d'ellip- 
tiques, mais en contiennent de paraboliques, ceux de la troisiéme famille qui n'en 
admettent que d'hyperboliques. 

Tous les groupes antérieurement découverts par M. Prcarp appartenant à 
la seconde famille, je signalai alors l'existence de toute une catégorie de groupes 
de la troisiéme famille et des fonctions hyperfuchsiennes correspondantes que 
plusieurs propriétés importantes distinguaient des fonctions déjà connues. 

On se trouve ici en présence des mémes difficultés que dans le probléme 
de la formation des groupes fuchsiens. Il faut d'abord former un groupe tel que 
la fonction correspondante soit uniforme dans le voisinage de chaque point. Il 
faut ensuite reconnaitre si ce groupe est effectivement discontinu. La premiere 
difficulté, bien que trés grande, est d'ordre purement algébrique. La seconde 
exige, pour être résolue, l'emploi de considérations étrangères à l'Algébre. On 
peut l’eviter tant que l'on se borne aux groupes de la deuxième et de la troi- 
siéme famille; il est nécessaire de l'aborder au contraire si l'on veut étudier les 
groupes de la premiére famille. 

Je lavais résolue, dans le cas des groupes fuchsiens, par l'emploi de la 
pseudogéométrie de LOoWATSCHEVSKI; j'avais reconnu en effet que certaines quan- 
tités (analogues à ce que LowarscHEVSKI aurait appelé longueur ou surface) 
étaient des invariants par rapport aux substitations d'un groupe fuchsien quel- 
conque. Je me suis done demandé si les substitutions hyperfuchsiennes admet- 
taient de semblables invariants (46). J'ai reconnu qu'il en était ainsi: par con- 
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séquent tout groupe, tel que la fonction correspondante soit uniforme dans le voisi- 
nage de chaque point, sera discontinu. 

La recherche des groupes hyperfuchsiens est donc ramenée à un pur pro- 
bléme d'Algébre; mais ce probléme reste extrémement difficile et il n'a été ré- 
solu par M. Prcarp que dans un cas particulier. J'ai cherché à généraliser 
d'une autre maniére les transcendantes uniformes qui se reproduisent par des 
substitutions simples. J'ai cherché s'il n'existait pas des fonctions uniformes 
possédant un «théoréme de multiplication«, c'est à dire subissant une transforma- 
tion algébrique, quand la variable est multipliée par un facteur constant. J'ai 
trouvé (106, 192) qu'il existe une classe étendue de pareilles transcendantes. Ce 
qui est intéressant, c’est le mode de raisonnement dont je me suis servi et qui 
peut étre appliqué avec avantage à quelques questions relatives aux fonctions 


abéliennes. 


TROISIEME PARTIE. 


QUESTIONS DIVERSES DE MATHEMATIQUES PURES. 


XII. Algebre. (39, 42, 45, 49, 80.) 


C'est par un probléme d'Arithmétique que j'ai été conduit à m'occuper 
d'Algébre. La théorie des formes arithmétiques et des substitutions linéaires à 
coefficients entiers appliqués à ces formes est en effet intimement liée à l'étude 
algébrique de ces mémes formes et des substitutions linéaires à coefficients quel- 
conques qu'elles peuvent subir. 

C'est ainsi que j'ai été amené, à deux reprises différentes, à rechercher 
quelles sont les formes algébriques qui ne sont pas altérées par une substitution 
linéaire donnée et quels sont les groupes continus formés par ces substitutions. 
Aprés avoir classé (4, 80) les substitutions linéaires en quatre catégories jouissant 
de propriétés différentes, j'ai cherché quelles étaient les formes cubiques ternaires 
et quaternaires qui sont reproduites par une substitution linéaire donnée et par 
un faisceau de substitutions, c’est-à-dire par un groupe de substitutions permu- 
tables deux à deux. J'ai résolu également le probléme inverse, c'est-à-dire que 
jai déterminé les substitutions que reproduisent une forme cubique ternaire 
donnée, ce qui m'était nécessaire pour le but arithmétique que j'avais en vue. 

Il restait à trouver les formes cubiques quaternaires qui ne sont pas altérées 
par diverses substitutions linéaires non permutables entre elles. Vy suis arrivé 
par une méthode qui est fondée sur l'emploi des «crochets de Jacobi» et dont 
M. Soruus LiE a fait usage dans des problèmes analogues. La méthode n'était 


d'ailleurs pas restreinte aux formes cubiques quaternaires et permettait d 


trouver quelles sont les surfaces qui ne sont pas altérées par deux transforma- 
tions homologiques non permutables. 

Depuis, j'ai étendu ces résultats (39) au cas général de la façon suivante 
Ayant indiqué la maniére de former les groupes continus contenus dans le 
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groupe linéaire à variables, j'ai étudié les formes homogènes par rapport à ces 
variables qui ne sont pas altérées par les substitutions d'un de ces groupes et j'ai 
reconnu que ces formes satisfont à un certain nombre d'équations aux dérivées 
partielles formant un «systéme complet». Les plus simples des groupes continus 
en question jouissent de quelques propriétés que je vais énoncer succinctement. 
Si l'on forme le déterminant des coefficients d'une substitution linéaire à n va- 
riables, qu'on ajoute +S à chacun des termes de la diagonale principale, et 
qu'on égale à o le déterminant ainsi obtenu, on a une certaine équation en S de 
degré m. 

Un groupe continu contient toujours une infinité de faisceaux; on démontre 
que, s'il y a dans le groupe une substitution admettant une certaine équation 
en S, il y aura dans tous les faisceaux du groupe une substitution admettant cette 
méme équation en 8. 

Parmi les groupes continus dont je viens de parler, les plus intéressants 
sont ceux qui donnent naissance à un systéme de nombres complexes à multi- 
plieation non commutative (comme sont, par exemple, les quaternions). J'ai 
démontré que toutes les équations en S des substitutions de ces groupes ont des 
racines multiples. 

Je suis revenu depuis sur ces groupes particuliers (49). Les recherches de 
M. SvrvESTER sur les matrices avaient de nouveau attiré l'attention des savants 
sur les nombres complexes. On pouvait se demander s'il en existait d'autres 
que ces matrices et leurs combinaisons. J'ai montré qu’il y en avait encore 
d'autres classes parmi lesquelles j'ai signalé une classe de «ternions». 

Je rattacherai à ces études algébriques une Note (42) où j’énonce un ré- 
sultat analogue à un important théorème de M. LAGUERRE. Soit une équation 
algébrique ayant p racines positives; j'ai démontré qu'on pouvait toujours en 
multiplier le premier membre par un polynóme choisi de telle sorte que le pro- 
duit n'ait que p variations. Parmi tous les polynómes qui satisfont à cette con- 
dition, il y en a évidemment un dont le degré est minimum; mais je n'ai pu le 


trouver que dans des cas particuliers. 


XIII. Groupes Continus. (178, 274.) 


On vient de voir comment mes recherches sur l'algébre m'avaient amené à 
m’occuper des groupes continus. C'est ainsi que j'avais montré (49) le lien qui 
unit ces groupes aux nombres complexes: j'avais énoncé à ce sujet un théoréme 
dont, détourné par d'autres travaux, je n'ai jamais publié la démonstration, mais 


qui a été depuis démontré par M. Srupy. 
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Je me suis servi également des groupes continus dans un travail relatif aux 
géométries non euclidiennes (226). 

Mais ce n'est que beaucoup plus récemment que j'ai abordé la théorie géné- 
rale de ces groupes. 

LrE avait démontré au sujet de ces groupes trois théorémes fondamentaux. 
D'aprés le troisiéme de ces théorémes, il existe toujours un groupe qui admet 
des équations de structure données pourvu que ces équations satisfassent aux 
conditions jacobiennes. 

Lire a donné de ce théorème deux démonstrations. La première s'applique 
seulement aux groupes qui ne contiennent pas de substitutions permutables à 
toutes les autres substitutions. Elle ne laisse rien à désirer au point de vue de 
la simplicité. La seconde s'applique à tous les groupes; elle est beaucoup plus 
indirecte et plus compliquée. 

Je me suis proposé de donner de ce troisiéme théoréme une démonstration 
directe et simple, applicable à tous les cas. J'y suis parvenu (178, 274) gráce à 
l'emploi d'une notation symbolique trés abrégée. 

Je dois dire quelques mots sur le caractére de cette démonstration. Etant 
données les équations de structure, c'est à dire les régles de la composition des 
substitutions infinitésimales, j'ai cherché à en déduire les régles de la compo- 
sition des substitutions finies. Or ces régles s'expriment par des séries infinies; 
j'ai reconnu que ces séries pouvaient se sommer par des formules où n'entrent pas 
d'autre transcendantes que des exponentielles. | 

Je me plaçais ainsi au point de vue formel, en introduisant des formules 
qui, faisant complètement abstraction de la «matiére» du groupe, sont également 
applicables à tous les groupes isomorphes. Mais ces formules elles-mêmes nous 
font connaître Jes transformations que subissent les paramètres qui définissent 
une substitution du groupe lorsque l’on compare cette substitution avec une 
autre substitution du groupe. Ces transformations forment un groupe isomorphe 
à celui que l’on se proposait de former; ce groupe porte le nom de groupe pa- 
ramétrique. 

Nos formules nous permettent done de former effectivement ce groupe 
paramétrique. Ainsi non seulement elles démontrent l'existence d'un groupe de 
structure donnée, mais elles donnent le moyen de le former effectivement. Lie 
avait démontré que la formation d'un pareil groupe pouvait se ramener à | inte- 
gration d'un système d'équations différentielles ordinares, ‚ai fait voir que 
non seulement on pouvait sans intégration former les substitutions infinitésimales 
du groupe, mais que dans le cas le plus défavorable, la formation des substitu- 
tions finies pouvait se ramener à une simple quadrature. 


92 Henri Poincaré. 


Dans le cas particulier auquel s’appliquait la premiere démonstration de Lie, 
les formules auxquelles on parvient sont assez simples, moins simples toutefois 
que celles de Liz, En tout cas, elles sont différentes et on ne voit pas immé- 
diatement comment on peut passer des unes aux autres. La comparaison des 
deux sortes de formules n'en est que plus instructive. Elle nous fait retrouver 
un certain nombre de théorèmes de Kırrıng. L'étude des formules obtenues 
nous fait d'ailleurs, méme dans le cas général, retomber sur ces mémes théorémes. 


XIV. Algebre de linfini. (89, 91, 215.) 


J'ai été conduit par diverses considérations à une généralisation de la 
théorie des déterminants et des procédés par lesquels. on résout » équations 
linéaires à n inconnues, 

Dans certaines questions d'Analyse on est conduit à envisager un systéme 
de relations que l'on peut regarder comme une infinité d'équations linéaires à 
une infinité d'inconnues. 

Soit un systéme de nombres donnés formant un tableau infini à double 
entrée. Je désignerai le terme général de ce tableau par la notation 


Grp (N, D— ks are) 


, 


Le probléme à résoudre consiste à déterminer une infinité de nombres 


APE es aa 


de telle facon que les séries 


n 
«Jj ^ - 
In Dane (DEI P 


n-1 


8 


soient absolument convergentes et aient pour somme 0. 
Ces équations linéaires, que l'on peut écrire 


ZnOnpYn = 0, 


se rencontrent en particulier dans les circonstances suivantes: 

1? Quand on cherche le quotient de deux séries trigonométriques; 

2? Quand, ayant à intégrer une équation différentielle linéaire dont les 
coefficients sont des séries trigonométriques, on cherche à y satisfaire par une 
autre série trigonométrique. 
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Ce dernier probléme se rencontre souvent en Mécanique céleste. 

Jusqu'à ces derniers temps, on ne s'était pas préoccupé de savoir à quelles 
conditions les régles ordinaires du calcul pouvaient étre appliquées à de sem- 
blables équations. Cependant deux savants, ayant rencontré ce méme probléme 
dans deux ordres de recherches trés différents, n'ont pas hésité à employer les 
règles de l'Algébre ordinaire. 

L'un d'eux est M. APPELL, qui est arrivé à des équations de la forme que 
nous étudions en cherchant à développer les fonctions elliptiques en séries tri- 
gonométriques. Les traitant d'aprés les régles du fini, il est parvenu à des for- 
mules qui concordent avec les résultats bien connus oü conduisent les autres 
méthodes. 

D'un autre côté, M. Hirr, en voulant déterminer le mouvement du périgée 
de la Lune, a appliqué aussi au probléme qui nous occupe les procédés ordinaires 
de l’Algébre. Cependant, le nombre auquel il arrive diffère trés peu du nombre 
Observé, et la faible divergence qui subsiste provient simplement de l'inclinaison 
de l'orbite que M. Hirr avait négligée. 

La hardiesse de M. ArrELL et celle de M. Hırı avaient done été également 
heureuses; mais elles n'étaient justifiées que par le suecés. Néanmoins ce succés 
lui-méme devait faire désirer une étude rationnelle de la question. 

C'est cette étude que j'ai entreprise dans deux courtes Notes insérées au 
Bulletin de la Société mathématique de France (89, 91). Je suis parvenu à démon- 
trer rigoureusement que les équations considérées par MM. Arrer et Hirr ad- 
mettent effectivement les solutions trouvées par ces auteurs. Mais elles en ad- 
mettent en méme temps une infinité d'autres; elles ne suffisent done pas pour 
déterminer les inconnues, M. ArrELL, de méme que M. Hrrr, cherchait à cal- 
culer les coefficients d'une série. Or ces coefficients ne devaient pas seulement 
satisfaire aux équations envisagées, ils devaient encore étre tels que la série füt 
convergente. Or, parmi les solutions en nombre infini qui admettent ces équa- 
tions, il se trouve qu'une seule remplit cette seconde condition, et c'est préci- 
sément celle des auteurs que je viens de citer. 

C'est cette circonstance qui explique le succès obtenu par ces deux savants 
géométres; leur méthode est maintenant à l'abri de toute objection; mais il est 
aisé de voir que les considérations qu'ils ont invoquées ne suffisaient pas pour 
la justifier. 

Je vais maintenant parler des procédés qui m'ont fait parvenir à ces re- 
sultats. J'ai commencé par m'occuper du cas particulier où 


np ap, 
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et j’ai reconnu que la solution du probléme dépendait de la décomposition de la 


fonction méromorphe 
ER 
f(z) 
en fractions simples, en appelant f(z) la fonction entiere transcendante qui 
admet pour zéros les nombres dp. 
J'ai reconnu également qu'on peut faire usage de considérations analogues 
dans le cas général. 


Enfin, j'ai rencontré un fait réellement inattendu et tout à fait particulier à 
cette théorie. Les égalités à traiter 


Z np Xn aes 


qui sont en nombre infini, peuvent étre remplacées par une infinité d'inégalités. 
Il suffit, en effet, pour que les nombres x, satisfassent à ces équations, que cer- 
taines séries qui en dépendent soient absolument convergentes. 

Dans l'étude de cette question, on est naturellement conduit à considérer 
des déterminants d'ordre infini. A cet effet, on écrira le tableau à double entrée 
des quantités a,,, on formera un déterminant avec les n premières lignes et les 
n premières colonnes de ce tableau, et l'on fera croître ainsi x indéfiniment. Il 
convient de supposer 


Ann I. 


On doit alors se demander à quelle condition un pareil déterminant con- 
verge. J’ai trouvé pour ces déterminants une régle de convergence qui présente 
la plus grande analogie avec la régle relative aux produits infinis. 

Mais en ce qui concerne l'application de la méthode de M. Hrrr à la Mé- 
canique céleste toutes les difficultés n'étaient pas encore surmontées. Le déter- 
minant de Hirt dépend d'un certain paramètre. Il fallait démontrer d'abord 
que c'est une fonction entiére de ce paramétre, puis que cette fonction entiére 
se réduit à un cosinus. 

J'y suis parvenu (279, Ch. XVII) par une application des mêmes principes; 
mais dans la premiére marche que j'ai suivie pour cela, il a été nécessaire de 
déterminer le genre de cette fonction entiére et j'ai du pour cela me servir des 
théorèmes de M. Hapamarp cités plus haut (Ch. VI). Pour éviter ce détour, 
jai eru devoir revenir (215) sur la méme question et j'ai simplifié considérable- 


ment ma premiére démonstration, 
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XV. Arithmétique. (2, 4, 5, 8, 21, 51, 61, 79, 81, 82, 90, 98, 99, 191, 127, 193.) 


Mes recherches arithmétiques ont presque exclusivement porté sur la théorie 
des formes. Je vais commencer par exposer les résultats que j'ai obtenus au 
sujet des formes quadratiques. 

On sait (79) qu'on représente la forme quadratique définie 


ax? + 2bxy + cy*, D=b’—ac<o 


par un réseau de parallélogrammes dont les sommets ont pour coordonnées 
= b ym 
zVa+y-=»1 
Ji Va y 5 


ax + by, yV—D. 


ou bien encore 


Ce mode de représentation ne peut pas s'étendre aux formes indéfinies. Je 
représente alors la forme quadratique par le réseau dont les sommets ont pour 
coordonnées 

az-by,y, 


mode de représentation qui s'applique à la fois aux formes définies et indéfinies. 
Je reconnus d'abord que les réseaux de parallélogrammes jouissent de propriétés 
analogues à celles des nombres, et j'ai esquissé une arithmétique des réseaux où 
lon trouve des théories analogues à celles de la divisibilité, des plus grands 
communs diviseurs et des plus petits communs multiples et méme des nombres 
premiers. 

Ma maniére de représenter les formes indéfinies me conduit à une définition 
nouvelle de la réduction de ces formes. L’unique condition de réduction, c'est 
que les coefficients extrémes doivent étre de signe contraire, Avec cette defini- 
tion, la réduction continuelle d'une forme indéfinie est susceptible d'une inter- 
prétation géométrique trés simple. Je représente une forme par un certain 
triangle T qui n'est autre, d'ailleurs, que le triangle fondamental de notre réseau 
de parallélogrammes. Si la forme est réduite, des deux droites y= + z | D, l'une 
traverse le triangle 7’, l'autre lui reste extérieure. Achevons le parallélogramme 
dont notre triangle est la moitié et partageons-le de nouveau en deux triangles 
en menant la seconde diagonale; de ces deux nouveaux triangles, un, et un seu- 
lement, sera traversé par l'une des droites y= 4 zV D. Ce triangle représentera 
la réduite contigué à celle que représentait le triangle 7. En poursuivant inde- 
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finiment de la sorte, on trouve une série de triangles qui représentent la réduc- 
tion continuelle de la forme envisagée. 

On peut, au lieu des droites y= +2VD, considérer deux droites quelcon- 
ques passant par l'origine. On trouve ainsi, appliquant les mémes procédés à 
ces deux droites, une représentation géométrique des réduites successives d'une 
fraction continue. On est naturellement conduit à une généralisation immédiate. 
Passons, en effet, du plan à l'espace, remplacons le réseau par un assemblage à 
la Bravaıs et, au lieu de deux droites, faisons-en passer trois par l'origine. Les 
mémes considérations seront applicables, et l'on sera ainsi amené à une généra- 
lisation des fractions continues, à laquelle j'ai consacré une Note (51), mais 
qui, malheureusement, ne donne pas une approximation trés rapide. 

Il me reste, pour terminer l'analyse de mon Mémoire sur les formes qua- 
dratiques (79), à signaler deux résultats: 

Je retrouve, en poursuivant l'étude de cette représentation géométrique, les 
lois de la composition des formes démontrées par Gauss. 

Enfin, je termine ce Mémoire par l'étude des nombres idéaux, qui ont pour 
origine les formes quadratiques binaires. 

On sait que, lorsqu'on fait subir à une forme algébrique des substitutions 
linéaires quelconques, certaines fonetions des coefficients demeurent inaltérées: 
ce sont les invariants. En dehors de ces invariants algebriques, dont l'étude a 
été poussée trés loin, il y a, ainsi que je l'ai démontré (2, 98), d'autres fonctions 
des coefficients qui sont altérées quand on applique à la forme une substitution 
à coefficients fractionnaires ou incommensurables, mais qui se reproduisent au 
contraire quand on lui fait subir une substitution à coefficients entiers. Ce sont 
les invariants arithmétiques. Les formes linéaires binaires qui n'ont pas d'inva- 
riants algébriques ont, au contraire, des invariants arithmétiques dont l'étude se 
rattache à la théorie des fonctions elliptiques et à celle des fonctions modulaires 
et des fonctions fuchsiennes. Ces invariants peuvent étre utilisés pour la solution 
des deux problémes suivants: 

1°, Trouver le plus petit nombre représenté par une forme quadratique 
binaire indéfinie; 

2°. Reconnaitre si deux formes quadratiques binaires indéfinies sont équi- 
valentes. 

A cet effet, on décompose chacune de ces formes en deux facteurs linéaires 
et l’on exprime en fonction des invariants de ces facteurs les coefficients de la 
substitution qui permet de passer d'une forme à l'autre, à supposer qu elles soient 
équivalentes. Il est aisé ensuite de voir si les coefficients ainsi obtenus sont 
entiers et s'ils permettent effectivement de passer d'une forme à l'autre. Dans 
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le cas oü il n'en serait pas ainsi, on serait certain qu'il n'y aurait pas équi- 
valence. 

Les formes quadratiques binaires définies ou indéfinies possédent également 
des invariants arithmétiques dont j'ai étudié les propriétés. Pour que deux for- 
mes soient équivalentes, il faut et il suffit que tous leurs invariants soient égaux. 
Toutefois, pour reconnaitre rapidement l'équivalence, il est préférable de décom- 
poser chaque forme en deux facteurs linéaires et d'envisager les invariants de ce 
systéme de formes linéaires. 

Tous ces invariants sont susceptibles d'étre exprimés: 1° par des intégrales 
définies; 2? par des séries. 

L'un des problémes les plus importants qui se posent au sujet des formes 
quadratiques ternaires indéfinies est l'étude des propriétés des groupes discon- 
tinus formés par les «substitutions semblables», c'est-à-dire par les substitutions 
linéaires qui n'altérent pas ces formes (99, 61). Soit F (x, y, z) une forme qua- 
dratique indéfinie. On peut choisir la constante K de telle façon que F(x,y,2)—K 
représente un hyperboloide à deux nappes. Les substitutions semblables chan- 
geront alors un point de cet hyperboloide en un autre point de cette méme 
nappe, de sorte que, le groupe étant discontinu, l'hyperboloide se trouvera par- 
tagé en une infinité de polygones curvilignes, dont les cótés seront des sections 
diamétrales de la surface. Les substitutions semblables changeront ces polygones 
les uns dans les autres. Faisons maintenant une perspective en plaçant l'œil en 
un ombilie de la surface et prenant pour plan du tableau une section circulaire. 
Une nappe de Vhyperboloide se projettera suivant un cercle, et les polygones 
que nous avons tracés sur cette nappe se projetteront suivant des polygones 
curvilignes, limités par des ares de cercle reproduisant identiquement la figure 
dont nous avons parlé (p. 44 et suivantes), à propos de la théorie des groupes 
fuchsiens. Ainsi, l'étude des groupes de substitutions semblables des formes 
quadratiques est ramenée à celle des groupes fuchsiens, ce qui est un rappro- 
chement inattendu entre deux théories trés différentes et une application nou- 
velle de la Géométrie non euclidienne 

Aprés avoir signalé un certain nombre de propriétés de ces groupes fuch- 
siens particuliers, j'ai abordé une question un peu différente. 

Les substitutions semblables sont celles qui reproduisent une forme quadra- 


tique et qui en méme temps appartiennent au groupe 6 des substitutions à coel- 
ficients entiers. On peut rechercher alors les substitutions qui reproduisent ia 
forme quadratique et qui en méme temps appartiennent à un autre groupe, par 


x 


exemple à un sous-groupe du groupe G. Cela nous permet en méme temps de 
généraliser la théorie de l'équivalence des formes et de leur réduction 
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On obtient aisément des groupes de ces substitutions semblables généralisées 
et l'on reconnait que ce sont encore des groupes fuchsiens. En réfléchissant en- 
suite aux relations de ces divers groupes fuchsiens, j'ai démontré que les fonc- 
tions fuchsiennes correspondantes jouissent d'une propriété analogue au théoréme 
d'addition des fonctions elliptiques, ce qui n'est pas vrai des fonctions fuch- 
siennes les plus générales. 

Passons maintenant aux formes d'ordre supérieur au second (81). Le pre- 
mier probléme à résoudre est la réduction de ces formes et l'étude des conditions 
de leur équivalence. La solution a été trouvée par M. HermiTEe; bien que le 
savant géométre n'ait parlé que des formes binaires et des formes quadratiques, 
sa méthode s'applique, sans qu'on ait rien à y changer, à une forme tout à fait 
quelconque. C'est ainsi que M. Jorpan, étendant à un cas trés général un 
théorème de M. HERMITE, a démontré que, toutes les fois que le discriminant 
n'est pas nul, toutes les formes qui ont mémes invariants algébriques se répar- 
tissent en un nombre fini de classes. J'ai moi-méme généralisé le théoréme de 
M. JorpaN, en montrant qu'il subsiste, pourvu que certains invariants ne soient 
pas tous nuls à la fois. 

J'ai cherché ensuite à appliquer la méthode générale aux formes cubiques 
ternaires que j'avais déjà étudiées au point de vue algébrique dans un Mémoire 
précédent. Je suis arrivé à trouver les limites supérieures des coefficients d'une 
réduite dont les invariants sont donnés, pourvu que le discriminant ne soit pas 
nul Le nombre des classes est alors limité et, dans chaque classe, il n'y a 
qu'une réduite. | 

Lorsque la forme égalée à zéro représente une courbe de quatrième classe, 
le discriminant est nul et le nombre des classes est infini, mais chacune d'elles 
ne contient qu'une réduite. Si la courbe est de troisième classe, le nombre des 
classes est infini et chacune d'elles contient un nombre fini de réduites formant 
une chaine limilée à ses deux extrémités. Si la courbe se décompose en une coni- 
que et une droite qui la coupe, le nombre des classes est tantót fini et tantót 
infini; de plus, la chaine formée par les réduites d'une méme classe est, tantót 
limitée comme dans le cas précédent, tantót illimitée de telle facon que les mé- 
mes réduites s'y reproduisent périodiquement. Si enfin la droite est tangente à 
la conique, les réduites ne forment plus une chaine, mais un réseau. 

J'ai ensuite appliqué la méme méthode, non plus à une forme unique, mais 
à un systeme de formes, et j'ai choisi comme exemple le systéme d'une forme 
quadratique ternaire et d'une forme (5, 82) linéaire dont j'ai étudié la réduction 
simultanée. La réduction continuelle d'un pareil systéme de formes est tout à 
fait analogue à celle d'une forme unique. Elle peut servir également à déter- 
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miner les substitutions semblables du systéme. Ces substitutions semblables 
existent toujours; mais, ayant voulu, dans un exemple particulier, caleuler les 
coefficients de la plus simple d'entre elles, j'ai trouvé des nombres entiers de 
plus de huit chiffres. 

Les lois de la réduction d'une forme quelconque étant connues, il est facile 
de reconnaitre si deux formes sont équivalentes; mais ce n'est là qu'un premier 
pas. Le principal probléme à résoudre, c'est de rechercher si un nombre donné 
peut étre représenté par une forme donnée. Je me suis occupé spécialement de 
la représentation par une forme binaire (8, 90). Égalant la forme binaire à 0, 


à T : s 
ou en tire pour le rapport une certaine valeur. Avec cette valeur, je forme 


un système de nombres complexes et d'idéaux. Le problème de la représentation 
des nombres par les formes se raméne à la recherche des idéaux de norme 
donnée. J'ai donné, en me fondant sur les mêmes principes que dans mon Mé- 
moire intitulé Sur un mode nouveau de représentation géométrique des formes qua- 
dratiques, la maniére de former tous les idéaux de norme N, de former tous les 
idéaux premiers et leurs puissances, de multiplier deux idéaux, de décomposer 
un idéal en facteurs premiers, etc. Pour cela j'envisage une certaine congruence, 
que je décompose en facteurs irréductibles. A chacun de ces facteurs irréduc- 
tibles correspond un idéal. 

On trouve toutes les représentations d'un nombre donné quand on connait 
tous les idéaux dont la norme est le nombre donné, mais tous ces idéaux ne 
donnent pas naissance à une représentation du nombre. Il importerait donc de 
savoir distinguer a priori quels sont les idéaux qui conduiront à une pareille re- 
présentation. Tout ce que j'ai pu faire dans ce sens a été de montrer qu'ils de- 
vaient tous se trouver parmi les idéaux auxquels correspond un facteur irréduc- 
tible linéaire de la congruence dont j'ai parlé plus haut (et par conséquent une 
racine réelle de cette congruence). 

Dans deux Notes que j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie les 9 et 
16 janvier 1882, j'ai cherché quelle était la véritable signification de la notion 
de genre définie par Gauss pour les formes quadratiques binaires et étendue par 
EISENSTEIN aux formes quadratiques ternaires, et je suis arrivé à en donner les 
définitions suivantes: 

1°. Deux formes sont équivalentes suivant le module n, si l'on peut ap- 
pliquer à la premiére de ces formes une substitution à coefficients entiers, tell 
que les coefficients de la transformée ainsi obtenue ne différent de ceux de la 
seconde forme que par des multiples de 7; 
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2°. Deux formes sont de méme genre lorsqu’elles sont équivalentes suivant 
un module quelconque. 

Il est clair que cette définition peut s'appliquer à des formes tout à fait 
queleonques auxquelles j'ai étendu également la définition de l'ordre. J'ai ap- 
pliqué ces principes aux formes quadratiques quaternaires et cubiques binaires. 

Dans un autre ordre d'idées, j'ai cherché à généraliser l'élégante méthode de 
TCHEBICHEFF pour l'étude de la distribution des nombres premiers. J'ai reconnu 
qu'elle pouvait s'appliquer presque sans changement aux nombres complexes de 
la forme a + bV— 1 (127, 193). Au point de vue des nombres réels, cela permet 
de comparer la distribution des nombres premiers de la forme 47» +1 à celle 
des nombres premiers de la forme 47» + 3. 


XVI. Analysis Sitüs. (134, 139, 177, 199, 222, 243.) 


L'Analysis Sitüs est la science qui nous fait connaître les propriétés quali- 
latives des figures géométriques non seulement dans l'espace ordinaire, mais dans 
l'espace à plus de trois dimensions. 

L'Analysis Sitüs à 3 dimensions est pour nous une connaissance presque 
intuitive, L'Analysis Sitüs à plus de 3 dimensions présente au contraire des diffi- 
cultés énormes; il faut pour tenter de les surmonter être bien persuadé de l'ex- 
tréme importance de cette science. 

Si cette importance n'est pas comprise de tout le monde, c'est que tout le 
monde n'y a pas suffisamment réfléchi. Mais que lon pense aux avantages 
qu'ont tirés les analystes des représentations géométriques, méme dans des 
questions d'Analyse Pure et d'Arithmétique; que l'on estime le soulagement que 
ces méthodes ont procuré à l'esprit des chercheurs. Combien il est regrettable 
que cet instrument merveilleux se trouve hors d'usage dés que le nombre des 
dimensions surpasse trois. 

RIEMANN, qui avait fait de cet instrument l'usage que l'on sait, avait bien 
compris combien il serait important d'y suppléer et on a retrouvé dans ses pa- 
piers quelques notes, malheureusement un peu informes mais qui servent encore 
aujourd'hui de base à toutes nos connaissances sur l’Analysis Sitüs à plus de 
trois dimensions. 

On a dit, écrivais-je (ou à peu prés) dans une préface (199), que la géomé- 
trie est l'art de bien raisonner sur des figures mal faites. Oui, sans doute, mais 
à une condition. Les proportions de ces figures peuvent étre grossiérement al- 
térées, mais leurs éléments ne doivent pas étre transposées et ils doivent con- 
server leur situation relative. En d'autres termes, on n'a pas à s'inquiéter des 


Analyse de ses travaux scientifiques. 101 


propriétés quantitatives, mais on doit respecter les propriétés qualitatives, c'est 
à dire précisément celles dont s'occupe l'Analysis Sitüs. 

Cela doit nous faire comprendre qu'une méthode qui nous ferait connaitre 
les relations qualitatives dans l'espace à plus de trois dimensions, pourrait, dans 
une certaine mesure, rendre des services analogues à ceux que rendent les figures. 
Cette méthode ne peut étre que l'Analysis Sitüs à plus de trois dimensions. 

Malgré tout, cette branche de la science a été jusqu'ici peu cultivée. A- 
près RrEMANN est venu Berri qui a introduit quelques notions fondamentales; 
mais Berti n'a été suivi par personne. 

Quant à moi, toutes les voies diverses où je m'étais engagé successivement 
me conduisaient à l'Analysis Sitûs. J'avais besoin des données de cette science 
pour poursuivre mes études sur les courbes définies par les équations différen- 
tielles (vide supra $ V) et pour les étendre aux équations différentielles d'ordre 
supérieur et en particulier à celles du probléme des trois corps. J’en avais be- 
soin pour l'étude des fonctions non uniformes de 2 variables. J’en avais besoin 
pour l'étude des périodes des intégrales multiples et pour l'applieation de cette 
étude au développement de la fonction perturbatrice. 

Enfin j'entrevoyais dans l'Analysis Sitüs un moyen d'aborder un probléme 
-important de la théorie des groupes, la recherche des groupes discrets ou des 
groupes finis contenus dans un groupe continu donné. 

C'est pour toutes ces raisons que je consacrai à cette science un assez long 
travail (134, 139, 199). Je commence par donner plusieurs définitions des varié- 
tés de l'espace à plus de trois dimensions et par introduire la notion fondamen- 
tale de l'homéomorphisme qui est la relation de deux variétés qui ne sont pas 
distinctes au point de vue de leurs propriétés qualitatives. 

Je suis amené ensuite à distinguer les variétés bilatéres analogues aux sur- 
faces ordinaires et les variétés unilatéres analogues aux surfaces à un seul cóté. 

Berti avait découvert certains nombres entiers relatifs aux variétés; ana- 
logues à ce qu'est pour une surface ordinaire ce qu'on appelle l'ordre de con- 
nexion. On sait que l'ordre de connexion d'une surface fermée dépend du nombre 
de trous qui y sont percés, de sorte que cet ordre est toujours impair, 1 pour 
une sphére, 3 pour un tore etc. On sait également quelle relation il y a entre 
le genre d'une courbe algébrique et l'ordre de connexion de la surface de Rır- 
MANN correspondante. 

J'ai fait voir que si l'on écrit la série des nombres de Berri pour une sur- 
face fermée, les nombres également distants des extrémes sont égaux. 

M. HEEGAARD ayant attiré mon attention sur certains exemples où ce théo- 
réme paraissait en défaut, je revins sur la méme question dans un autre travail 
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(222). La definition que j'avais donnée des nombres de Berri ne concordait 
pas toujours avec celle qu'avait donnée Berri lui-même. Le théorème, vrai pour 
les nombres de Berri tels que je les avais définis, ne l'est pas toujours pour les 
nombres tels que Berti les definissait lui-même. 

On sait que l'ordre de connexion suffit pour déterminer une surface ordi- 
naire au point de vue de l’Analysis Sitüs, c'est à dire que deux surfaces qui ont 
méme ordre de connexion sont homéomorphes. On pouvait supposer que les 
nombres de Berri suffisaient de méme pour déterminer une variété. J'ai montré 
(199) quil n'en est rien, qu'à chaque variété correspond un groupe, nécessaire 
à sa détermination, et qu'à une méme suite de nombres de BETTI ne correspond 
pas toujours un méme groupe. 

J'ai eru devoir multiplier les exemples, pensant que c'était le meilleur 
moyen de familiariser les esprits avec des idées aussi nouvelles. 

On sait qu'EULER a démontré une relation entre le nombre des faces, des 
arétes et des sommets d'un polyédre convexe. Pour les polyédres non convexes, 
il y a une relation analogue entre ces írois nombres et l'ordre de connexion. 
Existe-t-il des relations du méme genre entre des éléments des polyédres de 
l’espace à plus de trois dimensions? C'est la question que je me suis posée 
(199) et que j'ai résolue affirmativement, en faisant usage de plusieurs démon- , 
strations distinctes. Il est à remarquer que si le nombre des dimensions de 
l'espace est pair, cette relation ne dépend pas des nombres de Berti et qu'elle 
en dépend au contraire si le nombre des dimensions est impair. 

Ces théorémes sur les polyédres ont une portée assez générale, car une 
variété fermée quelconque peut toujours étre découpée en polyédres; rectilignes ou 
curvilignes, cela n'importe pas au point de vue de l'Analysis Sitüs. Dans mes 
travaux ultérieurs (222, 243) j'ai généralement trouvé plus commode de supposer 
effectuée cette décomposition en polyedres. 

Il peut y avoir entre les figures tracées sur une variété, et en particulier 
entre les éléments d'un polyédre, plusieurs sortes de relations qui sont suscep- 
tibles d'étre représentées algébriquement par des équations symboliques et d'étre 
combinées ensuite d’après les règles de l'algébre ou d’après des règles analogues. 
J'ai appelé ces relations congruences, homologies, équivalences. Les congruences 
expriment tantót que lensemble de tels éléments constitue une variété fermée, 
tantót au contraire que cet ensemble constitue une variété ouverte dont la fron- 
tiére compléte est formé par l'ensemble de tels autres éléments. 

Les homologies fondamentales expriment que l'ensemble de tels éléments 
constitue une variété fermée qui est la frontière complète d'une autre variété 
qui doit avoir une dimension de plus, mais qui reste indéterminée. Les homo- 
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logies dérivées se déduisent des homologies fondamentales, mais il importe de 
distinguer celles qui s'en déduisent par addition et multiplication et celles qui 
s'en déduisent par division. 

Les équivalences différent des homologies parce qu'on ne se donne pas le 
droit d'y intervertir l'ordre des termes. C'est la considération de ces équivalences 
qui conduit au groupe dont j'ai parlé plus haut. 

Toutes ces relations se présentent sous la forme d'équations linéaires à co- 
efficients entiers. L'étude d'une variété se trouve ainsi ramenée à celle d'un 
certain nombre de tableaux formés de nombres entiers. Ces tableaux varient 
évidemment selon la maniére dont la variété a été découpée en polyédre; mais 
cependant tous les tableaux différents que l'on peut obtenir ainsi conservent 
certains caractéres communs que l'on peut appeler invariants et qui restent les 
mémes quelle que soit la maniére dont la variété est découpée. Ces invariants 
sont les plus grands communs diviseurs de certains déterminants formés avec les 
éléments des tableaux. 

Gráce à cette représentation arithmétique, les démonstrations deviennent 
plus faciles à suivre et j'ai pu ajouter divers résultats à ceux que j'avais déjà 
obtenus. Par exemple pour que les deux définitions des nombres de Berri 
coincident, il faut et il suffit que tous les invariants soient égaux à o ou à 1; 
on encore que le systéme des homologies obtenues par division n'en contienne 
pas que l'on ne puisse obtenir sans division; ou enfin que le polyédre ne soit 
pas tordu, c'est à dire que toutes les variétés que l'on peut former avec ses élé- 
ments sojent bilatéres. 


QUATRIEME PARTIE. 


MECANIQUE CELESTE. 


XVII. Généralités sur les Equations de la Dynamique et de la Mécanique 
Celeste. (164, 166, 183, 187, 278, 280.) 


Les équations de la Dynamique présentent des propriétés remarquables qui 
ont été mises en évidence par JacoBi dans ses Vorlesungen. 

Quelles sont les conséquences plus ou moins immédiates de ces propriétés? 
Quel partie peut-on en tirer pour la mise en équation des problémes de Dyna- 
mique et en particulier des problémes de Mécanique Céleste? Telle est la pre- 
miére question dont je veux parler ici. 

J'ai été amené à passer en revue les principales propriétés des équations 
canoniques (183, 278). Les propriétés sont classiques; et je n'ai eu qu'a perfec- 
tionner certains détails; en me servant surtout du caractére bien connu qui per- 
met de reconnaitre si un changement de variables conserve la forme canonique 
des équations. 

Ce genre de transformations facilite la mise en équation du probléme des 
trois corps; c'est ce que j'ai montré (164, 187). On sait que dans le procédé 
classique on rapporte toutes les planétes à des axes mobiles passant par le Soleil. 
L'inconvénient est que la fonction perturbatrice n'est pas la méme pour toutes 
les planétes. Un autre procédé consiste à rapporter chaque planéte au centre 
de gravité du systéme formé par le Soleil et toutes les planétes inférieures à celle 
que l’on considère. L’inconvénient est évité, mais la fonction perturbatrice est 
un peu plus compliquée. J’ai proposé un troisiéme procédé, dans lequel les 
coordonnées de chaque planéte sont rapportées au Soleil, et sa vitesse à des 
axes fixes. 

Malgré les travaux dont les équations canoniques ont été lobjet depuis 


JAconBr, toutes leurs propriétés ne sont pas connues, ou plutôt on n'a pas insisté 
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sur toutes les formes que peuvent revétir ces propriétés et qu'il peut étre utile 
de connaitre. Si par exemple on étudie les équations aux variations des équa- 
tions de la Dynamique, c'est à dire les équations qui définissent une solution 
infiniment peu différente d'une solution donnée, on rencontre des propositions 
importantes sur lesquelles j'ai attiré l'attention (183, 278). 

D'un autre cóté, j'ai été amené à introduire une notion nouvelle, celle des 
invariants intégraux (183, 280). Ce sont certaines intégrales définies simples ou 
multiples qui demeurent constantes, quand le champ d'intégration varie con- 
formément à une certaine loi définie par une équation différentielle. Si par 
exemple on envisage les équations différentielles au mouvement d'un fluide in- 
compressible, le volume est un invariant intégral. 

Les équations canoniques de la Dynamique possédent des invariants in- 
tégraux remarquables et l'existence de ces invariants jette une grande lumiére 
sur leurs propriétés. 

Pour en finir avec ces généralités sur les équations de la Dynamique et le 
probléme des 3 corps, je signalerai un dernier travail (166). On sait que Bruns 
a démontré que le probléme des 3 corps ne saurait admettre d'autre intégrale 
algébrique que les intégrales classiques. Malheureusement dans sa démonstration 
subsistait une lacune grave et particuliérement délicate à combler. J'ai été assez 
heureux pour mettre la belle et ingénieuse démonstration de M. Bruns à l'abri 
de toute objection. 


XVIII. Probléme des Trois Corps; Propriétés qualitatives. 
(38, 92, 163, 167, 183, 204, 278, 280.) 


Ce qui va suivre est le développement naturel des méthodes dont il a été 
question plus haut au § V et leur application à la Mécanique Céleste. 

J'ai montré de diverses maniéres (183, 278) qu'en dehors des intégrales 
classiques le probléme des trois corps n'admet pas d'intégrale analytique et uni- 
forme, et il en résultait que la plupart des séries proposées jusqu'ici pour l'inté- 
gration de ce probléme, de méme que celles dont ‘il sera question dans le § 
suivant ne sont pas convergentes et ne peuvent étre utitisées que dans un cal- 
eul approché. 

D'aprés ce qui précéde, il semble qu'il soit impossible en général d'exprimer 
les distances mutuelles des astres par des séries purement trigonométriques con- 
vergentes. Mais il est des cas particuliers où les séries auxquelles on est conduit 
ne contiennent qu'un seul argument et où leur convergence est évidente, En 
effet, j'ai démontré (38, 92) que, dans le probléme des trois corps, on peut choisir 
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les éléments initiaux du mouvement, de telle facon que les distances mutuelles 
des trois masses soient des fonctions périodiques du temps. On est ainsi amené 
à une solution partieuliére du probléme, que l'on peut appeler périodique. 

Ces solutions périodiques sont de trois sortes: dans les unes, les inclinaisons 
sont nulles et les excentricités trés petites; dans d'autres, les inclinaisons sont 
nulles et les excentricités finies; dans d'autres, enfin, les inclinaisons sont finies 
et les excentricités trés petites. 

Je suis revenu (183, 278) sur ces solutions périodiques et je les ai étudiées 
en détail. Les procédés dont je me suis servi pour démontrer leur existence 
sont trés simples et se ramenent au calcul des Limites. 

Mais on peut arriver à cette démonstration par une voie toute différente, 
qu'il pourra étre souvent utile d'adopter, mais dont je n'ai pas encore tiré tout 
le parti possible. Supposons par exemple que l'on recherche les géodésiques 
d'une surface indéfinie présentant la méme forme générale qu'un hyperboloide à 
une nappe. On sera certain alors qu'il doit y avoir une géodésique fermée 
(correspondant à une solution périodique) parce que parmi toutes les courbes 
fermées que l'on peut tracer sur la surface, et qui en font le tour il doit y en 
avoir une qui est plus courte que toutes les autres. 

Les mémes principes sont susceptibles d'étre appliqués à divers problémes 
de Mécanique, gráce au principe de moindre action que l'on peut employer soit 
sous la forme que lui a donnée HAMILTON, soit sous celle que lui a donnée Mav- 
PERTUIS. Je n'ai fait qu'esquisser cette méthode dont il y a sans doute encore 
beaucoup à tirer. 

Outre les solutions périodiques, les équations du probléme des 3 corps ad- 
mettent aussi d'autres solutions remarquables que j'appelle asymptotiques (183, 
278). Ce qui caractérise ces solutions c'est qu'elles se rapprochent indéfiniment 
d'une solution périodique, ou bien qu'elles s'éloignent sans cesse d'une solution 
périodique dont elles sont infiniment rapprochées pour = — c. 

D'autres solutions remarquables sont plus difficiles encore à apercevoir (280). 
Je citerai d'abord les solutions périodiques de 2° espèce, caractérisées par ce 
fait que deux des corps.se rapprochent périodiquement de facon à presque se 
choquer. 

Nous avons encore les solutions périodiques de 2* genre; si l'on fait varier 
d'une maniére continue un des paramétres dont dépend le probléme, par exemple 
l'une des masses, on voit une solution périodique du 1° genre se déformer 
l'une facon continue, sa période restant égale à 7. A un certain moment, cette 
solution se dédouble pour ainsi dire, ou plutót se détriple, je veux dire qu'à un 
certain moment on a trois solutions périodiques trés peu différentes; l'une 
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d'elles a encore pour période T, les deux autres ont pour période un multiple de 
T. Ce sont les solutions périodiques du 2° genre. 

Je parlerai enfin des solutions doublement asymptotiques. Pour t= — v, 
elles sont infiniment voisines d'une solution périodique, puis elles s'en éloignent 
beaucoup, ensuite elles s'en rapprochent de nouveau de telle sorte que pour 
| — + c, elles en sont encore infiniment voisines. 

Pour étudier les propriétés et les rapports de ces différentes solutions, je 
me suis servi des invariants intégraux. Ces rapports sont trés compliqués de 
sorte que cette étude est éminemment propre à mettre en évidence la difficulté 
du probléme des Trois Corps. 

Je n'ai pu résoudre rigoureusement et complétement le probléme de la sta- 
bilité du systéme Solaire, en entendant ce mot dans un sens strictement mathé- 
matique. L'emploi des invariants intégraux m'a cependant permis (183, 280) 
d'atteindre certains résultats partiels, s’appliquant surtout au probléme dit re- 
streint, où les deux corps principaux circulent dans des orbites sans excentricité, 
pendant que le corps troublé a une masse négligeable. Dans ce cas, si on laisse 
de cóté certaines trajectoires exceptionnelles, dont la réalisation est infiniment 
peu probable, on peut démontrer que le systéme repassera une infinité de fois 
aussi prés que l’on voudra de sa situation initiale. C'est ce que jai appelé la 
stabilité à la Porsson. 


XIX. Probléme des Trois Corps; Développements approchés et applications. 
(47, 97, 115, 133, 149, 158, 159, 183, 208, 210, 214, 215, 216, 279.) 


Tous les théorèmes dont il a été question dans le $ précédent ont un ca- 
ractére commun, ils sont rigoureux. Ceux dont je vais parler maintenant ne 
seront en général qu'approchés et auront par conséquent avant tout un intérét 
pratique. Ce sont cependant les seuls dont les astronomes fassent et puissent 
faire effectivement usage. 

Dans quelles conditions ces séries divergentes peuvent-elles étre utilisées 
avec succès? C’est ce que j'ai cherché à éclaircir (279, Chapitre intitulé caleul 
formel). J’ai montré dans quelles limites, cet emploi est légitime, comme l'est, 
pour citer un exemple célèbre, celui de la série de SrIRLING et j'ai fait voir que 
les régles du caleul de ces séries sont les mémes que celles de séries ordinaires 

J'ai justifié ainsi l'emploi que font les astronomes de ce genre de develop- 
pements; et en particulier des développements trigonométriques. J'ai eherché 
en outre à perfectionner les méthodes qui permettent de les former 

Rappelons en quelques mots comment le probléme se pose. 


108 Henri Poincaré. 


On ne peut résoudre le probléme des » corps que par approximations suc- 
cessives, et la premiére idée qui s'est présentée a consisté à développer les coor- 
données des astres en séries ordonnées suivant les puissances des masses. C'est 
sur cette idée qu'est fondée toute la Mécanique céleste ancienne. Mails quels que 
soient les services qu'aient rendus autrefois ces anciens procédés et qu'ils soient 
capables de rendre encore, on n'a pas tardé à s'apercevoir de leur insuffisance 
et de leur impuissance à donner une approximation indéfinie. Dans les dévelop- 
pements auxquels ils conduisent, on voit en effet le temps entrer non seulement 
sous les signes sinus et cosinus, mais en dehors de tout signe trigonométrique. 
Ce fait suffit pour démontrer que le champ, oü les anciennes méthodes conser- 
vent leur efficacité, quelque étendu qu'il puisse étre, est certainement limité. 

C'est ce qui explique les efforts qu'ont faits les géométres pour remplacer 
les séries anciennes par des développements purement trigonométriques. Dans 
ces derniers temps, on a proposé deux méthodes remarquables qui paraissent 
atteindre complètement ce but. La première est celle de M. GYLDÉN, qui est 
fondée sur l'emploi des fonctions elliptiques; la seconde est celle de M. LINDSTEDT, 
dont je me suis surtout occupé. 

Dans cette derniére méthode, un artifice ingénieux permet à chaque approxi- 
mation de faire disparaître les termes séculaires qui peuvent s'étre introduits. Il 
est aisé de voir que cet artifice réussira toujours s'il n'y a qu'un terme à faire 
disparaitre; mails il n'en serait plus de méme s'il s'était introduit à la fois deux 
termes séculaires. Il est facile de vérifier d'ailleurs que, dans les premiéres ap- 
proximations, on n'a à se débarrasser que d'un seul terme; mais on peut se de- 
mander s'il doit en étre toujours ainsi. Un examen superficiel pourrait faire 
croire le contraire, et méme M. LixpsTEDT était disposé à penser que sa méthode 
ne réussirait que s'il n'y avait entre les arguments aucune relation linéaire. 

Je suis parvenu à démontrer que le terme séculaire qui peut apparaitre à 
chaque approximation est toujours unique et que, par conséquent, la méthode 
de M. Linpstepr est toujours applicable (97). Pour cela, j'ai eu recours à un 
théoréme qui semblait ne se rapporter en aucune facon à la question, c'est-à-dire 
au théoréme de GREEN. 

J'aurais pu également, comme je l'ai fait ensuite, (115, 133) employer les 
invariants intégraux ou bien me servir des théorèmes de JaconBr sur les équations 
de la Dynamique. 

La méthode de M. NEwcows est fondée sur les mêmes principes; mais elle 
s'applique plus naturellement aux cas les plus généraux du probléme des Trois 
Corps. J'y ai apporté de notables perfectionnements (183, 279, 208). La méme 
question se posait que pour la méthode de M. LiwpsrEDT. On pouvait disposer 
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de certaines arbitraires pour faire disparaitre les termes séculaires; mais il y 
avait deux fois plus de termes à faire disparaitre que d'arbitraires. Heureusement 
chaque fois que l'on fait disparaitre l'un de ces termes, un autre disparait spon- 
tanément. Je me suis servi de la méthode de Jacosı (279), pour démontrer cette 
disparition spontanée et la possibilité du développement. Une fois cette possi- 
bilité établie, j'ai donné (279, Chapitre XIV) le moyen de former effectivement 
et directement les séries. 

Il y avait là toutefois un grave inconvénient, puisqu'il fallait dans deux 
analyses entièrement séparées, démontrer la possibilité du développement et en 
caleuler les coéfficients. Ayant remarqué qu'une certaine expression devait étre 
différentielle exacte, j'en ai profité pour modifier la méthode (279, Chapitre XV). 
Certaines intégrations peuvent étre évitées et remplacées par des différentiations 
ou des opérations algébriques; il en résulte d'abord que la possibilité du deve- 
loppement devient presque évidente. De plus les caleuls sont simplifiés. La 
partie la plus pénible du calcul, bien qu'elle ne présente aucune difficulté théo- 
rique, c’est en effet la substitution des valeurs approchées des variables dans 
les deux membres des équations différentielles. La méthode nouvelle permet de 
diminuer de prés de moitié le nombre de ces substitutions. 

Mais on peut aller plus loin encore dans cette voie. C'est ce que j'ai montré 
plus tard (208). Je me suis servi d'une expression différentielle exacte analogue 
à celle dont je viens de parler et j'ai pu diminuer encore le nombre des sub- 
stitutions et des intégrations. On remarquera que le théorème de Porssox 
(invariabilité des grands axes en tenant compte du carré des masses) devient 
presque intuitif. 

Tous ces procédés se trouvent en défaut quand les moyens mouvements sont 
prés d'étre commensurables. Il faut alors employer une méthode dérivée de celle 
de DELAUNAY. Dans linvention première de cette méthode, j'ai été devancé de 
quelques jours par M. BoHLın, mais j'y ai apporté divers perfectionnements en 
me servant toujours des mémes principes. Je me bornerai à dire que cette 
méthode permet de discuter les cas singuliers dits «de libration» oü il y a com- 
mensurabilité exacte entre certains mouvements moyens. 

Quelle relation y a-t-il entre toutes ces méthodes et avec les anciens proce- 
dés? Telle est la question que je me suis posée (210) et j'ai montré qu'on pou- 
vait envisager certaines séries qui embrassent pour ainsi dire toutes ces méthodes 
En groupant les termes d'une certaine maniére, on retombera sur les anciennes 
méthodes. Avec d'autres modes de groupement, on tombera sur la méthode de 
NEWCOMB, ou bien encore sur celle de BOHLIx. 


Tous ces procédés s'appliquent naturellement à la Lune. Dans la théorie 
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de cet astre, ils sont méme plus nécessaires que partout ailleurs. C'est dans les 
théories lunaires les plus récentes, comme celles de Hitt et de Brown, que l'on 
voit le mieux limportance des solutions périodiques dont j'ai parlé plus haut. 
J'ai donné (214) une méthode pour déterminer le mouvement du perigée de la 
Lune qui diffère de celle de Hırr. Mais j'attirerai plutôt l'attention sur un 
autre mémoire (216) oü j'applique à notre satellite les procédés du mémoire 208. 
Ces procédés seraient surtout utiles pour obtenir un développement purement 
littéral des coordonnées de la Lune. J'ai signalé en passant diverses circon- 
stantes curieuses et presque paradoxales. 

Toutes les séries dont je viens parler ne peuvent étre employées qu'au point 
de vue du calcul formel et par conséquent du calcul approché. J'ai insisté à 
diverses reprises sur ce point important (183, 278, 279. 158, 159). 

Toutes ces méthodes si diverses peuvent étre employées pour se servir mu- 
tuellement de vérification, sans trop de calculs supplémentaires. Je citerai sur- 
tout un procédé de vérification fondé sur l'emploi des invariants intégraux (149). 


XX. Développement de la Fonction Perturbatrice. 
(190, 168, 173, 196, 206, 207, 209, 278.) 


Je me suis occupé de la fonction perturbatrice à plusieurs points de vue 
différents. 

J'ai d'abord cherché la valeur approchée des coéfficients des termes de rang 
très élevé. M. FLAMME avait déjà employé pour cet objet la méthode de M. Dar- 
BOUx sur les fonctions de trés grands nombres. Mais comme cette méthode sous 
sa forme primitive ne s'appliquait qu'aux fonctions d'une seule variable, M. 
FLaMME devait done décomposer chaque terme en une somme de produits. où 
chacun des facteurs ne dépendait que d'une seule anomalie moyenne. J'ai pré- 
féré considérer directement la fonction comme dépendant des deux anomalies 
moyennes. Des procédés analogues, sont encore, comme je l'ai montré, appli- 
cables dans ce eas. Seulement ils exigent une discussion; j'ai donné les prin- 
cipes qui doivent diriger cette discussion et j'en ai fait l'application dans un cas 
simple (278). 

On peut aussi considérer chaque coéfficient comme fonction des exeentri- 
cités et des inclinaisons, étudier les divers modes de développement de ces fonc- 
tions et chercher les conditions de leur convergence. Les conditions auxquelles 


EE 


jarrive (209) sont relativement simples. 
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On peut enfin chercher s’il y a des relations entre les divers coéfficients. 
J’en ai trouvé un certain nombre (196, 206, 207). 

Dans toutes ces recherches je me suis servi des relations de ces coéfficients 
avec les périodes de certaines intégrales doubles. 


XXI. Equilibre d'un fluide en rotation et figure des planetes. 
(54, 56, 63, 72, 94, 95, 96, 108, 111, 203, 212.) 


Je me suis occupé également d'une autre question de Mécanique céleste que 
l'on peut énoncer ainsi: 

Une masse fluide homogene ou hétérogéne est animée d'un mouvement de 
rotation autour d'un certain axe. De plus, ses molécules s'attirent d'aprés la loi 
de NEwTON. Quelles sont les formes d'équilibre qu'elle peut affecter? 

C'est là un probléme qui a beaucoup occupé les géométres depuis plus d'un 
siécle et demi, et dont l'importance se comprend sans peine. 

Dans le cas de l'homogénéité, auquel nous nous restreindrons, deux solutions 
étaient depuis longtemps connues: l'ellipsoide de révolution et l'ellipsoide à trois 
axes inégaux de JacoBr. Mais les conditions de stabilité de l'équilibre n'avaient 
pas été étudiées. 

On ignorait s'il y avait d'autres formes possibles quand M. MATHIESSEN et, 
après lui, Sir W. THomson, annoncérent l'existence de figures annulaires d'équi- 
libre. Mais la démonstration donnée par ces deux savants n'était pas parfaite- 
ment rigoureuse; d'ailleurs, M. MATHIESSEN supposait a priori que la section 
différait trés peu d'une ellipse. Jai montré (63) que cette hypothèse, légitime 
quand la section de l'anneau est trés petite, est erronée dans le cas général, ce 
qui rend trés douteuse l'existence de certains anneaux trés aplatis que le savant 
de Rostock avait appelés anneaux g. 

J'ai done cru nécessaire de faire une étude plus approfondie de ces figures 
(54, 94, 95). J'ai mis à l'abri de toute objection la démonstration de leur exis- 
tence et montré comment on peut en déterminer les principaux éléments avec 
une approximation indéfinie. 

Pour la détermination de ces éléments, j'ai fait usage d'une méthode que 
M"* KowALEVSKI avait déjà employée dans son Mémoire sur l'anneau de Saturne 
et qui est fondée sur le développement des périodes d'une fonction elliptique 
en séries ordonnées suivant les puissances croissantes du module. 

Il convient d'observer que ces anneaux sont des figures d'équilibre instable 

Dans un Mémoire plus étendu (72), j'ai repris la méme question, en déve- 
loppant les résultats obtenus dans deux Notes antérieures (56). Une premiere 
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difficulté se présentait sur ma route. Quand il s'agit d'intégrer de simples équa- 
tions différentielles, la méthode des approximations successives est parfaitement 
justifiée, parce que l'existence de l'intégrale a été tout d'abord rigoureusement 
démontrée. Il n'en est plus de méme dans le probléme actuel qui est beaucoup 
plus eompliqué; il peut rester au sujet de la légitimité de cette méthode quel- 
ques doutes qu'il s'agissait d'abord de dissiper. Pour démontrer rigoureusement 
l'existence des diverses solutions du probléme, j'ai employé un procédé tout à 
fait analogue à celui dont j'avais fait usage dans mes recherches sur les solutions 
périodiques du probléme des trois corps et où je prends pour point de départ 
un théoréme de M. KRONECKER. 

On reconnait d'abord que les diverses figures d'équilibre d'une masse fluide 
forment des séries linéaires; dans une méme série, ces figures dépendent d'un 
paramétre variable. Telles sont la série des ellipsoides de révolution et celle des 
ellipsoides de JacoBr. Mais il peut arriver qu'une méme figure appartienne à 
la fois à deux séries différentes. C'est alors une figure d'équilibre de bifurcation. 

A chaque figure est attachée une suite infinie de coefficients, que j'appelle 
coefficients de stabilité, parce que la condition de la stabilité, c'est qu'ils soient 
tous positifs. Quand un de ces coefficients s'annule, c'est que la figure corres- 
pondante est de bifurcation. 

Ainsi, si en suivant une série de figures d'équilibre on voit s'annuler un des 
coefficients de stabilité, on saura qu'il existe une autre série de formes d'équi- 
libre à laquelle appartient la figure de bifurcation. 

Un autre résultat, c'est que les deux séries linéaires dont cette figure fait 
partie échangent leur stabilité. Si, en suivant l'une des séries, on ne rencontre 
que des équilibres stables jusqu'à la figure de bifurcation. on n'y trouvera 
plus ensuite que des figures instables. Les figures stables appartiendront à 
l’autre série. 

Ces principes, appliqués à divers problèmes déjà traités par LAPLACE, m'ont 
permis d'en compléter la solution. 

Pour trouver les formes d'équilibre d'une masse fluide en rotation qui dif- 
férent peu d'un ellipsoide, il faut rechercher si, parmi les ellipsoides de révo- 
lution et ceux de JacoBr, il y a des figures de bifurcation. Pour cela il faut 
caleuler les coefficients de stabilité de ces ellipsoides. On trouve que ces coef- 
ficients dépendent des fonctions de LamE. 

J'ai done dû faire de ces fonctions une étude approfondie. J'ai démontré 
d'une maniére nouvelle que ces polynómes ont toutes leurs racines réelles et j'ai 
étudié la maniére dont ces racines se répartissent. 

En égalant à o les divers coefficients de stabilité, on obtient des équations 
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qui sont transcendantes, mais qui peuvent néanmoins se discuter d'une maniere 
compléte. Cette discussion montre que, parmi les ellipsoides de révolution, comme 
parmi les ellipsoides de Jaconr, il y a une infinité de figures de bifurcation. 

Il résulte de là qu'il y a d'autres formes d'équilibre que les ellipsoides et 
les anneaux. Ces figures nouvelles sont en nombre infini; elles sont convexes et 
ont toutes un plan de symétrie. Quelques-unes n'en ont qu'un; d'autres sont de 
révolution; d'autres enfin ont plusieurs plans de symétrie passant par l'axe. 

Il restait à étudier les conditions de stabilité de l'équilibre. ‚ai distingué, 
à l'exemple de Sir W. THomson, la stabilité séculaire, qui subsiste lorsqu'on tient 
compte de la viscosité, et la stabilité ordinaire, qui n'a lieu que lorsqu'on nég- 
lige cette résistance. En ce qui concerne la premiére de ces stabilités, j'ai 
montré qu'elle appartient aux ellipsoides de révolution, moins aplatis que celui 
qui est en méme temps un ellipsoide de Jaconr, et que les ellipsoïdes de Jaconr, 
qui satisfont à une certaine condition, en jouissent également. Les autres ellip- 
soides sont instables et il en est de méme des figures annulaires. Quant aux 
autres figures nouvelles que j'ai découvertes, elles sont toutes instables, à l'ex- 
ception d'une d'entre elles qui est pour ainsi dire piriforme. 

J'ai donné aussi une méthode pour déterminer les conditions de la stabilité 
ordinaire, mais je n'en ai fait qu'une application partielle qui permet, toutefois, 
de reconnaître que cette stabilité peut subsister quand la stabilité séculaire 
a cessé. 

Je ne puis d'ailleurs mieux résumer tous ces résultats qu'en faisant l'hypo- 
thése suivante: 

Imaginons une masse fluide se contractant par refroidissement, mais assez 
lentement pour rester homogéne et pour que la rotation soit la méme dans toutes 
ses parties. D'abord trés voisine d'une sphére, la figure de cette masse deviendra 
un ellipsoide de révolution qui s'aplatira de plus en plus; puis, à un certain 
moment, se transformera en un ellipsoide à trois axes inégaux. Plus tard, la 
figure cessera d'étre ellipsoidale et deviendra piriforme, jusqu'à ce qu'enfin la 
masse, se creusant de plus en plus dans sa partie médiane, se scinde en deux 
corps distincts et inégaux. 

L'hypothése qui précéde ne peut certainement s'appliquer au systéme so- 
laire. Quelques astronomes ont pensé qu'elle pourrait étre vraie pour certaines 
étoiles doubles, et que des étoiles doubles du type de ? de la Lyre presen- 
teraient des formes de transition analogues à celles dont nous venons de parler, 

Dans un de ces Mémoires (94), j'ai montré qu'aueune forme d'équilibre 
stable n'est possible si la vitesse de rotation dépasse une certaine limite 

On peut faire de ce principe une application aux anneaux de Saturne, 
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CrLERK MaxwELL a démontré que ces anneaux ne peuvent être solides et que, 
s'ils sont fluides, leur densité ne peut dépasser les ;3, de celle de la planète. 
D'autre part (96), je démontre que, si les anneaux sont fluides, ils ne peuvent 
étre stables qui si leur densité est supérieure au seiziéme de celle de Saturne. 
L'analyse semble done confirmer l'hypothése de M. TROUVELOT, qui considère 
les anneaux comme formés d'une multitude de satellites extrémement petits et 
ne croit pas pouvoir expliquer autrement certaines apparences observées. 

J'ai donné (108) une démonstration plus simple d'un théoréme de M. 
Lrapounorr, en vertu duquel la sphère correspond au maximum de la fonction 
potentielle, et je suis encore revenu à diverses reprises sur des questions analogues 
(111, 212) en donnant quelques égalités et inégalités curieuses. 

M. Rapau avait remarqué qu'aucune hypothèse ne peut rendre compte à 
la fois de laplatissement adopté et la valeur observée de la précession. Dans 
deux articles consacrés à la Figure de la Terre (203) j'ai confirmé la conclusion 
de M. Rapav. 


XXII. Astronomie, Questions Diverses. 
(31, 43, 58, 93, 114, 152, 195, 202, 213, 217, 281.) 


On a vu plus haut quel róle jouent en Astronomie les séries trigono- 
métriques. 

J'ai done au point de vue de ces applications été amené pour contribuer à 
la solution de cette question à étudier les conditions de convergence des séries 
trigonométriques (43, 93). J'ai reconnu ainsi deux faits principaux: 

1°. Si une pareille série est absolument convergente pour certaines valeurs 
du temps, elle l'est éternellement; il n'en est plus de même quand la conver- 
gence n'est plus absolue. 

2°. Une méme fonction ne peut pas étre représentée par deux séries diffé- 
rentes absolument convergentes. 

Je n'aj pu résoudre, de facon à me mettre à l'abri de toute objection, la 
question de la convergence des séries particulières de M. LiNpsTEDT; cependant, 
jai tout lieu de penser que ces séries ne convergent pas absolument, mais que, 
en ordonnant convenablement les termes, on peut les rendre semi-convergentes. 
La convergence pourrait alors ne subsister que pendant un intervalle de temps 
limité. 

On eroit d'ordinaire qu'une fonction représentée par une série trigonomé- 
trique absolument convergente ne peut croitre au delà de toute limite. C'est 


méme cette eroyance qui sert de fondement aux démonstrations anciennes de la 
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stabilité du systéme solaire et qui, depuis, a conduit les astronomes à faire tant 
d'efforts pour faire rentrer le temps sous les signes sinus et cosinus. Cette 
croyance est erronée; j'ai montré (31, 93) qu'une pareille fonction devient aussi 
grande que l’on veut si la convergence n'est pas uniforme. Mais il y a deux 
maniéres de croitre au delà de toute limite: une fonction peut «tendre vers l'in- 
fini». Il arrive alors qu'elle finit par dépasser une quantité quelconque, si grande 
qu'elle soit, pour rester ensuite constamment supérieure à cette quantité. Une 
fonction peut encore subir une infinité d'oscillations successives, de facon que 
lamplitude des oscillations croisse indéfiniment. J'ai montré (58) que les deux 
cas peuvent se présenter, en ce qui concerne la somme d'une série purement 
trigonométrique. En résumé, quand méme on arriverait à représenter les coor- 
données des astres par des séries trigonométriques convergentes, on n'aurait pas 
démontré la stabilité du systéme solaire. 

J'ai ensuite (202) étudié des procédés destinés à augmenter la convergence 
de certaines séries trigonométriques dont divers astronomes et en particulier M. 
GYLDEN avaient fait usage dans les quadratures mécaniques. 

Je reviendrai plus loin sur le travail que j'ai consacré aux marées (195) et 
qui intéresse également l'astronomie. 

Le caleul des perturbations des cométes par les quadratures mécaniques 
devient particuliérement pénible quand la cométe passe trés prés de l'astre troub- 
lant parce qu'à ce moment la distance des deux corps varie trés rapidement. 
J'ai indiqué (213) comment un emploi judicieux des intégrales elliptiques pouvait 
faciliter ce calcul. 

J'ai publié aussi un article (217) sur le rôle des observations du pendule en 
géodésie et j’ai montré comment les seules observations pendulaires, si elles étaient 
parfaites et complètes, pourraient suffire pour déterminer la forme de la Terre. 

Enfin dans la Préface que j'ai écrite pour les leçons de TISSERAND sur la 
détermination des Orbites, j'ai comparé les diverses méthodes en usage et j'ai 
montré qu'une orbite parabolique pourrait se déterminer à l'aide de trois ob- 
servations quelconques, par des formules où n’entrent que des fonctions ration- 
nelles. 


CINQUIEME PARTIE. 


PHYSIQUE MATHEMATIQUE. 


XXIII. Equations Différentielles de la Physique Mathématique. 
(107, 109, 113, 141, 142, 143, 144, 146, 151, 174, 185, 190, 195, 200, 220, 293, 295). 


Dans beaucoup de problémes de Physique Mathématique on rencontre des 
équations aux dérivées partielles du 2* ordre qui appartiennent toutes à peu prés 
au méme type et dont la plus simple est la célèbre équation de LAPLACE Ju — o. 

Ces problémes qui conduisent ainsi à des équations identiques ou presque 
identiques appartiennent cependant aux branches de la Physique les plus diverses. 
On rencontre ces équations en électrostatique, en magnétisme, en électrodyna- 
mique, dans la théorie de la propagation de la chaleur, dans celle de l'élasticité, 
en Optique, en Hydrodynamique. On les rencontre en Mécanique, dans la théorie 
du potentiel newtonien; et j'ajouterai enfin qu'elles jouent un róle capital en 
Analyse Pure et servent de fondement à la théorie des fonctions analytiques. 

La plus importante de ces équations est, comme je l'ai dit, l'équation de 
LAPLACE qui est l'équation fondamentale de la théorie de l'attraction newtonienne, 
de l'éleetrostatique, du magnétisme et de lhydrodynamique. Dans d'autres 
questions on a à envisager des équations un peu plus compliquées telles que: 


du, 
dit: 


Au—=ku, 4u= p Au=k 
dt 
Enfin en optique, en élasticité, on trouve des systémes de trois équations à trois 
inconnues oü figure encore le Laplacien 4. 
Nous parlerons plus loin dans une question d'Analyse pure, d'une équation 
analogue mais plus compliquée 


TRUC 


a 
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Mais ce n'est pas seulement par la forme des équations que ces problémes 
différent entre eux, c'est surtout par les conditions aux limites. Tantót la fone- 
tion inconnue u est assujettie à prendre des valeurs données sur une surface 


du 


dn 


fermée; tantót on se donne sur cette surface la dérivée normale , ou bien une 


relation entre w et du, 
dn 

Ces problemes ont été envisagés à plusieurs points de vue différents. Tantöt 
on a cherché seulement à démontrer qu'ils sont possibles et à établir en ce qui 
les concerne des «(héorémes d'existence». 

Pour ces théorémes d'existence eux-mémes, on s'est quelquefois contenté de 
démonstrations par à peu prés et à demi intuitives, dont le type est ce qu'on 
appelle le principe de DirIicHLET. Ces aperçus, dépourvus de véritable valeur 
mathématique, sont cependant de nature à satisfaire le physicien parce qu'ils 
laissent en évidence, pour ainsi dire, le mécanisme physique du phénomène. IIs 
sont généralement fondés sur la considération d'une intégrale définie simple ou 
multiple qui ne pouvant s'annuler doivent admettre un minimum. 

D'autres fois, on s'est préoccupé de démontrer rigoureusement ces théorèmes 
d'existence et pour cela on a imaginé des procédés d'approximations successives 
dont on pouvait établir la convergence. Cette convergence est en général trop 
lente et les approximations trop compliquées pour que l'on puisse y voir autre 
chose qu'un moyen de démonstration et pour que le calcul effectif soit possible. 

Enfin on a cherché à résoudre ces problémes au moyen de séries procédant 
suivant certaines fonctions que l'on peut appeler harmoniques, parce que la re- 
présentation d'un phénomène quelconque par une pareille série est analogue à 
la décomposition d'un son complexe en ses harmoniques. Les types de ces séries 
sont la série de FoURIER, celle de LaPLACE qui procède suivant les fonctions 
sphériques, et les diverses séries considérées par FOURIER dans l'étude du re- 
froidissement des corps solides. 

Dans l'application de cette méthode, on rencontre plusieurs difficultés suc- 
cessives. I] faut d'abord démontrer l'existence des fonctions harmoniques, ce 
qui se fait comme pour les autres théorémes d'existence, par les procédés dont 
je viens de parler. On doit ensuite calculer les coéfficients des séries, ce qui 
généralement est facile. Il reste enfin à démontrer la convergence de la série 
et on a alors une difficulté grave à surmonter. 

Tels sont les différents points de vue auxquels j'ai dà envisager successive- 
ment tous ces problémes. 

Je me suis occupé d'abord de l'équation de LapLack. La théorie de cette 
équation est intimement liée à celle du potentiel. Mais les propriétés du po- 
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tentiel n’avaient pas toujours été démontrées ni avec assez de généralité, ni avec 
assez de rigueur. Je m'en suis apercu quand j'ai voulu les enseigner et aussi 
quand j'ai voulu les appliquer à des questions d'Analyse. J'ai cherché (295) à 
perfeetionner ces démonstrations et j'ai eu besoin également (190) de les étendre 
à l’espace à plus de trois dimensions. 

En ce qui concerne l'équation de LapLacE, bien des méthodes avaient déjà 
été proposées en vue de la démonstration rigoureuse du théorème d'existence. 
Les principales étaient celles de ScHwarz et de NEUMANN. J'en ai proposé une 
troisième, entièrement nouvelle (107, 200) et qui est connue aujourd'hui sous 
le nom de méthode du balayage. Elle présente, comme méthode de démonstra- 
tion, l'avantage de la généralité et elle permet de supprimer certains intermédi- 
aires. En revanche elle semble, moins que celle de NEUMANN, susceptible de 
s'approprier au caleul numérique. 

L'élégante méthode de NEUMANN ne paraissait applicable qu'aux surfaces 
convexes. J'ai reconnu (151, 185) qu'elle était beaucoup plus générale, j'ai montré 
rigoureusement qu'elle s'appliquait à toutes les surfaces simplement connexes et 
jai fait voir qu'elle était probablement applicable à une surface tout à fait 
queleonque; c'est ce qui a d'ailleurs été confirmé depuis. Je suis malheureuse- 
ment obligé d'admettre le principe de DIRICHLET qu'il faut établir d'abord par 
exemple par la méthode du balayage, de sorte que la démonstration doit se faire 
en deux temps. 

Les mémes prineipes peuvent s'étendre au probléme de l'équilibre d'un 
corps élastique qui est beaucoup plus compliqué puisqu'il y entre trois équa- 
tions à 3 inconnues. J'ai montré (156) qu'on pouvait résoudre ce probléme par 
une méthode tout à fait analogue à celle de NEUMANN. Je n'ai pas néanmoins 
développé cette idée et au lieu de démontrer rigoureusement la convergence du 
procédé, je me suis borné à un apercu, analogue au «principe de DIRICHLET», 
qui, il est vrai, n'est pas suffisamment rigoureux, mais qui ne permet pas de 
douter sérieusement du résultat. 

Je suis revenu à diverses reprises sur le problème de Fourier relatif aux 
lois du refroidissement des corps solides. Dans mes premiers mémoires, je me 
suis placé plutót au point de vue du physicien et j'ai montré l'existence des 
fonctions harmoniques par des aperçus analogues au principe de DIRICHLET 
(109, 113, 200). C'est à ce méme point de vue que je me suis placé le plus souvent 
dans mon enseignement (293). 

C'est seulement plus tard (143, 220) que j'ai donné une démonstration ri- 
goureuse de ces théorémes d'existence. L'équation est la méme que celle des 
vibrations d'une membrane. M. Schwarz avait démontré l'existence de la pre- 
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mière harmonique, M. Picarp celle de la seconde. J'ai démontré d'une facon 
plus simple l'existence de toutes les harmoniques. La méthode de démonstration, 
toujours fondée sur l'a considération de certaines intégrales si heureusement in- 
troduites par M. SCHWARZ, repose en outre sur l'étude d'une certaine fonction 
méromorphe d'un paramétre auxiliaire. En multipliant cette fonction par un 
polynóme convenable, on fait disparaitre quelques-uns de ces póles; le cercle de 
convergence s'étend et on peut aborder l'étude d'harmoniques d'ordre de plus 
en plus élevé. 

Cette méthode ne s'applique pas seulement au probléme du refroidissement 
et à celui des membranes. J'ai dit plus haut comment j'avais abordé l'étude 
de l'équation de LarracE par la méthode de Neumann et celle de l'équilibre 
des corps élastiques. Dans cette double étude je me suis encore servi des in- 
tégrales de Schwarz et de la fonction méromorphe auxiliaire dont je viens de 
parley. 

Mais on peut encore employer les mémes procédés dans des questions bien 
différentes. Je m'en suis servi par exemple pour étudier l'équilibre et le mou- 
vement des mers (146, 195). Dans le probléme statique, par exemple, qui est 
sensiblement réalisé dans les marées à longue période, on rencontre, si l'on veut 
tenir compte de l'influence de la forme des continents, des fonctions harmoniques 
analogues aux fonctions sphériques et dont l'existence peut encore se démontrer 
par les mémes méthodes. Le probléme dynamique, tel qu'on doit le traiter 
pour les marées à courte période, présente évidemment plus de difficultés. Il se 
simplifierait si l'on pouvait négliger la force de Coriolis. L'équation oü on serait 
ramené serait encore celle des vibrations d'une membrane dont la tension et la 
densité seraient variables. Si l'on tient compte de la force de Coriolis, tout 
devient plus complexe. Les intégrales de Scuwarz doivent être remplacées par 
d'autres intégrales plus compliquées, quoique analogues; mais la marche générale 
du caleul reste la méme. 

Une équation de méme forme Ju — e“ peut encore être traitée de la méme 
maniere. Ce n'est plus cette fois en vue d'applications physiques, mais en vue 
d'applications analytiques. J’ai dit plus haut quelle était l'importance de cette 
équation dans la théorie des fonctions fuchsiennes. M. Picarp l'a intégrée le 
premier. La méthode que j'ai proposée est entièrement différente et repose sur 
des principes analogues à ceux dont je viens de parler. Une difficulté nouvelle 
se présentait toutefois, c'est que notre équation n'est pas linéaire comme le sont 
d'ordinaire celles de la Physique Mathématique. Ce qui caractérise ma méthode 
et la distingue de celle de M. Picarp, c’est qu'elle embrasse tout de suite la 
totalité de la surface de Rırmann envisagée, tandis que M. Picanp considère 
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d'abord un domaine limité, et étend ensuite ses résultats de proche en proche 
jusqu'à ce qu'ils soient établis pour la surface entiére (Vide supra 8 I). 

Une autre équation linéaire aux dérivées partielles a été l'objet de mes re- 
cherches (141). C'est l'équation des télégraphistes, qui par sa forme tient le milieu 
entre l'équation des cordes vibrantes et celle de la chaleur. Les résultats aussi 
sont intermédiaires à ceux que donnent ces deux équations. Dans le cas des 
cordes vibrantes l'onde se propage avec une vitesse constante sans se déformer, 
sans s'étaler, sans envoyer d’avant-garde ni laisser d'arriére-garde. Dans le cas 
de la chaleur, l'onde s'étale immédiatement sur le fil conducteur tout entier, 
sans qu'on puisse lui assigner une commencement ou une fin. Dans le cas de 
Pélectricité, la tête de londe s’avance régulièrement avec la vitesse de la lu- 
miére; mais l’onde laisse derriére elle un résidu, une sorte de queue. 

Les conditions à remplir aux limites sont trés différentes de celles que nous 
avons envisagées jusqu'ici. J'ai pu mettre en évidence les faits que je viens 
de signaler par une méthode oü le róle principal est joué par la théorie de 
Caucuy sur les intégrales prises entre des limites imaginaires. Je suis revenu 
sur ce sujet à plusieurs reprises (293, 292). 

Mais dans l'étude de ces équations aux dérivées partielles, je me suis éga- 
lement placé au point de vue du développement en séries harmoniques. L'exis- 
tence des fonctions harmoniques était établie par les théorèmes d'existence dont 
jai parlé plus haut, mais la convergence des séries ne pouvait se démontrer sans 
diffienlte. C'est Cavcuv qui a le premier imaginé une méthode générale appli- 
cable à un grand nombre de ces séries. J'ai présenté cette méthode de Caucuy 
sous une forme particuliére (293) qui en montre le véritable esprit et qui fait 
comprendre quels sont les obstacles qu'il reste à vaincre quand on veut l’appli- 
quer à un probléme particulier. 

Dans le cas du refroidissement de la sphére ou du cylindre, les fonetions 
harmoniques sont faciles à former puisque ce sont les fonctions bien connues de 
BrssEL. J'ai pu dans ces cas particuliers pousser jusqu'au bout l'application 
de la methode de Caucuy (142, 293). : 

L'une des plus importantes de ces séries est celle de LapLACE qui procède 
suivant les fonetions sphériques. La convergence a été démontrée par LEJEUNE 
DrgicnunLET. J'ai introduit successivement (144, 293) de telles simplifications dans 
cette démonstration qu'elle devient presque méconnaissable. Je m'appuie sur la 
convergence de la série de Fourier et sur certaines propriétés des fonctions 
de variables imaginaires. J'espère que la forme donnée au raisonnement en fa- 
cilitera l'extension à d'autres problémes analogues. 

J'avais également à traiter la convergence des séries harmoniques que l'on 
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rencontre dans la théorie de la propagation de la chaleur ou dans celle des vi- 
brations d'une membrane. Je me suis contenté d'abord (109, 113, 200) de simples 
apercus. Je montrais seulement par exemple que l'intégrale du carré de l'erreur 
commise tendait vers zéro quand on prenait dans la série un plus grand nombre 
de termes. Un pareil résultat, suffisant pour les applications physiques, ne 
pouvait satisfaire le mathématicien. 

Depuis j'ai obtenu des démonstrations rigoureuses (220); mais à la condi- 
tions de faire des hypothéses restrictives sur la fonction à développer. Cela n'a 
pas d'ailleurs d'importance au point de vue des applications, car on peut tonjours 
trouver une fonction qui satisfasse à ces hypothèses restrictives et qui diffère 
aussi peu que l'on veut de la fonction donnée. 


XXIV. Critique des Théories Physiques. 


(116, 117, 121, 122, 123, 125, 129, 137, 154, 155, 157, 160, 161, 162, 175, 184, 185, 
232, 233, 234, 239, 240, 241, 259, 275, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 
293, 294, 298.) 


Dans le paragraphe précédent, j'ai envisagé pour ainsi dire les problémes 
de Physique mathématique; je vais les considérer maintenant par le cóté phy- 
sique. 

J'ai publié dans une série de volumes mes cours de Physique Mathématique. 
Je reviendrai sur ces volumes au point de vue de l'enseignement ($ XXXI); j'en 
parlerai encore à propos des idées philosophiques exposées dans les Préfaces 
(8 XXIX). Pour le moment, je ne m’occuperai que de l'intérêt qu'ils présentent 
pour la physique proprement dite. J’ai été amené à passer en revue les dif- 
férentes théories physiques et à les soumettre à la critique. 

J'ai consacré d'ailleurs au méme objet un certain nombre de notes et 
d'articles. 

La chaire de Physique Mathématique a pour titre officiel: Caleul des Pro- 
babilités et Physique Mathématique. Ce rattachement peut se justifier par les 
applications que peut avoir ce caleul dans toutes les expériences de Physique; 
ou par celles qu'il a trouvées dans la théorie cinétique des gaz. Quoi qu'il en 
soit, je me suis occupé des probabilités pendant un semestre et mes lecons ont 
été publiées (294). La théorie des erreurs était naturellement mon principal 
but. J'ai dà faire d'expresses réserves sur la généralité de la «loi des erreurs»; 
mais j'ai cherché à la justifier, dans les cas où elle reste légitime, par des con- 
sidérations nouvelles. J'ai montré que si l'erreur totale résulte de l'accumula- 
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tion d'un grand nombre de petites erreurs partielles, si ces derniéres suivent des 
lois queleonques, mais symétriques, l'erreur résultante totale sera soumise à la 
loi de Gauss. 

Je ne m'étendrai pas sur les lecons que j'ai consacrés aux Tourbillons (290) 
ou à la Capillarité (288); ce qu'elles peuvent contenir de nouveau intéresse 
plutót l'enseignement. 

J'ai consacré un volume à la Thermodynamique (291). Je signalerai seule- 
ment dans ce volume la discussion de l'inégalité de CLAUSIUS 


La démonstration de cette inégalité avait donné lieu à de longues controverses; 
jai cherché à la mettre à l'abri de toute objection. 

Dans la démonstration des théorèmes de GIBBS, on rencontre une difficulté 
qui avait échappé à plusieurs savants éminents. C'est celle qui se rapporte à 
l'évaluation de l'entropie d'un mélange gazeux. On en triomphe d’ordinaire 
aujourd'hui en faisant intervenir les propriétés de l'osmose. J'en suis venu à 
bout par un moyen tout différent, en faisant intervenir les propriétés de la 
dissociation du carbonate de chaux. 

L'irréversibilité des phénoménes thermodynamiques a préoccupé de nom- 
breux chercheurs. On en a voulu donner plusieurs explications mécaniques. 
La première est celle de HELMHOLTZ; j'ai montré (116) qu'elle ne suffit pas pour 
rendre compte des faits (vide infra $ XXVIII). La seconde est celle qui se rattache 
à la théorie cinétique des gaz. J'y ai fait diverses objections qui me semblent 
la rendre peu vraisemblable, mais qui cependant ne sont pas décisives. J’ai 
discuté en particulier dans deux notes (137) divers points de cette théorie, ce 
qui m'a donné l’occasion de rectifier une faute de calcul faite par MAXWELL à 
propos de la relation entre la conductibilité et la viscosité des gaz. J'ai d'autre 
part justifié le principe de BorrZMANN et montré sa légitimité dans des cas où 
il avait été contesté (259). 

J'ai exposé à deux reprises différentes la théorie générale de l'élasticité 
(284, in initio, 289). J’ai montré quelles relations il doit y avoir entre les 21 
coéfficients d’élasticité 1° dans lhypothése des forces centrales, 2° dans le cas 
où la pression est nulle à l'état d'équilibre. Ces résultats supposent qu'il n'y a 
que des molécules d'une seule sorte, et ne s'appliqueraient pas par conséquent, 
au moins immédiatement, à deux milieux différents se pénétrant mutuellement. 
Ils ont donné lieu à des objections que j'ai facilement réfutées (125). 
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Dans la suite de mon livre (289) j’ai signalé (page 134) une erreur commise 
par Lame. 

Je me suis occupé aussi d'un probléme particulier d'élasticité (129) à propos 
d'une expérience de M. Cornu. J’ai montré que certaines relations, qui partout 
sont approchées, deviennent rigoureusement exactes sur les arêtes d'un prisme 
à base rectangulaire. 

Les équations de l'élasticité s'appliquent immédiatement à l'Optique. J'ai 
cherché à réunir dans une exposition commune toutes les théories optiques des 
ondes. En particulier (284) j'ai montré comment dans le cas de la double ré- 
fraction, les théories de FREsNEL, de NEUMANN et de SARRAU se déduisent des 
équations générales du milieu élastique. De méme, gráce à l'emploi des «con- 
ches de passage», les diverses théories de la réflexion sont notablement simpli- 
fiées et on comprend mieux leurs rapports mutuels. 

Que résulte-t-il de ce rapprochement entre la théorie de FRESNEL où la 
vibration est supposée perpendiculaire au plan de polarisation, et celle de NEv- 
MANN où elle est regardée comme parallèle à ce plan? On sait que ces deux 
théories ont jusqu'ici également bien rendu compte des faits; mais la compa- 
raison que j'ai faite entre ces deux théories m'a montré la raison de ce fait. 
Cette raison est générale. Tout fait dont une des théories rendra compte, sera 
également bien expliqué par l'autre, de sorte qu'aucune expérience optique ne 
pourra décider entre elles. 

On a voulu chercher un critère décisif dans les phénomènes de diffraction, 
dans la réflexion métallique et surtout dans l'expérience célébre de WIENER. 
J'ai montré (121, 122) qu'on s'était fait là une illusion. 

Le principe de HuvGHENS et ses applications à la diffraction m'a longtemps 
occupé. J’ignorais à cette époque les travaux de KIRCHHoFF; l'interprétation 
que j'ai proposée pour le principe de HvvanENs présente les plus grandes ana- 
logies avec celle de Kircuuorr; elle repose également sur la considération d'une 
intégrale analogue au potentiel newtonien. 

J'ai abordé aussi le probléme d'une autre maniére (284 page 300; 285, page 
98) en déduisant directement des équations la propagation rectiligne de la lu- 
mière comme première approximation; et la diffraction comme seconde approxima- 
tion. Je montre ainsi que la direction du rayon lumineux doit étre conforme 
au principe de HuvaHENs; en ce qui concerne la seconde approximation, je 
cherche à illustrer la théorie générale par un exemple simple, en étudiant les 
cas de propagation anormale des ondes dans un faisceau trés délié (128, 285). 

Quoi qu'il en soit, la théorie de la diffraction restait trés imparfaite. Non 
seulement la question de la polarisation était laissée de cóté, mais certains phé- 
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noménes que M. Gouy appelle «diffraction éloignée» restaient complètement 
inexpliqués. J’ai cherché à donner une théorie de la diffraction éloignée et de 
la polarisation par diffraction (184, 186); malheureusement j'étais obligé de faire 
certaines hypothèses, assez voisines de la réalité pour donner une idée générale 
de la marche des phénomènes, pas assez toutefois pour en asseoir la théorie com- 
plète et définitive. 

J'ai passé en revue dans mes lecons publiées les principales théories de 
l’eleetrodynamique (286, 287, 298). Mais j'ai consacré aussi plusieurs notes à 
certaines questions particuliéres. J'ai discuté (117) la loi électrodynamique de 
WEBER et ses rapports avec le principe de la conservation de l'énergie. J'ai 
étudié (123) les conditions d'équilibre d'un liquide diélectrique placé dans un 
champ électrique, je voulais montrer qu'on pouvait faire cette théorie de la facon 
la plus élémentaire et sans faire intervenir les pressions de MAXWELL. J'ai traité 
(176) des rapports du phénomène de HALL avec la théorie de LORENTZ. 

J'ai consacré (240) un article à l'induction unipolaire. Les lignes de force 
magnétiques sont-elles entrainées par les aimants en mouvement ? Ma conclusion 
est que cette question si controversée est dénuée de sens. 

Mais je me suis surtout occupé des rapports de l'Electrodynamique et de 
l’Optique. J'ai traité à plusieurs reprises du phénomène de ZEEMANN (234, 239, 
298). L'un de ces articles a été critiqué par LonENTZ. L'expérience décidera. 
Si l’on confirme définitivement les expériences de ZEEMANN sur la dissymétrie 
du triplet dans un champ faible, relatées par LoRENTZ dans son rapport au 
Congrés de Physique (Tome III, page 31), ce sera LoRENTZ qui aura raison. 

J'ai passé en revue (286, 287, 298, 232) les principales théories électro- 
magnétiques de la Lumiere, celles de MAXWELL, de HELMHoLTZ, de Hertz, de 
Lorentz et de Larmor. La plus satisfaisante m'a paru étre celle de LoRENTZ. 
Jy ai fait cependant une objection; cette théorie n'est pas conforme au prin- 
cipe de l'égalité de l'action et de la réaction (supposé appliqué à la matiére 
seule) (232, 298). Je suis revenu (275) plus en détail sur les relations de la 
théorie de LoRENTZ avec ce principe. 

J'ai été amené enfin à m'oecuper des rayons cathodiques et des rayons 
RówTGEN. J’ai donné (162) l'explication d'une expérience de M. BIRKELAND, en 
déterminant la trajectoire des rayons cathodiques dans un champ variable. 
J'ai réfuté (154, 155, 233) les idées de M. JAUMANN sur ces rayons. 

J'ai fait (157, 160, 161) diverses observations à propos de certaines expéri- 
ences relatives aux rayons RóNTGEN. C'est dans un article de vulgarisation 
(260) que j'ai émis au sujet des rayons RÖNTGEN une hypothèse qui a exercé 
une certaine influence sur le développement de la Science. Je me suis demandé 
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s'il n'y aurait pas quelque relation entre ces rayons et les phénoménes de phos- 
phorescences. Plusieurs savants ont alors dirigé leurs recherches de ce cóté. 
Quelques-uns n'ont obtenu que des succès partiels ou douteux. Mais M. Bec- 
QUEREL a réussi complétement et a découvert les rayons qui portent son nom. 
Les phénoménes qu'il a observés ne sont pas sans analogie avec ceux que j'avais 
prévus; mais ils sont beaucoup plus extraordinaires encore. 


XXV. Oscillations hertziennes. (119, 126, 132, 140, 2923, 224, 225, 287, 292.) 


Je crois devoir mettre à part, à cause de leur nombre les articles que j'ai 
consacrés aux oscillations hertziennes. Le premier est une note (119) oü j'ai 
rectifié une erreur de calcul commise par Hertz dans la détermination de la 
période. Cette rectification était facile, mais il importait de la faire prompte- 
ment; car à ce moment, cette erreur, si elle était restée inapergue, aurait pu 
arréter les progrés de la Science. 

J'ai donné dans d'autres notes et dans mes lecons, des procédés en vue du 
caleul plus ou moins approché de la période d'un excitateur, et j'ai discuté les 
différentes circonstances qui influent ou qui sembleraient devoir influer sur cette 
période (126, 223, 224, 292). 

Le phénoméne de la résonance multiple découvert par MM. Sarasin et DE 
LA Rive semblait assez paradoxal. J'en ai donné une explication simple (225, 
292) fondée sur l'amortissement rapide des oscillations. Cette explication a été 
confirmée expérimentalement d'abord par M. BJERKNES, puis par d'autres physi- 
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J'ai étudié enfin (132, 140) la propagation d'une onde hertzienne le long 
d'un fil. J'ai montré que l’affaiblissement de cette onde est due à deux cau- 
ses; le rayonnement et la chaleur de Joure. La première de ces causes croit 
avec le diamétre du fil, tandis que la seconde décroit. L'expérience semble in- 
diquer que la seconde est prépondérante. 


SIXIEME PARTIE. 


PHILOSOPHIE DES SCIENCES. 


XXVI. Arithmétique et Analyse. (244, 247.) 


Voulant approfondir la philosophie des sciences mathématiques, je devais 
d'abord étudier ces sciences dans les parties ou elles sont le plus dégagées d'élé- 
ments sensibles et en général d'éléments étrangers. C'est là que j'avais le plus 
de chance de pénétrer la véritable nature du raisonnement mathématique. Or 
c'est en arithmétique que la notion fondamentale de nombre règne dans toute sa 
purété. C'est donc à l'arithmétique que je devais emprunter mes exemples et non 
pas à la géométrie comme le font la plupart des philosophes. 

J'ai reconnu pourtant (247) que méme en arithmétique le raisonnement 
mathématique n'est pas un simple syllogisme, et que partout le syllogisme est 
stérile. Le raisonnement mathématique exige l'emploi d'une sorte d'induction 
qui diffère de l’induction ordinaire parce qu'elle entraîne la certitude absolue. 
C'est à cette induction que l'on a recours par exemple, quand on affirme qu'un 
théoréme démontré pour le nombre 1, est vrai pour tous les nombres, si l'on 
établit qu'il est vrai de n + ı s'il l’est de n. 

Comment passe-t-on maintenant du nombre pur au continu et de l'Arith- 
métique à l'Analyse? J'ai étudié (244) les origines de la notion du continu 
mathématique; j'ai montré qu'elle ne saurait dériver de l'expérience et qu'elle 
différe beaucoup de la notion du continu physique, qui nous vient des sens. 
Celle-ci est régie par la célébre «loi de FECHNER» qui (si on voulait traduire 
littéralement les expériences qui lui servent de fondement) devrait s'exprimer 
par la formule contradictoire: 


A>B, AC G —B: 
C'est pour lever cette contradiction que l'esprit a créé le continu mathématique. 


Sa puissance créatrice n'est pas épuisée ainsi, et s'il ne l'exerce pas de nouveau 
c'est par ce que l'expérience ne lui en fournit pas l'occasion. 
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XXVII. Géométrie. (226, 248, 249, 251, 252, 254, 256, 257.) 


Je me suis à plusieurs reprises, occupé d'éclaircir les origines de la géométrie 
et celles de la notion d'espace. 

Je me suis demandé (226, 256) quel est le véritable caractére des vérités 
géométriques et en particulier du postulatum d'Euclide. Ce postulat est il un 
fait d'expérience, une nécessité logique, ou un jugement synthétique a priori? 
Rien de tout cela, c'est une convention et il n'est pas plus raisonnable de se 
demander si ce postulat est vrai et la géométrie de LOBATCHEFFSKI fausse que 
de rechercher si le systéme métrique est vrai et si le systéme de la toise et du 
pied est faux. 

Comme Lie je crois que la notion plus ou moins inconsciente du groupe 
continu est la seule base logique de notre géométrie. Comme HELMHOLTZ je 
crois que l'observation des mouvements des corps solides en est l'origine psycho- 
logique. Mais je ne fais pas pour cela dériver la géométrie de l'expérience; loin 
de là. Les expériences sur les solides n'ont été que l’occasion qui, parmi tous 
les groupes continus dont nous aurions pu faire une géométrie, nous a fait choisir 
le groupe euclidien, non comme le seul vrai, mais comme le plus commode. 

J'ai recherche également à analyser l'origine psychologique de la notion 
d'espace (248, 254). Comment parmi les changements que nos sens nous révé- 
lent dans les objets extérieurs distinguons-nous les changements d'état des 
changements de position? C’est que ces derniers peuvent toujours être corrigés 
par des «changements internes» (mouvements du corps) qui eux-mémes se dis- 
tinguent des «changements externes» parce qu'ils sont volontaires et parce 
qu'ils sont accompagnés des sensations que l'on est convenu d'appeler muscu- 
laires. Il en résulte d'abord qu'un être immobile serait incapable de créer la 
géométrie. 

La notion de l'espace ne peut donc faire partie intégrante d'aucune de nos 
sensations prise isolément. C'est seulement quand nous observons l'ordre dans 
lequel ces sensations se succèdent que cette notion peut prendre naissance. Or 
s'il est absurde de supposer que nous puissions imaginer des sensations diffe- 
rentes de nos sensations normales, nous pouvons au contraire avec quelque effort 
imaginer une succession de sensations, pareiles individuellement à nos sensa- 
tions normales, mais se suceédant dans un ordre anormal. Nous pouvons 
imaginer que ces sensations suivent d'autres lois et par exemple qu'elles s'ordon- 
nent, non conformément à la structure du groupe euclidien, mais conformément 
à la structure d'un autre groupe. Des étres qui éprouveraient nos sensations 
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normales dans cet ordre anormal, créeraient une géométrie différente de la nôtre. 
C'est en ce sens que j'ai pu dire (256) sous une forme légérement paradoxale: «quel- 
qu'un qui voudrait y consacrer sa vie, arriverait à se figurer l'espace à quatre 
demensions». Dans un autre article (257), jai décrit un monde fictif dont les 
habitants seraient nécessairement conduits à créer la géométrie de LoBar- 
CHEFFSKI. 

Plus paradoxal encore est ce que je dis du point géométrique. Cette notion 
en apparence immédiate et primitive ne me semble pas résister à l'analyse et 
jen cherche l'origine dans la structure du groupe euclidien et l'étude des sous- 
groupes qui y sont contenus. Je cherche à montrer que de quelque facon qu'on 
aborde la question, on sera toujours ramené à cette conséquence (248, 249, 254). 

J'ai réfuté (251, 252) les idées de M. RusseELt sur les fondements de la 
géométrie. Ce philosophe attribue à l'expérience un róle important dans la ge- 
nése de la géométrie. Je lui ai objecté ce que j'avais dit ailleurs (256) qu'il est 
impossible d'expérimenter sur des droites ou des figures abstraites; que l'ex- 
périence ne peut porter que sur des corps matériels, et qu'alors si on opére 
sur les corps solides, on aura fait une expérience de mécanique, que si on opére 
sur les rayons lumineux, on aura fait une expérience d'optique, mais qu'on 
n'aura jamais fait une expérience de géométrie. 

Bien que sur certans points je fusse d'aecord avec M. RussELL et que je 
rendisse justice à son talent, j'ai été obligé de combattre également quelques 


autres idées de cet auteur. 


XXVIII. Mécanique. (116, 245, 246, 250, 253, 262, 303; 291, préface.) 


Mes recherches sur les principes de la Mécanique ont été inspirées par le 
méme esprit. 

La notion du temps nécessitait d'abord un examen critique analogue à 
celui que j'avais fait subir à la notion d'espace. On admet généralement, non 
seulement que le temps est relatif, mais que l'égalité de deux durées ne peut 
étre percue directement et ne peut méme étre définie que par une sorte de con- 
vention. ‚ai cherché à montrer (250) que la notion méme de la simultaneite 
de deux événements a aussi quelque chose d'un peu arbitraire, j'allais dire d'un 
peu conventionnel. 

J'ai discuté (116, 245, 246) la portée philosophique du second principe de 
la Thermodynamique. Ce principe est ou semble être en contradiction avec l'hy- 
pothése du mécanisme universel. J'ai parlé plus haut (§ XXIV) des diverses ten- 
tatives qui ont été faites pour lever cette contradiction et des discussions aux- 
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quelles elles ont donné lieu. J'ai cherché à mettre les philosophes au courant 
de ces controverses. 

Les principes de la Mécanique sont-ils a priori ou bien leur origine est elle 
empirique? Aucune de ces deux solutions n'est entièrement satisfaisante. Quelle 
position convient-il d'adopter entre les deux? Je suis revenu sur ces problémes 
à plusieurs reprises (253, 262, 302). Ce sont des faits expérimentaux qui nous 
ont conduits à adopter les principes fondamentaux de la Mécanique, celui de 
linertie, celui de l'égalité de l'action et de la réaction, celui du mouvement re- 
latif. Devons-nous conclure que ces lois ne sont qu'approchées, que des expéri- 
ences nouvelles nous conduiront à y ajouter de petits termes correctifs? Pour 
nous en rendre compte, il nous suffit d'essayer d'énoncer correctement ces prin- 
cipes, en les appliquant à la totalité de l'Univers. Nous reconnaissons alors 
que, quand on veut leur donner une forme absolue, ils deviennent invérifiables 
parce que nous ne pouvons connaitre que les mouvements relatifs. Nous reste- 
rons done toujours libres de les conserver, sans crainte d'étre démentis, et nous 
les conserverons parce que l'expérience nous a appris qu'ils sont commodes. 
Voilà pourquoi l'expérience qui leur a donné naissance, ne pourra plus les 
détruire, 

Les mémes considérations s'appliquent à un principe qui touche de plus 
prés encore à la Physique, celui de la conservation de l'énergie. C’est ce que 
je me suis effore& de démontrer (291, préface; 253, 302). Quand on veut donner 
à ce principe une valeur absolue, on le voit pour ainsi dire s'évanouir en une 
tautologie. Il semble qu'il se soit mis ainsi hors des atteintes de l'expérience. 
Il n'est pas impossible toutefois que des expériences nouvelles nous empéchent 
de lui attribuer une portée universelle, en nous montrant qu'il ne pourrait re- 
cevoir une nouvelle extension sans perdre sa fécondité. C'est ce que j'ai cherché 
à expliquer (264). 

Quoi qu'il en soit de ces considérations, je me suis efforeé de montrer pour- 
quoi la Mécanique est et doit rester une science expérimentale (302). 


XXIX. Physique. (263, 188, 264; préfaces, 294, 284, 286, 291, 298.) 


En pénétrant dans le domaine de la Physique on doit renoncer à ce genre 
particulier de certitude qu'exigent les Mathématieiens. Nous devons nous con- 
tenter du probable. Le caleul des probabilités joue un róle nécessaire et j'ai 
montré (263) que dans toute induction on faisait un caleul de probabilité in- 
conscient. J'ai cherché (263; 294, préface) à pénétrer les principes de ce caleul, 


j'ai cru les découvrir dans la croyance à la continuité des phénomènes naturels. 
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La Physique ne peut se passer des Mathématiques qui lui fournissent la 
seule langue qu'elle puisse parler (188). De là les services mutuels et incessants 
que se rendent l'Analyse pure et la Physique. Chose remarquable, les travaux 
des analystes ont été d'autant plus féconds pour la physique qu'ils ont été plus 
exclusivement cultivée pour sa beauté propre. En revanche, la Physique, en 
posant de nouveaux problémes, a été aussi utile au Mathématieien que le mo- 
déle l’est à l'artiste. 

Le physicien (264) ne saurait se contenter de l'expérience toute nul. Son 
objet n'est pas le méme que celui de l'historien et un fait isolé est pour lui sans 
valeur. De là l'utilité de la généralisation qui exige l'emploi des Mathématiques. 
Cette généralisation suppose une certaine croyance à l'unité et à la simplicité de 
la nature (264; 291, préface). Cette croyance, justifiée ou non, est nécessaire à 
la science. 

D'ailleurs on ne saurait se passer de l'hypothése et souvent une hypothése 
fausse a rendu plus de services qu'une hypothése vraie. Pour tirer parti de ces 
hypothèses, on a cherché à résoudre le phénomène complexe observable en un 
tres grand nombre de phénoménes élémentaires obeissant tous aux mémes lois. 
C'est ainsi que la Physique Mathématique est devenue possible. 

Dans les théories physiques, il faut distinguer le fond et la forme. Le fond, 
c'est lexistence de certains rapports entre des objets inaccessibles. Ces rap- 
ports sont la seule réalité que nous puissions atteindre et tout ce que nous pou- 
vons demander, c'est qu'il y ait les mêmes rapports entre ces objets réels in- 
connus et les images que nous mettons à leur place. 

La forme n'est qu'une sorte de vétement dont nous habillons ce squelette; 
ce vétement, nous le changeons fréquemment, à l'étonnement des gens du monde, 
que cette instabilité fait sourire et qui proclament la faillite de la Science. Mais 
si la forme change souvent, le fond reste. 

Les hypothéses relatives à ce que je viens d'appeler la forme ne peuvent 
pas étre vraies ou fausses, elles ne peuvent étre que commodes ou incommodes, 
Par exemple, l'existence de l'éther, celle méme des objets extérieurs ne sont que 
des hypothéses commodes (264; 284, préface). 

C'est pour cela que l'on voit renaitre de leurs cendres en se transformant 
certaines théories que l'on croyait définitivement abandonnées. C'est pour cela 
aussi qu'il y a certaines catégories de faits qui s'expliquent également bien dans 
deux ou plusiers théories différentes, sans qu'aueune expérience puisse jamais 
décider. Cela est vrai en particulier pour les théories mécanistes. On peut 
en effet démontrer que, si un phénomène comporte une explication mécanique, il 
en comportera une infinité (264; 286, préface). 
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Le Mécanisme en tout cas n'est que l'un des vétements dont la vérité peut 
s'habiller, et s’il satisfait notre esprit, il ne faut pas y attacher plus d'impor- 
tance qu'il n'en mérite. Il oblige à introduire l'hypothése de fluides auxiliaires 
tels que l’ether; j'expose quelques vues sur le plus ou moins de réalité de ce 
fluide. 

Je termine (264) par l'exposé de l'état actuel de la Science et de ses pro- 
grès depuis cinquante ans. Ma conclusion est que l'on a marché vers l'unité; 
progrés important, car on ne doit pas oublier que le but véritable, ce n'est pas 
le Mécanisme, c'est l'unité. 


XXX. Psychologie scientifique et Pédagogie. (265, 266, 303.) 


Dans la formation de la Science Mathématique et dans son enseignement, 
on distingue deux tendances opposées, la tendance analytique et la tendance 
intuitive. A mesure que la Scince a progressé, la premiére a tendu à prendre 
le pas sur la seconde. Toutes deux ont leur róle nécessaire cependant. Dans 
l’enseignement, il est indispensable de faire appel à l'intuition pour développer 
certaines facultés de l'esprit, utiles au savant et surtout à l'ingénieur (266). 
Dans la Science méme, l'intuition reste, sauf pour quelques esprits privilégiés, 
l'instrument principal de l'invention, tandis que l'analyse tend de plus en plus 
à devenir le seul instrument légitime de la démonstration (303). 

Je me suis aussi préoccupé de l'influence que peut avoir dans l'enseignement, 
l'emploi de la notation différentielle (265). J'ai montré quels inconvénients peut 
entrainer l'usage prématuré de cette notation. 


SEPTIEME PARTIE. 
ENSEIGNEMENT, VULGARISATION, DIVERS. 
XXXI. Enseignement. 


Voici le tableau des cours que j’ai professés a la Sorbonne depuis 1885. 


Chaire de Mécanique Physique et Experimentale. 


1885, 2. Frottement. 
1886, 1. Cinématique et Mécanismes (103, 296). 
1886, Potentiel. Hydrostatique, Hydrodynamique (103, 296). 


I9 


Chaire de Physique Mathématique. 


1887, r. "Théorie du Potentiel. 

1887, 2. Théorie du Potentiel et Propagation de la Chaleur. 
1888, r. Théorie mathématique de la Lumiére (284). 
1888, 2. Théorie de MAXWELL (286, 298). 

1889, 1 Thermodynamique (291). 

1889, 2. Capillarité (288). 

1890, r. Probleme des Trois Corps. 

1890, 2. Electrodynamique (278, 298). 

189r, r. Elasticité (289). 

189r, 2. Electrostatique. 

1892, r. Optique (285). 

Tourbillons (290). 

1893, r. Oscillations électriques (292). 


D, 


1802, 


1893, 


iS} 


Thermodynamique et théorie cinétique des gaz. 


| 
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1894, 1. Propagation de la chaleur (293). 
1894, 2. Calcul des Probabilités (294). 
1895, 1. Potentiel newtonien (295). 

1895, 2. Electrostatique. 

1896, r. Elasticité. 

1896, 2. Optique. 


Chaire de Mécanique Céleste. 


1897, r. Sur le Probléme des Trois Corps et les Perturbations Planétaires. 
1898, 1. Sur le Développement de la Fonction Perturbatrice et les méthodes 
de GyrpÉN et de HANSEN. 
1899, r. Sur les nouvelles théories électrodynamiques (298). 
1899, 2. Figure des Corps Célestes. 
1900, I. Theorie de la Lune. 
IE 


19017, Mouvement des Corps Célestes autour du leur centre de gravité. 


La signification de ce tableau est aisée à comprendre; par exemple 1886, 1 
signifie 1°" semestre de l'année scolaire 1885—86. Les chiffres en caractères gros 
entre parenthèses après l'énoncé d'un cours sont des renvois à la bibliographie 
et se rapportent aux cours qui ont été publiés. 

Ce serait faire double emploi que de revenir sur tous les cours publiées, 
dont j'ai déjà parlé au § XXIV. Je dirai seulement quelques mots, au point de vue 
de l’enseignement, des cours 1888, 2 et 1890, 2 (286, 287). A cette époque, on 
ne s'était pas encore familiarisé sur le continent avec les idées de MAXWELL, 
et il était nécessaise de jeter un pont pour ainsi dire entre les anciennes maniéres 
de penser et les nouvelles. Maintenant que tout le monde est passé, ce pont 
peut paraitre inutile et les précautions que j'ai eru devoir prendre étonneront 
quelques personnes. Néanmoins je crois qu'aujourd'hui encore les deux images 
artificielles dont je me suis servi pour faire comprendre les idées de MAXWELL, 
celle du fluide inducteur, et celle des diélectriques cellulaires, peuvent faciliter 
pour certains esprits l'étude des théories électriques. Dans mes lecons sur 
l'eleetrodynamique (287) j'ai exposé les idées de HELMHOLTZ, mais je crois les 
avoir rendues plus accessibles en employant les unités électromagnétiques au 
lieu des unités électrostatiques qui étaient aussi mal appropriées que possible 
au but que poursuivait le savant allemand. 

On a vu que tous les cours n'avaient pas été publiés, Je parlerai seule- 
ment des cours d'électrostatique, des deux cours de 1896, et des legons sur la 
théorie cinétique des gaz. 
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Je me suis efforcé d’exposer l'électrostatique sans prononcer le mot d'électri- 
cité et en parlant seulement de conducteurs électrisés. Je définissais d'abord 
l'égalité de potentiel de deux conducteurs par l'équilibre électrique comme on 
définit l'égalité de température par l'équilibre thermique, et ce n'est que tout à 
la fin du cours que j'obtenais l'expression habituelle du potentiel par une inté- 
grale, en la déduisant d'un certain nombre de constatations expérimentales, et 
en particulier des expériences sur les écrans électriques. Je réduisais ainsi autant 
que possible le part de l'hypothèse. 

Dans mon second cours sur l'élasticité (1896, 1), j'ai traité plusieurs ques- 
tions nouvelles; j'ai exposé quelques-unes des idées de lord KErviN et montré 
par exemple qu'en admettant plusieurs sortes de molécules (et pour ainsi dire 
plusieurs milieux se pénétrant mutuellement) on pouvait obtenir des équations 
contenant 2r coéfficients arbitraires et non pas 15 seulement, et cela sans re- 
noncer à l'hypothése des forces centrales. J'ai exposé ensuite d'une facon comp- 
léte et systématique la théorie de l'éther gyrostatique, que les publications de 
lord KELvIN permettent de reconstituer, mais non sans quelque effort. 

Dans mon troisième cours sur l’Optique (1896, 2), j'ai fait jouer un grand 
role aux idées de M. Govv sur la facon dont se comporte une lumiére poly- 
chromatique en traversant un appareil optique quelconque, à la représentation 
de cette lumière polychromatique par une intégrale de Fourier, et aux consé- 
quences qui s'en déduisent. 

Dans mon cours sur la Thermodynamique et la Théorie Cinétique des Gaz 
(1893, 2), j'ai exposé la démonstation des deux principes de la Thermodynamique 
sous une forme un peu plus générale et plus abstraite que la forme ordinaire. 
J'ai ensuite expliqué la théorie du viriel, justifié le principe de BOLTZMANN— 
MAXWELL et analysé l'ouvrage de MaxwELr. J'ai discuté l'influence de la loi 
des grands nombres sur les équations de la Mécanique, mais sans arriver sur ce 
point à une conclusion définitive. 

A la fin de mon cours sur les tourbillons (290), j'ai exposé les idées de 
Hetmuotrz sur la formation des vagues; cette partie du cours n'a pas été 
publiée, parce que je ne suis pas parvenu à une solution qui m'ait entierement 
satisfait. 

On peut se faire une idée de ce qu'il y a eu de plus original dans mon 
enseignement de la Mécanique Celeste, en lisant les articles que je publiais en 
méme temps dans le Bulletin Astronomique. Dans mon cours sur la Théorie 
de la Lune, j'ai exposé presque exclusivement les méthodes de Hirr et de 
Brown et n'ai consacré que quelques lecons à celles de DELAUNAY. Dans mon 
cours sur le mouvement des corps célestes autour de leur centre de gravité, j'ai 


fait usage des quaternions. 
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XXXII. Vulgarisation. (227, 229, 230, 255, 258, 259, 260, 297, 299.) 


Dans ces articles qui portent sur Ja Mécanique Céleste, sur la géodésie, sur 
les oscillations hertziennes, sur les rayons RONTGEN, je me suis astreint à éviter 
complétement l'emploi des signes algébriques. Je rappallerai seulement que c'est 
dans l'un d'eux (260) que j'ai émis une hypothése qui, historiquement, n'a pas 
été sans influence sur la découverte des rayons BECQUEREL. 


XXXIII. Bibliographie. (110, 189, 198, 205, 261, 276, 277. 282, 301.) 


Dans ces articles j'ai étudié la vie et les travaux de WEIERSTRASS, HERMITE, 
BERTRAND, LAGUERRE, HALPHEN, TISSERAND. 


XXXIV. Rapports Divers. (130, 147, 165, 170, 171, 180, 228, 235, 300.) 


Parmi ces rapports je citerai ceux que j’ai été chargé de faire sur le projet 
unification du jour civil et du jour astronomique et sur le projet de décimali- 
sation du temps et de la circonférence. Ces deux projets de réforme n'ont pas 
réussi par suite de la difficulté d'une entente internationale. Je citerai également 
mon rapport sur la nouvelle mesure de l’arc de méridien de Quito. 


RAPPORT SUR LES TRAVAUX DE M. CARTAN 


fait à la Faculté des Sciences de l'Université de Paris. 
PAR 


H. POINCARÉ. 


..... Le rôle prépondérant de la théorie des groupes en mathématiques a été 
longtemps insoupçonné; il y a quatre-vingts ans, le nom méme de groupe était 
ignoré. C'est Garors qui, le premier, en a eu une notion claire, mais c'est seule- 
ment depuis les travaux de KLEIN et surtout de Liz que l'on a commencé à voir 
quil n'y a presque aucune théorie mathématique où cette notion ne tienne une 
place importante. 

On avait cependant remarqué comment se font presque toujours les progrès 
des mathématiques; c'est par généralisation sans doute, mais cette généralisation 
ne s'exerce pas dans un sens quelconque. On a pu dire que la mathématique est 
l’art de donner le méme nom à des choses différentes. Le jour où on a donné le 
nom d'addition géométrique à la composition des vecteurs, on a fait un progès 
sérieux, si bien que la théorie des vecteurs se trouvait à moitié faite; on en a 
fait un autre du méme genre quand on a donné le nom de multiplication à une 
certaine opération portant sur les quaternions. Il est inutile de multiplier les 
exemples, car toutes les mathématiques y passeraient. Par cette similitude de 
nom, en effet, on met en évidence une similitude de fait, une sorte de parallélisme 
qui aurait pu échapper à Pattention. On n’a plus ensuite qu'à calquer, pour 
ainsi dire, la théorie nouvelle sur une théorie ancienne déjà connue. 

Il faut s'entendre, toutefois: il faut donner le méme nom à des choses diffe- 
rentes, mais à la condition que ces choses soient différentes quant à la matière, 
mais non quant à la forme. A quoi tient ce phénomène mathématique si souvent 
constaté? Et d'autre part en quoi consiste cette communauté de forme qui sub- 


siste sous la diversité de la matiére? Elle tient à ce que toute théorie mathe- 
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matique est, en derniére analyse, l'étude des propriétés d'un groupe d'opérations, 
c’est-à-dire d'un système formé par certaines opérations fondamentales et par 
toutes les combinaisons qu'on en peut faire. Si, dans une autre théorie, on étudie 
d'autres opérations qui se combinent d'aprés les mémes lois, on verra naturelle- 
ment se dérouler une suite de théorémes correspondant un à un à ceux de la 
premiére théorie, et les deux théories pourront se développer avec un parallélisme 
parfait; il suffira d'un artifice de langage, comme ceux dont nous parlions tout 
à l'heure, pour que ce parallélisme devienne manifeste et donne presque l'impres- 
sion d'une identité compléte. On dit alors que les deux groupes d'opérations 
sont isomorphes ou bien qu'ils ont méme structure, 

Si alors on dépouille la théorie mathématique de ce qui n'y apparait que 
comme un accident, c'est-à-dire de sa matière, il ne restera que l'essentiel, c’est- 
à-dire la forme; et cette forme, qui constitue pour ainsi dire le squelette solide 
de la théorie, ce sera la structure du groupe. 

On distinguera parmi les groupes possibles quatre catégories principales, sans 
compter certains groupes étranges ou composites qui ne rentrent dans aucune 
catégorie, ou qui participent des caractéres de deux ou plusieurs d'entre elles. 
Ce sont: 

I. Les groupes discontinus et finis, ou groupes de Garors; ce sont ceux 
qui président à la résolution des équations algébriques, à la théorie des permuta- 
tions, ete. ... 

II. Les groupes discontinus et infinis; ce sont ceux que l'on rencontre 
dans la théorie des fonctions elliptiques, des fonctions fuchsiennes etc. .. . 

III. Les groupes continus et finis ou groupes de Liz proprement dits; ce 
sont ceux auxquels se rattachent les principales théories géométriques, telles que 
la géométrie euclidienne, la géométrie non-euclidienne, la géométrie projective, 
ebey. x. 

IV. Les groupes continus et infinis, beaucoup plus complexes, beaucoup 
plus rebelles aux efforts du géométre. Ils sont en connexion naturelle avec la 
théorie des équations aux dérivées partielles. 

M. CamrAN a fait faire des progrès importants à nos connaissances sur trois 
de ces catégories, la 1° la 3° et la 4°. Il s'est principalement placé au point de 
vue le plus abstrait de la structure, de la forme pure, indépendamment de la 
matiére, c'est-à-dire, dans l'espéce, du nombre et du choix des variables indépen- 
dantes. 
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Groupes continus et finis. 


Je commencerai par les groupes continus et finis, qui ont été introduits par 
Lie dans la science; le savant norvégien a fait connaître les principes fondamen- 
taux de la théorie, et il a montré en particulier que la structure de ces groupes 
dépend d'un certain nombre de constantes qu'il désigne par la lettre c affectée 
d'un triple indice et entre lesquelles il doit y avoir certaines relations. Il a en- 
seigné également comment on pouvait construire le groupe quand on connaissait 
ces constantes. Mais il restait à discuter les diverses maniéres de satisfaire aux 
relations qui doivent avoir lieu entre les constantes c; on pouvait supposer que 
les divers types de structure seraient extrémement nombreux et extrémement 
variés, de sorte que l'énumération en serait à peu prés impossible. Il ne semble 
pas en étre tout à fait ainsi, au moins en ce qui concerne les groupes simples. 

La distinction entre les groupes simples et les groupes composés est due à 
Gators et elle est essentielle, puisque les groupes composés peuvent toujours 
étre construits en partant des groupes simples. Il est clair que le premier pro- 
bléme à résoudre est la construction des groupes simples. 

Vers 1890, KILLING a annoncé que tous les groupes simples continus et finis 
rentrent: soit dans quatre grands types généraux déjà signalés par Lie, soit dans 
cing types particuliers dont les ordres sont respectivement 14, 52, 78, 133, et 
248. C'était là un résultat d'une trés haute importance; malheureusement toutes 
les démonstrations étaient fausses; il ne restait que des apergus dénués de toute 
force probante. 

Il était réservé à M. Carran de transformer ces aperçus en démonstrations 
rigoureuses; il suffit d'avoir lu le mémoire de KiLLING pour comprendre combien 
cette táche était difficile. La méthode repose sur la considération de l'équation 
caractéristique, et en particulier de la forme quadratique w,(e) qui est le coéffi- 
cient de «'-? dans cette équation; cette considération permet de reconnaître si 
le groupe est intégrable, ou de trouver son plus grand sous groupe invariant 
intégrable, ou enfin de reconnaitre si le groupe est simple ou semi-simple. 

M. Carran a donné une manière de former, dans chaque type, les groupes 
linéaires simples dont le nombre des variables est aussi petit que possible. 

Une des plus importantes applications des groupes de LIE est l'intégration 
des équations différentielles ordinaires ou partielles qui sont inaltérées par les 
transformations d'un groupe. M. Cartan a appliqué cette méthode au cas des 
systémes d'équations aux dérivées partielles dont l'intégrale générale ne dépend 
que de constantes arbitraires. Les opérations à faire sont toutes de nature ra- 
tionnelle ou algébrique. 
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Groupes discontinus et finis. 


M. Carran a fait faire aussi un progrès important à la théorie des groupes 
de Gators, en les rattachant à celle des nombres complexes. On sait qu'on 
désigne par nombres complexes des expressions algébriques susceptibles de subir 
des opérations qui peuvent étre regardées comme des généralisations de l'addition 
et de la multiplication, et auxquelles on peut appliquer les régles ordinaires du 
caleul avec cette difference que la multiplication, quoique associative, n'est pas 
commutative. Le plus connu des systémes de nombres complexes a recu le nom 
de quaternions et on en a fait des applications nombreuses en Mécanique et en 
Physique Mathématique. 

Ces nombres complexes ont un lien intime avec les groupes de Liz et en 
particulier avec les groupes linéaires simplement transitifs; il y a, à ce sujet, un 
théorème de M. PorxcaARÉ dont M. Cartan a donné une nouvelle démonstration. 
La théorie des nombres complexes a été poussée plus loin par M. M. ScHEFFERS 
et MOLLIEN qui en ont entrepris la classification et ont les premiers mis en évi- 
dence l'importance de la distinction entre les systémes à quaternions et les systé- 
mes sans quaternions. 

M. Cartan est arrivé à résoudre complétement le probléme, par une heu- 
reuse adaptation des méthodes qui lui avaient réussi dans l'étude des groupes de 
Lis. Il a pris comme point de départ une équation caractéristique qui n'est pas 
tout à fait la méme que celle qu'on envisage à propos des groupes de LIE, mais 
qui se préte à une discussion analogue. M. CARTAN a montré comment on peut 
construire un systeme quelconque par la combinaison d'un systeme pseudonul 
et de systémes simples, et comment les systémes simples se réduisent aux quater- 
nions généralisés; comment enfin les systémes dits de la 2* classe se déduisent 
facilement de ceux de la l?* classe. Il a étudié aussi le cas où les coéfficients 
sont des nombres réels. 

Ces résultats ne constituent pas, comme on pourrait &tre tenté de le croire, 
une simple curiosité mathématique. Ils sont au contraire susceptibles d'applica- 
tions nombreuses. En particulier, ils se rattachent à la théorie des groupes de 
Gators; il est clair que les lois de la composition des substitutions d'un groupe 
de Garois sont associatives, sans être commutatives; elles peuvent donc être 
regardées comme les régles de la multiplieation d'un systéme d'unités complexes; 
et par conséquent elles définissent un systéme de nombres complexes. Or si on 
applique à ce système le théorème de M. CARTAN, on retrouve, de la facon la 
plus simple et pour ainsi dire d'un trait de plume, les résultats que M. FROBE- 
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NIUS avait obtenus par une tout autre voie et qui avaient été regardés à juste 
titre comme le plus grand progrès que la théorie des groupes de Garois eût 
fait depuis longtemps. 

On peut, par cette voie, reconnaitre quels sont les groupes linéaires les plus 
simples qui sont isomorphes à un groupe de Garoirs donné, ce qui nous conduit 
au probléme de l'intégration algébrique des équations différentielles linéaires. 
M. Porncaré a eu l’occasion d'appliquer les principes de M. Carran à l'intégra- 
tion algébrique d'une équation linéaire. 


Groupes Continus et Infinis. 


La détermination des groupes continus infinis présente beaucoup plus de 
difficultés que celle des groupes finis et c'est là que M. Cartan a déployé le 
plus d'originalité et d'ingéniosité. Il s'est restreint d'ailleurs à une certaine classe 
de groupes infinis, la plus importante au point de vue des applications, et celle 
sur laquelle l'attention de Lie avait surtout été attirée, je veux parler des groupes 
dont les transformations finies dépendent de fonctions arbitraires d'un ou de plu- 
seurs paramétres, ou, plus généralement, de ceux oü les variables transformées, 
considérées comme fonctions des variables primitives, constituent l'intégrale géné- 
rale d'un systéme d'équations aux dérivées partielles. 

M. Carran s'est d'ailleurs servi, dans cette étude, de résultats importants 
qu'il avait obtenus dans des travaux antérieurs relatifs aux équations aux déri- 
vées partielles et aux équations de Prarr, travaux dont nous parlerons plus loin. 

La théorie de la structure, telle que Lre l'expose dans l'étude des groupes 
finis, n'est pas susceptible d'étre immédiatement généralisée et étendue aux grou- 
pes infinis. M. Cartan lui substitue donc une autre théorie de la structure, équi- 
valente à la premiére en ce qui concerne les groupes finis, mais susceptible de 
généralisation. Si f est une fonction quelconque des variables x, et si les X;/ 
représentent les symboles de Liz, on aura identiquement: 


df + = Xif uj - - 0 


les w; étant des expressions de Prarr dépendant des paramètres du groupe et 
de leurs différentielles. 

Au lieu de faire jouer le rôle essentiel aux symboles X;f, comme le faisait 
Lig, M. Cartan l'attribue aux expressions de PFAFF c qui sont invariantes par 
les substitutions du groupe des paramètres. Les relations qui définissent la 
structure se présentent alors sous une autre forme. Au lieu de relations linéaires 
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entre les X;/ et leurs crochets, nous aurons des relations linéaires entre les 
covariants bilinéaires des w et des combinaisons bilinéaires de ces mémes ex- 
pressions. Les coéfficients de ces relations sont les mémes dans les deux cas, 
quoique dans un autre ordre; ce sont les constantes c de Lie. 

Sans sortir encore du domaine des groupes finis, M. CARTAN a illustré cette 
théorie nouvelle en l’appliquant à des exemples concrets, et en particulier au 
groupe des déplacements de l'espace; il a montré comment elle se rattachait a 
la théorie classique du triedre mobile de M. Dargoux et comment elle permettait 
l'étude des invariants différentiels des surfaces et en particulier de ceux de cer- 
taines surfaces imaginaires remarquables. 

Voyons maintenant comment ces notions peuvent étre étendues aux groupes 
infinis. La notion d’isomorphisme holoédrique ou mériédrique peut étre facile- 
ment définie en ce qui concerne les groupes finis, parce que l'on n'a qu'à faire 
correspondre une à une les transformations infinitésimales des deux groupes à 
comparer. Nous ne pouvons plus employer ce procédé lorsque les transformations 
infinitésimales sont en nombre infini; M. CARTAN donne done une definition 
différente, quoique équivalente à la premiére dans le cas oü celle-ci a un sens. 
Un groupe est le prolongement d'un autre quand il transforme les mémes varia- 
bles que cet autre et de la méme maniére et qu'il transforme en méme temps 
d'autres variables auxiliaires. Par exemple, le groupe des déplacements des points 
de l’espace aura pour prolongement le groupe des déplacements des droites ou 
celui des cercles de l'espace. Deux groupes sont alors isomorphes quand deux 
de leurs prolongements sont semblables. 

Le théorème fondamental de Lire peut alors être étendu aux groupes infinis; 
on montre que tout groupe infini est isomorphe au groupe qui laisse invariantes 
à la fois certaines fonctions U et certaines expressions de Prarr w et w. Les 
différentielles totales des U s'expriment linéairement en fonctions des c, les co- 
variants bilinéaires des w (mais non ceux des ©) s’expriment bilinéairement en 
fonctions des w et des w. Les coëfficients de ces relations linéaires ou bilinéaires 
jouent le róle des constantes c de Liz. Ce sont des fonctions des invariants U. 
Ce qui caractérise les groupes transitifs, c’est qu'il n'y a pas d’invariants et par 
conséquent que les coéfficients se réduisent à des constantes. Ce qui caractérise 
les groupes finis, c'est que les expressions @ n'existent pas. 

Les coéfficients en question peuvent-ils étre choisis arbitrairement? Non, 
ils sont assujettis à certaines conditions que M. Carran détermine et qui peuvent 
être regardées comme la généralisation des conditions de structure de Lrr. 

Les trois théorèmes fondamentaux de Lie se trouvent donc étendus aux 


se wv -— 
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groupes infinis, de sorte que M. CARTAN a fait pour ces groupes ce que Lig avait 
fait pour les groupes finis. 

Cette analyse a mis en évidence des résultats tout à fait surprenants. Un 
groupe fini est toujours isomorphe à un groupe transitif, par exemple à celui 
qu'on appelle son groupe paramétrique, et on aurait pu étre tenté de croire qu'il 
en était de méme pour les groupes infinis, puisqu'au premier abord la démonstra- 
tion ne semblait mettre en ceuvre que la notion générale de groupe. Au con- 
traire, M. Carran a montré qu'il existe des groupes infinis qui ne sont iso- 
morphes à aucun groupe transitif. 

Ce n'est pas tout: un groupe infini peut être mériédriquement isomorphe à 
lui-méme, un groupe infini peut n'admettre aucun sous groupe invariant maximum, 
etc.... La notion du prolongement normal permet ensuite à M. Carran de 
déterminer tous les groupes isomorphes à un groupe infini donné. Citons un 
résultat particulier. Les groupes qui ne dépendent que de fonctions arbitraires 
d'un argument, s'ils sont transitifs, sont isomorphes au groupe général d'une 
variable. 

Etant donné un groupe défini par ses équations de structure, M. Carran 
montre qu'on peut déterminer les équations de structure de tous ses sous-groupes 
par des procédés purement algébriques et il applique cette méthode à des cas 
particuliers tels que celles du groupe général de deux variables oü il retrouve, 
par une voie nouvelle, quelques sous groupes déjà connus et importants par leurs 
applieations. 

Si l'on se donne deux systémes différentiels et un groupe, on peut se de- 
mander s'il y a des transformations du groupe qui transforment un des systémes 
dans l'autre et quelles elles sont; on peut se demander également s'il y a dans 
le groupe des transformations qui n'altéreront pas l'un de ces systémes différen- 
tiels et qui naturellement formeront un sous-groupe. L'étude de ce sous-groupe 
a fait également l'objet d'un mémoire de M. Cartan. 

Enfin M. Carran s'est proposé en ce qui concerne les groupes infinis, le 
méme probléme qu'il avait résolu pour les groupes finis, la formation de tous 
les groupes simples. Il a montré qu’ici aussi, les groupes simples peuvent se 
ramener à un nombre restreint de types; ceux qui sont primitifs et d’où l'on 
peut déduire tous les groupes transitifs simples se répartissent en six grandes 
classes; quant aux groupes simples qui ne sont isomorphes à aucun groupe tran- 
sitif, ils peuvent être déduits des précédents par des procédés que M. CARTAN 
nous fait connaitre. 

Le probléme proposé se trouve done entiérement résolu. 
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Equations aux Dérivées Partielles. 


Le probléme de l'intégration d'un systéme d'équations aux dérivées partielles 
a fait l'objet de travaux nombreux. M. Carran s'est placé pour l'étudier à un 
point de vue particulier: il remplace le systéme d'équations aux dérivées parti- 
elles par le systéme correspondant d'équations de Prarr, c'est-à-dire d'équations 
aux différentielles totales. 

Dans la théorie des expressions de Prarr, il y a une notion, introduite par 
M. M. FnonENIUS et DARBOUX, qui joue un rôle extrêmement important, c'est 
celle du covariant bilinéaire; nous avons déjà vu apparaitre ce covariant à propos 
de la théorie des groupes infinis. M. Cartan en a donné une interprétation 
nouvelle à l'aide du calcul de GRASSMANN, et cette interprétation l'a conduit à 
une généralisation. De chaque expression de Prarr, il déduit une série d'expres- 
sions différentielles qu'il appelle ses dérivées; la dérivée premiere est le covariant 
bilinéaire; la dérivée n° est n + 1 fois linéaire. C'est en cherchant quelle est la 
premiére de ces dérivées qui s'annule identiquement que l'on reconnaitra si, et 
jusqu'à quel point, il est possible de réduire le nombre des variables indépendan- 
tes sur lesquelles porte l'expression. 

Cette considération a permis à M. Carran de retrouver sous une forme ex- 
trémement simple tous les résultats connus relatifs au probléme de Prarr et un 
assez grand nombre de résultats entiérement nouveaux. 

Comment maintenant cela peut-il servir à la résolution d'un systéme d'équa- 
tions de PFAFF, et surtout à reconnaitre quel est le degré d'arbitraire que com- 
porte l'intégrale générale d'un pareil systéme? C'est en se servant de la notion 
d'involution que M. Carran a résolu cette question. Un systeme est dit en 
jnvolution si, jusqu'à une certaine valeur de m, par toute multiplicité intégrale à 
m dimensions passe une multiplicité intégrale à m + 1 dimensions. M. CARTAN 
donne une manière de reconnaître si un système est en involution pour les va- 
leurs de m inférieures à un nombre donné, et, par là, de savoir combien la solu- 
tion générale contient de fonctions arbitraires de 1, de 2,..., de n variables. 

On retrouve ainsi sous une forme nouvelle la théorie des caractéristiques 
de Caucuy, celle des caractéristiques de MonGE, celle des solutions singulières, 
etc....; on retrouve également sous une forme plus simple tous les résultats de 
M. RIQUIER. 

M. Carran a appliqué sa méthode à un certain nombre de cas particuliers 
où lintégration peut se faire par des équations differentielles ordinaires. Il l'a 
également complétée en s'aidant de la théorie des groupes qui lui était si famili- 
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ère; il a ainsi reconnu des cas où l'on peut déterminer les invariants d'un 
système de Prarr, sans en déterminer les caractéristiques, c'est-à-dire d'une 
facon rationnelle, et d'autres ot les caractéristiques s'obtiennent sans intégration. 


Conelusions. 


On voit que les problèmes traités par M. CArTAN sont parmi les plus im- 
portants, les plus abstraits et les plus généraux dont s’occupent les Mathématiques; 
ainsi que nous l'avons dit, la théorie des groupes est, pour ainsi dire, la Mathémati- 
que entiére, dépouillée de sa matiére et réduite à une forme pure. Cet extréme degré 
d’abstraction a sans doute rendu mon exposé un peu aride; pour faire apprécier 
chacun des résultats, il m'aurait fallu pour ainsi dire lui restituer la matiére 
dont il avait été dépouillé; mais cette restitution peut se faire de mille facons 
différentes; et c'est cette forme unique que l'on retrouve ainsi sous une foule de 
vétements divers, qui constitue le lien commun entre des théories mathématiques 
qu'on s'étonne souvent de trouver si voisines. 

M. Cartan en a donné récemment un exemple curieux. On connait l'im- 
portance en Physique Mathématique de ce qu'on a appelé le groupe de LORENTZ; 
c'est sur ce groupe que reposent nos idées nouvelles sur le principe de relativité 
et sur la Dynamique de l’Electron. D'un autre cóté, LAGUERRE a autrefois intro- 
duit en géométrie un groupe de transformations qui changent les sphéres en 
sphéres. Ces deux groupes sont isomorphes, de sorte que mathématiquement 
ces deux théories, l'une physique, l'autre géométrique, ne présentent pas de 
différence essentielle. 

Les rapprochements de ce genre se présenteront en foule à ceux qui étu- 
dieront avec soin les travaux de Liz et de M. Cartan. M. Carran n'en a pour- 
tant signalé qu'un petit nombre, parce que, courant au plus pressé, il s'est attaché 
à la forme seulement et ne s'est préoccupé que rarement des diverses matières 
dont on la pouvait revétir. 

Les résultats les plus importants énoncés par M. Carran lui appartiennent 
bien en propre. En ce qui concerne les groupes de Lik, on n'avait que des 
énoncés et pas de démonstration; en ce qui concerne les groupes de Garois, on 
avait les théorèmes de FROBENIUS qui avaient été rigoureusement démontrés, 
mais par une méthode entiérement différente; enfin en ce qui concerne les grou- 
pes infinis on n'avait rien: pour ces groupes infinis, l'œuvre de M. CARTAN corres- 
pond à ce qu'a été pour les groupes finis l’œuvre de Lie, celle de Kırrıng, et 
celle de Cartan lui-même. 


—0— 
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LETTRES D'HENRI POINCARE À M. MITTAG - LEFFLER.' 


Sehe: Caen, ı Juin 1881. 


Je vous remercie bien de votre lettre et, loin de vous en vouloir, je suis 
enchanté du moyen que vous me fournissez de rectifier une erreur historique. 
N'ayant pas lu le mémoire Zur Funktionenlebre,* j'attribuais à M. Hermite la 
premiére idée de ce nouveau genre de fonctions. La maniére de définir une 
fonction, page 3, je ne la croyais pas nouvelle, car je la qualifie de «Procédé 
bien connu». Je la considérais comme étant passée dans le domaine public de- 
puis Caucuy; quant à la série: 


A + Xb"z^ 


je ne la regardais pas non plus comme nouvelle, mais si on m'avait demandé de 
qui elle était, je crois que j'aurais dit: de LEJEUNE-DIRICHLET ou de pu Bors- 
REYMOND. Vous voyez par là combien mes connaissances historiques étaient 
imparfaites et combien vous m'avez été utile. Je ne regrette qu'une chose, c'est 
que vous ayez fait commencer l'impression avant de m'écrire, car cela rendra 
les corrections plus difficiles. 

En ce qui concerne la série: 


8—z9(x1) -229(2) t a" p(n) +... 


je ne puis dire que je m'en suis occupé le premier, puisqu'elle ressemble à tel 
point aux séries envisagées par JAconr dans la théorie des fonctions elliptiques; 


1 Les trois lettres de 1 juin 1881, de 29 juin 1881 et de 26 juillet 1881 se rapportent au 
page 94 du mémoire de Cu. Hermite «Sur quelques points de la théorie des fonctions» (Extrait 
d'une lettre de M. Cm. Hermite à M. Mirrac-LEFFLER) Acta Societatis Scientiarum Fennice 
Tome XII, 1883 (imprimé 1881), Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 91, p. 
77—78, ainsi qu'au mémoire de H. Poincaré «Sur les fonctions à espaces lacunaires>, Acta 
cietatis Scientiarum Fennicæ, Tome XII, 1883. (imprimé 1881 

? Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1880, p. 719—745; Math 
matische Werke von Kart WkrEnsTRAsS, Bd. 2, p. 201—223. 

* o(n) représente la somme des puissances (A — ı)lömes des diviseurs de n 
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mais je ne puis non plus dire qu'on s'en est occupé avant moi; car les deux 
séries sont presque les mémes sans étre fout à fait les mémes. 
Voici au surplus comment j'y ai été conduit: Soit: 
S = Zmn(am + bn); 
m et n prennent sous le signe X tous les systémes de valeurs entiéres, positives 
et négatives, sauf: 


m=n—O 


À est un entier plus grand que 2. 


Posons 
225y 1 
g—e * 
on trouve: 
aS=A+ Bs 


A et B étant des constantes dont je ne me rappelle plus la valeur.! De la forme 
de la série 5 se déduit immédiatement la propriété indiquée de la série s. 

Voici maintenant comment je concois le rapport entre la série « et les séries 
de JacoBr. La fonction modulaire est une fonction fuchsienne; parmi les fonctions 
fuchsiennes il y en a une autre que j'appelle fonction arithmélique qui s'exprime 
rationnellement par la fonction modulaire. Toute fonction rationnelle de la fone- 
tion modulaire s'exprime par le quotient de deux fonctions analogues aux fone- 
tions © et que j'appelle thétafuchsiennes modulaires; de méme toute fonction ra- 
tionnelle de la f. arithmétique s'exprime par le quotient de deux fonctions théta- 
fuchsiennes arithmétiques. Eh bien les séries de JacoBı sont des fonctions théta- 
fuchsiennes modulaires, les séries s sont des fonctions thétafuchsiennes arithméti- 
ques. Vous me demandez un exemple de fonctions fuchsiennes présentant un 
espace lacunaire; presque toutes celles que j'ai étudiées jusqu'ici présentent un 
tel espace. Je vous citerai seulement comme exemple la fonction modulaire qui 
vous est bien connue; ou bien encore la fonction définie de la maniére suivante: 

Envisageons l'équation hypergéométrique de Gauss et je suppose que la 
différenee des racines des équations déterminantes soient des parties aliquotes 
der 

Si on envisage la variable comme fonction du rapport des intégrales, ce 
sera une fonction fuchsienne présentant un espace lacunaire. 


! Si A est un nombre pair on trouve 
À À x 
en T > (2x) 
A=(-— ı) (2x), B=2(- 1)“ 


À! . 


(4— 1)! 


où les B; représentent les nombres de Bernoulli. Si À est un nombre impair la somme de la 
série S est égale à zéro et la relation indiquée entre S et s ne subsiste pas en ce cas. 
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Je ne sais quand je publierai en détail mes recherches sur ces sortes de 
fonctions fuchsiennes; mais je puis vous donner quelques détails sommaires. 

Je cherche toutes les fonctions uniformes de z qui satisfont 4 des relations 
telles que celles-ci: 








tn) (=z + ae (er 


cz t d, €,2 + d,| Cn2 + dy!’ 


les a, b, c, d sont réels; je les suppose donnés. Seulement ils ne peuvent étre 
choisis d'une facon quelconque et le probléme le plus difficile est de déterminer 
comment on doit les choisir pour qu'il existe de telles fonctions. Je le résous 
à l'aide de considérations empruntées à la géométrie non-euclidienne. 

J'ai surtout à faire ressortir les analogies avec les fonctions elliptiques; j'ai 
trouvé des fonctions rappelant à certains points de vue les fonctions € et Z; j'ai 
montré comment on pouvait les appliquer à l'intégration des équations linéaires, 
au calcul des intégrales abéliennes et à diverses questions d'arithmétique. 

J'ai lieu de penser que toutes les équations linéaires à coefficients rationnels 
s'intégrent par ma méthode; mais je ne l'ai pas encore démontré rigoureusement. 

Vous me demandez aussi quelques détails sur cette fonction qui intégre 
l'équation (8); c'est bien simple; d'aprés la forme de cette équation, il y a une 
série ordonnée suivant les puissances des u qui satisfait à l'équation et il n'y en 
a qu'une; c'est cette série, considérée comme fonction du paramétre z, qui est 
la fonction à espace lacunaire à étudier. Quant à un exemple, voici le plus 
simple que je puisse donner; c'est l'équation: 


dz dz 
rg, +B 2) Ma aug, 


dz iz 
+ (x—2) Us Tu ++ (r-—a)u, e —2Z 
3 n 


a 


dont l'unique intégrale holomorphe est à un facteur numérique prés: 


ed mni (x— (t, ym u a M Un 


N 
dmi ma 
[m, — u + (x —«,) m, + (x— as) m, +--+ + (x— Gn) Mn) 


el 


Vous verrez d'ailleurs dans le texte la rectification que j'ai faite. 


pU Ds Caen, le 29 juin 1881. 


Il y a en effet une erreur dans l'exemple que je vous ai envoyé. La seule 
intégrale holomorphe de l'équation serait évidemment: 


z — u, X constante. 
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Je vais prendre un exemple différent et faire tout le calcul pour éviter toute 
erreur nouvelle. Soit: 


dz dz 


ti (ty — ty — thy hy) 15 + Lu, + Ass =: 
3 


u, dm 


S'il y a une intégrale holomorphe, on obtiendra le coëfficient de wm wy en 
differentiant m, fois par rapport à u,,m, fois par rapport à w,, puis m, fois par 
rapport à u, et faisant: 


un U, UE 


Je pose pour abréger: 


de: sso Ladeitauoh das noitargn yen. 
du, Pro du, Peggy, 7» 1 dum? 
; ma J ma 
ppEe i: ; Due uF JB) — JD dU ID). 2. 
: du,” du,” 
Je différentie d'abord m, fois par rapport à w,; il vient: 
u, (x — u, — u; — U, Uy) D,p, + Aw, D,p, + Asus Dp; — 
d™—|p ; 
— mau, (x + U3) dum + m,1,D,z = D;z. 
Je fais u,—o et je différentie m, fois par rapport à w,; il vient: 
u, (x — u,) D, D,p, + [m,(x — u,) — m, u,] D, D;z + 4,u,D,D,p; — 
dm:-l p dm-lz 
— mu, (x 4- Uy) D, mS — mm, (x + u,) D, duri 
À d™—z 
+ m,1,D, D,z — m,(m,— x) D, ITE DED Tae 
Je fais u,=o 
> EZ 
m, D, D,z + },u,D, D,p, — m, m, (1 + u;) D, Fe 
die 


+ m.,A,D,D,z= D, D,z + m,(m,—1) D, dunt 


Je différentie m, fois par rapport à u,; il vient: 


Lettres d'Henri Poincaré à M. Mittag-Leffler. 151 


dm:i-lz 


(m, + 4,4 —1) Dz + 4,u,Dp, — m,m, (x + Us) Di Di mi 


a 


d maitmi—2; dm:i—z 


+ Mohs Dz—m,m,m, D} dum dum =m, (m, — I) D, D 


J'appelle: 


(m, , ma; Ms) 
m,!m,!m,! 





le coéfficient de wm um ums; 


l'équation précédente me donne: 
(m, , m, , m4) (m, + m, A, + m,4, — 1) = m, m, (m, , m, — 1, m,) + 


+ m,m,m,(m,,m,—1,m;— I) + m, (m, — 1) (m, — I,m,,m,). 


Cette équation montre comment on pourra calculer les coéfficients de proche en 
proche. 

Soit d'abord m, = 1; m, = m, = 0; l'équation est indéterminée; on peut prendre 
un coëfficient quelconque, prenons 1; soit maintenant m, — I, m,-— I, m,-— 0 
l'équation devient: 


(1, 1, 0) (1 + 4,—1)=1, 


soit m, — 1, m, — I, m, —1; on a: 


MEER, 4.) (5505 E) -F (250,0), (1510; 2)4=0, (u) — : + = 


(1, 2, x) (244 + 4) = 2 (1, x, x) + 2 (1, x, 0), 


2 E 2 
Gta) (Qa + 4) Gea, A) 








(2, 0, 0) = 2(1, 0, 0) = 2; 


(2, 1,0) (x + A,) =2(2, 0, 0) + 2(1, 1,0) —4 + "ES ay 


ete. 
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Paris, le 26 juillet 1881. 
Si vous voulez bien, je vais prendre un autre exemple trés simple, et cal- 
culer seulement les premiers termes de l'intégrale. Je prends deux variables 
seulement wu, et u,; soit: 


de, p de 


u, (x + Ua) 35; + Uy hy a? 
1 2 


Oni, EDU READS 
EU —— Ty — lg 
- À 24 64; 


On pourrait évidemment trouver lintégrale de la facon suivante; posant 


PE 
il vient: 
dt "edit 
t(x + Us) st u, (I ar TORTE + us A> du, = L 


dont une intéerale s'obtient simplement en posant: 
e 


t+1 a 0 
"du, 2 
d’où: 
_ 
i—e ^ 


de sorte que l'intégrale holomorphe s'écrit : 


u2 


z=u,e ^ multiplié par une constante. 
Dans cet exemple, en posant ensuite 
À, = £— d, 


comme. je le fais dans ma note, on n'aurait pas d'espace lacunaire. Cela n'arri- 
verait que dans des cas plus eompliqués. Mais ce qui précéde suffira, je pense, 
pour vous faire comprendre comment il faudrait conduire le calcul dans tous les 
cas possibles: "7 — "SS 
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Ni Caen, le 1 Août r88r. 


Permettez-moi de vous envoyer encore une exemple relatif à notre équation 


dz 


(x) zur, 


z 


exemple qui mettra bien en lumiére la nature et les propriétés de l'intégrale. 
Je suppose, vous vous le rappelez, que, quand on annule tous les u, F,,F,,...F, 
se réduisent respectivement à 


Je pose: 


d’où : 


dz … 7 dt, dz S M aug dt 
du du? du, ‘du, 


L'équation (ri) va devenir, en supposant n—3 pour fixer les idées: 


uf, i + u, F, du: +u,F, Fr =t(1—F,). 
Je pose maintenant: 
t=e 
d’où 
dt „dv. 


du du,’ 
l'équation (r) devient alors: 


dv | dv dv 


u, FP C. +u,F 
Aida, du, in das 


ou en posant: 


1h va pie EM E stel 
F, [25 F = Ps; F, = Py 


d» dv dv 


u + Ua Pa Tous p. 
‘du, 272 qu, Fa du, 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 13 août 1914 ET] 
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Quand on annule tous les u, les fonctions 9,,p, et y se réduisent respectivement à: 
CRE ha Oe 


Eh bien, je vais supposer que y, et y, se réduisent identiquement à x — a, 
r—«,; j'aurai ainsi un exemple simple où l'intégrale s’écrira presque immédia- 
tement. 

Soit en effet: 


P= = Arn ma. ms UT Us? Us 
et écrivons que la fonction inconnue v, s'écrit: 

SPU Ge eres REOS 
on a, en identifiant: 


(2) Cm mi. mi (m, + m, (x — 05) + m, (cc) = Amı.m.ms 


ce qui donne les valeurs des C. Il n'y aurait en effet de difficulté que si l'on 
avait: 


m, + m,(x— a,) + m, (x — o4) — o. 


Or dans le cas oü l'origine est extérieure au triangle formé par les points r, 


x — &,,x—«,;; cela ne peut arriver que si 
m, = m, = M3 = 0. 


Mais alors, comme 40.0.0 est nul, l'équation (2) se réduit à une identité. 

Quant à la convergence de la série, elle se démontre aisément dans le cas 
où l'origine est extérieure au triangle 1, x — «,, x — c. 

On a done une fonction v holomorphe définie par la série convergente: 


mi 4,ma 4,ma 
Amann 2 0. ? Us 


aim, + m, (x — e) + m; (x — os) 


ce qui définit en méme temps une intégrale z holomorphe de l'équation (1). 

Ces fonctions v et z présenteront un espace lacunaire déterminé par la con- 
dition que l'origine soit intérieure au triangle r, x —«,. x —a,. Cet espace la- 
cunaire est limité par trois droites, dont l'une est la droite «,,«, et les autres 
sont les parallèles à l'axe des quantités réelles menées par a, et «, dans la di- 
rection des quantités réelles négatives. 
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Si au lieu de supposer que F, et F, se réduisent à z—«,, x —«, quand on 
annule tous les u, j'avais supposé que ces fonctions se réduisent à 


q$—0, X—40, 
? =e 3 


x—a« r—a, 

.jaurais eu pour espace lacunaire le triangle «, «, c. 

Vous voyez comment dans le cas simple oü l'on a identiquement: 
F.— F,(r—2a), P,—.F,(r—o), 


ou bien: 
z— t, 


ee à i, 


2540 'x—a, 


la question peut se traiter. Si vous le désirez d'ailleurs. je pourrai vous en- 


voyer un exemple plus compliqué. — see ee 


as ure Paris, le 27 juillet 1882. 


J'ai relu les mémoires de M. Scawarz pour voir si j'avais quelque chose à 
modifier dans la rédaction de mon historique. Ces mémoires forment une sorte 
de série et l'on peut y voir le développement des idées de M. Scnwanz. Les 
voiei dans l'ordre de leur publication: 

Ueber einige Abbildungsaufgaben (Crelle 70), Conforme Abbildung der Ober- 
fläche eines Tetraeders auf die Oberfläche einer Kuge! (Crelle 70), Zur Integra- 
tion der partiellen Differentialgleichung Tx ES ds — o (Crelle 74), Ueber die In- 


ı d'u 
1 


x : , à : d* 
tegration der partiellen Differentialgleichung dis Es — 0 unter vorgeschriebe- 
XU ( = 


nen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen (Monatsberichte 1870), Ueber diejenigen 
Fälle, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebraische Func- 
tion ihres vierten Elementes darstellt (Crelle 75). 


156 Henri Poincaré. 


Dans cette série de mémoires, il n'y a que quelques lignes qui se rapportent 
à la question qui nous occupe et je les citerai textuellement tout à l'heure. 

Dans le premier de ces mémoires, M. SCHWARZ cite quelques exemples d’Ab- 
bildung d'un Gebiet donné, par exemple d'une parabole, d'une ellipse, d'un poly- 
gone rectiligne, sur un cercle et il remarque que par l'intermédiaire d'une équation 
linéaire à coéfficients réels, on peut abbilden un cercle sur un Kreisbogenpolygon. 
J’ignore s'il était le premier à faire cette remarque, mais dans tous les cas, elle 
ne se rapporte pas à la question qui nous oceupe, puisque M. SCHWARZ ne s'est 
nullement inquiété de savoir si la fonction qui permettait cette Abbildung était 
uniforme. Par conséquent, je n'ai pas cru devoir citer ce mémoire; car personne 
n'a jamais douté que + ne fût une fonction de z; ce qui est intéressant, c'est de sa- 
voir que cette fonction peut, dans certains cas, étre uniforme. Le second mémoire 
Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders.... se rapporte à une intégrale 

zi 

| (x—a)*(x—b)!.... dx et ne nous intéresse pas. 
0 

Dans les mémoires du Tome 74 et des Monatsberichte, M. Schwarz dé- 
montre le principe de DIRICHLET. 

J'arrive enfin au mémoire du Tome 75. M. Scuwanz étudie l'équation diffé- 
rentielle de la série de Gauss; il appelle s le rapport des intégrales, il pose 











Il examine d'abord le cas où À + u + » < x et il dit: 

»... Es ist daher in diesem Falle die Grósse s stets eine unendlich viel- 
deutige, also transcendente Function von x. Dagegen kann der Fall eintreten, 
dass umgekehrt x eine eindeutige Function von s ist; dies findet statt wenn 


I : dent : : 
-: — ganze Zahlen sind. Es tritt jedoch hierbei der bemerkenswerthe Um- 
y 


stand ein, dass das Gebiet der Variablen s auf das Innere eines Kreises be- 
schränkt ist und dass die Peripherie dieses Kreises für jenes Gebiet eine natür- 
liche Grenze bildet, über welche hinaus eine analytische Fortsetzung des zwischen 
Function und Argument bestehenden Abhängigkeitsverhältnisses in dem gewóhn- 
lichen Sinne unmöglich ist... .»! 





! Dans l'édition de ses Œuvres (Gesammelte Mathematische Abhandlungen von H. A. 
Schwarz, Zweiter Band, 1890, Anmerkungen und Zusätze, S. 363) M. Schwarz a ajouté: »Die 
hier betrachteten eindeutigen analytischen Funktionen besitzen die Eigenschait, bei unendlich 
vielen linearen Transformationen ihres Argumentes in sich selbst überzugehen». (Voir H. Porxcan£, 
Mémoires sur les fonctions fuchsiennes, $ 5 ce journal, t. 1. 
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M. Schwarz parle ensuite des fonctions modulaires, puis des cas où x est 
fonction rationnelle de s. 

M. Schwarz a donc dans ce mémoire énoncé un résultat de Ja plus haute 
importance et c'est celui que j'ai cité. Il n'en donne aucune démonstration. 
Il y a dans la démonstration de ce résultat un point trés délicat, une difficulté 
d'une nature spéciale; j'ignore comment M. Scuwarz l'avait surmontée. 

Ainsi en résumé, M. Scowarz a obtenu les deux résultats suivants. Dans 
une équation linéaire du 2* ordre, il a regardé la variable z comme fonction du 
rapport z des intégrales (j’ignore s'il a eu le premier cette idée, je ne crois pas) 
et il a reconnu: 1° que si les coéff. de l'équation linéaire sont réels, cette fonc- 
tion permet l'Abbildung d'un cercle sur un Kreisbogenpolygon; 2? que dans le 
cas de la série hypergéométrique et à certaines conditions, cette fonction était 
uniforme. 

Le premier de ces résultats n'a aucun rapport avec la discontinuité des 
groupes. Je le citerai peut-étre dans mon second mémoire oü il est question 
des fonctions et non plus des groupes. Je pourrais n'en pas parler puisque le 
point important, luniformité, n'est pas touché, mais je préfére le faire. Dans 
mon premier mémoire, cette citation ne serait pas à sa place. 

Quant au second résultat, c'est celui que j'ai cité et je ne vois pas ce que 
je pourrais changer à ma citation. Vous verrez pourtant, dans les épreuves que 
je vous envoie, que j'y ai ajouté une phrase destinée à faire ressortir l'impor- 
tance du résultat.! 


au 0 A Nancy, le 6 Février 1883. 


Vous me demandez quelques explications au sujet de mon mémoire sur les 
fonctions de deux variables. Vous me demandez d'abord pourquoi je dis que 


T 


: t N : 
dans la partie commune aux deux régions À, et R, le rapport V. ne devient ni 


nul ni infini; c'est que je suppose que dans la région R, les deux fonctions holo- 
morphes N, et D, ne s'annulent à la fois que pour des points isolés, ou si vous 
voulez qu'elles ne peuvent pas étre toutes deux divisibles par une méme fonction 
p s'annulant à l'intérieur de R,. Cette supposition est toujours permise et de 
plus elle est absolument indispensable pour la suite de la démonstration. 

Voici d'ailleurs pourquoi elle est permise: Si N, et D, ont un facteur com- 
mun qui s'annule au point X,, Y,, il est possible de former effectivement ce 


! Théorie des groupes fuchsiens, pag. 62. Ce journal, t. 1. 
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facteur et de le faire disparaitre. Si N, et D, n'ont pas de facteur commun 
s’annulant en X,, Y, il sera possible de prendre la région À, assez petite pour 
quil n'y ait pas de facteur commun s'annulant à l'intérieur de R,. 

Vous me demandez pourquoi un point x, y, z, t appartiendra au plus à cinq 
des régions À. Je ne pouvais disposer de ces régions de telle facon qu'un point 
appartint au plus à quatre de ces régions. En effet considérons la partie com- 
mune à 4 régions R, elle satisfera aux 4 inégalités: 


(1) SOS CO Se QS 1800 


Les quatre équations: 








=== = 0 


auront toujours des solutions communes; dans le voisinage d’une de ces solu- 
tions il y aura des points satisfaisant aux 4 inégalités (r) et n'appartenant par 
conséquent à aucune autre région R que les 4 régions considérées, et des points 
qui satisferont aux 4 inégalités 


Sh Sg SSS Oy SAS Oo, SS ©: 


et qui n’appartiendront à aucune des 4 régions R,, R,, R,, R, à cause de ces 
inégalités; ni à aucune autre région R puisqu'ils sont infiniment voisins des pre- 
miers. 

Au contraire, on peut toujours disposer des régions A, de telle sorte qu'un 
point appartienne au moins à r et au plus à 5 d'entre elles. Vous pouvez aisé- 
ment vous rendre compte de tout cela en considérant seulement deux dimensions 
en envisageant des cercles. Le nombre est alors 3 et non plus 5. Cela n'a d'ail- 
leurs aucune importance pour ce qui su. —— o UE 


LEURS Paris 39/1 1885. 


Voici la solution de la question dont vous m'aviez parlé. 

Soient @,,4,,... a4, n des côtés du polygone R,, a',, a',,... a, leurs con- 
jugués, S; la substitution qui change a; en a;. Je dis que S,, S$,,... S, sont 
fondamentales!; du moins en général et sauf une exception dont je parlerai plus 
loin. Je dis que S, ne peut pas être une combinaison de S,, S,,... Sn. Sans 
cela une combinaison des x substitutions S,, S,,... Sn, où S, mentrerait qu'une 
seule fois se réduisait à la substitution wnité. Ou en d'autres termes on pourrait 


* Voir Théorie des groupes fuchsiens, pag. 10, ce journal, t. 1. 
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construire un contour fermé C franchissant une seule fois un cóté homologue à 
An. Je dis que cela est impossible. 

Considérons les deux extrémités A, et B, de ay. 

Il peut arriver trois cas: 

ı° ou bien le cycle dont fait partie le sommet A, a pour somme de ses 


angles a q>ı et le cycle dont fait partie le sommet B, a pour somme de ses 


angles es p>ı. (I peut arriver d'ailleurs que les deux sommets A, et B, font 
partie d'un méme cycle, alors p —q mais rien n'est changé. Alors on peut faire 


passer par A, un côté A, B, homologue à a, et coupant A, B, sous l'angle T 
puis un côté B, A, homologue à a, et coupant A, B, sous l'angle = puis un 


FE : : 2 7t d. à 
côté A, B, homologue à a, et coupant B, A, sous l'angle 7 et ainsi de suite. 
De méme, de l'autre cóté, on construira B, A_; homologue à a, et coupant 4, B, 

j 2 7 n : 
sous l'angle 3 et ainsi de suite. 


On aura ainsi une ligne brisée formée de côtés homologues à apy, 
e EA Au Bed NB A RD AE BASE. 


Cette ligne brisée sera régulière au point de vue de la géométrie non euclidi- 
enne, tous les sommets 4,, 4,, A,, etc. seront sur un même cercle, tous les som- 
mets B,, B,, B,, etc. seront sur un autre cercle. 

Enfin cette ligne brisée (qui sera généralement indéfinie) partagera le cercle 
fondamental en deux régions. Il est donc impossible qu'un contour fermé coupe 
a, en un seul point, sans aller recouper la ligne brisée, c'est à dire sans recouper 
un cóté homologue à a,. Donc S, ne peut s'exprimer par une combinaison de 
SRI SE paces Coals eee 

2° cas. Les deux sommets A, et B, font partie d'un méme cycle et la 
somme des angles de ce cycle est 27. J'appellerai le sommet B, — A, pour plus 
de symétrie. Alors on peut construire un côté À, 4, homologue à a,, puis 
d'autres A, 4,, A, A, etc., homologues à a,. 

Nous aurons ainsi une ligne brisée 


ES VIS E MF MP MP A) ERR, 


réguliére au point de vue de la géométrie non euclidienne, tous les angles sont 


égaux entre eux et tous les sommets sont sur un méme cercle. Cette ligne brisée 
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partage encore le cercle fondamental en deux régions. On est done conduit à la 
méme conclusion que dans le cas précédent. 

3? cas. Les deux sommets A, et B, ne font pas partie d'un méme cycle et 
la somme des angles du cycle dont fait partie A, est égale à 2x. Il y a alors 
exception et S, n'est qu'une combinaison de S,, S,,... Sn-ı- Il arrive alors 
toujours qu'on peut par Je procédé du $ g' ramener le polygone A, à un autre 
qui a deux cótés de moins. 

Soit par exemple un polygone de 4p + 2 côtés dont les côtés opposés sont 
conjugués, dont les sommets de rang impaire forment un cycle dont la somme 
des angles est 2 et dont les sommets de rang pair forment un autre cycle. 
On peut ramener ce polygone à un autre de 4p côtés dont tous les sommets 


forment unesculioyclo MM 





! Voir ce journal, t. I, pag. 44. 


LETTRES D’HENRI POINCARE A M. MITTAG-LEFFLER 
CONCERNANT LE MEMOIRE COURONNE DU PRIX 
DE S. M. LE ROI OSCAR IL 


I8 avril 1883. 


J'ai lu avec un grand intérêt la lettre de M. WEIERSTRASS dont vous 
m'avez donné copie.* Il est bien clair comme le dit M. WEIERSTRASS que les 
coordonnées des planétes ne peuvent s'exprimer en séries ordonnées suivant 


les puissances de 
eat —— 
GE 


que si l’on est certain d’avance que les planètes ne se rencontreront pas, et 
d’autre part on ne peut jamais en être certain. 
Aussi je n'ordonnais pas suivant les puissances de 


gu — 7 

Hes 
mais suivant celles de 

eas —— I 

e?* + I 


s est une variable auxiliaire qui jouit des propriétés suivantes: 
1° ¢ s'exprime comme les coordonnées en série ordonnée suivant les puis- 
sances de 
eas + I 


e + = 


' H. Poincaré, Sur le probléme des trois corps et les équations de la mécar 
journal, t. 13. 
? Voir ce journal, t. 35, p. 35—36; Cf. aussi p. 45 
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2° Si les planètes ne se rencontrent pas, quand s varie de — x à +o, f 
croît constamment de — c à +o. 

3° Si elles se rencontrent au temps £,, quand s varie de — o à + c, t croît 
constamment de — o à t,. Les formules ne donnent plus rien à partir du temps 
t, et c'est d'ailleurs ce qu'elles ont de mieux à faire. 

Maintenant je n'avais pas eu spécialement en vue le probléme de la Méca- 
nique Céleste; mon but était de montrer qu'on pouvait toujours résoudre des 
équations différentielles algébriques par des séries toujours convergentes pour 
toutes les valeurs réelles des variables. Les solutions de ce probléme sont en 
nombre infini et celle que j'ai donnée n'est qu'un exemple. Il est clair que dans 
chaque cas particulier, il faut choisir la plus zweckmässig. Or je ne crois pas 
que dans le cas de la Mécanique Céleste celle que j'ai donné soit la plus zweck- 


\ 


mässig, je crois qu'il y a mieux à trouver.! 


Paris 16 juillet 1887. 


Je n'ai pas oublié le prix du roi Oscar et je vous dirai méme que ce prix 
me préoceupe exclusivement depuis un ou deux mois. 

Mon ambition était de résoudre la premiére question, celle qui se rapporte 
au probléme des » corps. Mais je n'ai pas arrivé encore à des résultats comple- 
tement satisfaisants, au moins dans le cas général. 

J'ai toutefois obtenu quelques résultats qui ne sont pas sans intérét et dont 
je ne veux vous citer qu'un seul. 

Il s'agit du cas particulier où des trois corps, le 1° et le 2? ont une masse 
finie et le 3° une masse nulle. Le 1° et le 2 décrivent une circonférence autour 
de leur centre de gravité commun et le 3° se meut dans le plan de les circon- 
férences. 

Dans ce cas particulier, j'ai trouvé une démonstration rigoureuse de la 
stabilité et un moyen de déterminer des limites précises pour les éléments du 
32 COrpS.: 

Vous savez que dans ce cas particulier M. Hirr avait déjà donné une 

! On sait que M. K. F. Sunpman a démontré récemment qu'on peut choisir la variable 
auxiliaire s de sorte que les séries en question convergent pour toutes les valeurs de ? même 
sil y a des chocs entre les corps, pourvu que les constantes des aires ne soient pas toutes 
nulles. Cf. ce journal, t. 36, p. 105—179. 

2 On se rappelle que Poincaré a démontré que la masse nulle repassera une infinité de 
fois aussi prés que l'on voudra de sa position initiale, si l'on n'est pas placé dans certaines con- 
ditions initiales exceptionelles dont la probabilité est infiniment petite. 
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limite supérieure du rayon vecteur; j'ai recu derniérement un mémoire de M. 
Boutin inseré dans le tome X des Acta où cette solution de M. Hirr est reprise 
et complétée. Mais, il n'y a pas de limite inférieure et de plus la limite supérieure 
trouvée est trés éloignée de la limite précise. D'ailleurs possédant cette limite 
précise, j'ai plusieurs moyens de représenter le mouvement du 3° corps par des 
séries convergentes. 

Maintenant, est-ce. bien là ce qu'avait trouvé LEJEUNE DIRICHLET et méme 
avait-il réellement trouvé quelque chose, je n'en sais rien; mais je suis sûr 
maintenant qu'on ne doit pas chercher à intégrer le probléme par les fonctions 
connues ou par rien qui y ressemble. Car les particularités inattendues que 
présentent les fonctions oü je suis conduit les éloignent tout à fait de toutes 
les fonctions connues. 

J'espére maintenant que je pourrai aborder le cas général et que d'ici au 
I" juin j'aurai, sinon résolu complètement la question (cela, je ne l'espére pas) 
mais trouvé des résultats assez complets pour pouvoir étre envoyés au concours. 
Je crois me rappeler qu'on ne doit envoyer au concours que des mémoires 
inédits, et que le nom de l'auteur doit rester secret, étant enfermé sous un pli 
cacheté qu'on ne doit ouvrir qu'au dernier moment. 

Quant au mot inédit, il doit je pense étre entendu dans un sens absolu, 
c'est à dire que les résultats n'auront pu étre antérieurement énoncés et résumés 


dans une note aux Comptes Rendus. 


5 février 1889. 

Merci de votre lettre; malheureusement je ne puis pas vous donner des 
renseignements plus complets au sujet de la méthode de M. GYLDÉN; je ne puis 
démontrer la divergence de ses développements, mais je n'en puis non plus dé- 
montrer la convergence. 

Pour établir cette convergence, si toutefois elle a lieu, il me faudrait 
d'abord avoir une idée tout à fait nette de la facon dont ces développements 
peuvent étre obtenus. Or c'est ce que je ne puis faire sans avoir étudié à fond 
le mémoire de M. GYLDÉN en commençant par la 1°" ligne et finissant par la 
derniére. C'est là un travail que je n'ai pas encore eu le temps de faire. 

Vous avouerai-je que je trouve le style de M. GYLDÉN un peu rebutant 
et qu'il me donne beaucoup de mal à lire. 
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J'ai l'habitude, quand je lis un mémoire, de le parcourir d'abord rapide- _ 
ment de facon à me donner une idée de l'ensemble et de revenir ensuite sur les 
points qui me semblent obscurs. Je trouve plus commode de refaire les dé- 
monstrations que d'approfondir celles de l'auteur. Mes démonstrations peuvent 
étre généralement beaucoup moins bonnes mais elles ont pour moi l'avantage 
d'être miennes. Or c'est ce qu'il m'est impossible de faire avec M. GYLDÉN, 
ses résultats ne sont jamais assez übersichtlich pour cela. 

Tout cela soit dit pour vous expliquer comment je n'ai pris encore une con- 
naissance plus approfondie du mémoire en question. Toutefois j'en ai vu assez 
pour voir qu'il obtient dans certains cas une libration; or ce qui fait que les 
développements de M. LiwpsrEDT sont certainement divergents c'est ceci. S'ils 
convergeaient il n'y aurait jamais de libration, et il y en a certainement. 

Les mémes raisons n'existent done pas pour conclure à la divergence des 
séries de M. GyYLDÉN. Maintenant il reste bien entendu que, jusqu'à nouvel 
ordre, je regarde la divergence comme plus probable. 

Une autre raison qui m'empéche de rien pouvoir affirmer, c'est que dans 
ces développements, autant que je puis comprendre, les termes ne se déduisent 
pas les uns des autres par une régle inflexible. A chaque approximation il faut 
faire intervenir sa jugeotte (comme on dit vulgairement) pour décider dans quel 
sens on doit aiguiller (comme on dit dans les chemins de fer). 

Or c'est là un élément qu'il est difficile d'introduire dans une démonstra- 
tion de convergence ou de divergence. 


I mars 1880. 


Venons à ce que vous me dites de M. GYLDÉN. M. GYLDÉN dit avoir dé- 
montré l'existence des solutions asymptotiques et nous nous prétendons qu'il ne 
la pas fait. D'où vient cela! De ce que les mots démonstration et convergence 
n'ont pas le méme sens pour lui et pour nous. M. GYLDÉN croit avoir démontré 
la convergence d'une série lorsqu'l a fait voir que les premiers termes vont en 
décroissant et qu'il est invraisemblable qu'un des 99 premiers termes par exemple 
ait une valeur trés grande. 

Cela peut étre trés suffisant pour les applications astronomiques mais ne 
saurait contenter le géométre. 

Venons au détail. 
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Voici l'équation étudiée par M. GYLDÉN: 


(EE EE 
dg 77 Asin (as + bt + e) (1) 


A, a,b et c étant des constantes qui dans les notations de M. GyLpEn ont 


" 
, 


une expression assez compliquée. Il existe il est vrai d'autres arguments 2’, © 
mais M. GvrpÉw les regarde provisoirement comme connus en fonctions du temps 
de sorte que nous pouvons les faire rentrer dans le terme bt. L'équation est 
ainsi ramenée au 24 ordre. Il y aurait évidemment des objections à faire à cette 
facon de simplifier le probléme; mais il ne convient pas d'y insister, puisque 
elles sont de méme nature que celles que soulève l'intégration de l'équation 
simplifiée elle-même. Considérons done seulement l'équation (1) qui est de méme 
forme que celles dont je me suis le plus occupé et qui correspondent aux cas oü 
il n’y a que 2 degrés de liberté. 

M. GyrpÉN commence par faire un triage parmi les termes du second 
membre. I] met à part ceux qui lui semblent devoir jouer un role important et 
qu'il appelle caractéristiques. Voilà un premier exemple de cette intervention de 
l'appréciation personnelle, de la jugeotte dont je vous parlais la derniére fois 
qui donne aux méthodes de M. GvrpÉN une grande souplesse mais ne me 
permet pas d'aborder une démonstration de la convergence. 

M. GYLDÉN pose ensuite (page 213'): 


C=c+nt+Z,+2,+2,4+--- 


et il détermine Z,, Z,, ete. par une série d'équations analogues à (1) en s'arran- 
geant de telle facon que chacune d'elles ne contienne qu'un seul terme carac- 
téristique. 

Quant au menu fretin des termes non caractéristiques il les répartit entre 
ces équations d'une facon arbitraire; deuxiéme intervention de la jugeotte. Cha- 
cune des équations est ensuite intégrée par le moyen des fonctions elliptiques; 
mais est-elle intégrée définitivement? Non, quand on aura intégré la premiére, 
puis la seconde, il faudra modifier la premiére et l'intégrer de nouveau et ainsi 
de suite. Voici en effet ce que dit à ce sujet M. GYLDÉN page 243: 

Bei dem Fortgange dieser Operationen muss man sich indessen erinnern, 
dass bei der Bildung der Functionen (X) Glieder entstehen kónnen, von denen 
ein Theil mit vorhergehenden charact. Gliedern zu vereinigen sind und also die 
Werthe der vorhergehenden Moduln etwas verändern, . . . 


! Acta mathematica, t. 9. 
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Ces retours en arriére doivent, ce me semble, prodigieusement agacer les 
caleulateurs, et j'ai cherché avec soin à les éviter. On les rencontre non seule- 
ment dans la méthode de M. GYLDÉN mais dans celle de DELAUNAY. Vous con- 
cevez sans peine qu'ils rendent impossible toute démonstration de convergence. 

M. GYLDÉN arrive ensuite à une série (20) page 244 dont il dit qu'elle con- 
verge parce que dit il: 

K 


. Eine qut OK eK 
die Verhältnisse Ke y goes 


unseren Annahmen nach,... eine gegebene Grösse 


nicht übersteigen. 

En realite, cela veut dire que la serie ne converge que si l’on suppose 
(unseren Annahmen nach) que ces rapports restent inférieurs à une certaine 
limite, et que si cela n'avait pas lieu il faudrait avoir recours à une autre mé- 
thode, celle qui est exposée pages 257 à 263. Mais comment pourra-t-on savoir 
d'avance si cette condition est remplie; puisque le module £, calculé d'abord, va 
étre incessamment modifié par les retoures en arriére dont je parlais tout à 
l'heure et qu'il n'est pas certain qu'il ne va pas s'approcher indéfiniment de r. 

Mais ce n'est pas tout. La série (20) n'est pas l'expression compléte de Z. 
On Tlobtient en laissant de côté les termes provenant des termes non caracté- 
ristiques que M. G. considére comme trop petits pour pouvoir altérer la conver- 
gence. Cela est-il légitime? De ce que ces termes sont trés petits, il suit que 
leur influence ne sera pas sensible avant la 50* approximation par exemple, mais 
non qu'elle ne le sera jamais, ni méme qu'elle ne pourra pas devenir trés grande. 

Bornons-nous done à une des équations qui donnent Z,, Z,, etc. c'est à dire 
à une équation de la forme (r) ne contenant qu'un seul terme caractéristique. 

La méthode de M. GYLDÉN consiste à appeler 2 V l'argument de ce terme 
caractéristique et à écrire ensuite l'équation sous la forme: 

dV 


di +4sin2V/=4AX. 


A est une constante, 4X représente l’ensemble des termes non caracteristiques 
et À est un coëff. trés petit. (M. GYLDÉN ne met pas ce coéff. en évidence de 
cette facon, mais il entre dans ses termes.) Ensuite il développe V suivant les 
puissances croissantes de A. Mais là encore il ne parvient pas à démontrer d'une 
façon satisfaisante la convergence de son procédé. Il est évident que les ap- 
proximations successives introduiront de nouveaux termes caractéristiques. Il est 
probable que s'il s'introduit de semblables termes, M. G. en tient compte comme 
des premiers et introduit de nouvelles équations de Lamb, qui vont encore nous 
forcer à modifier notre module primitif et à retourner en arrière comme je l'ai 
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expliqué plus haut. Il me parait impossible de fonder là dessus aucune démon- 
stration rigoureuse de la convergence. 

Les solutions asymptotiques correspondent au cas oü l'un des modules de- 
vient égal à 1. M. GYLDÉN annonce que ce cas ne peut pas se présenter pour 
plus d'un module; c’est là un point important sur lequel je crois nécessaire 
d'insister... Aprés avoir examiné à fond la démonstration que donne M. G. de 
son affirmation, j'ai reconnu qu'elle est suffisante bien que cela n'apparaisse pas 
ainsi au premier abord. Il me semble toutefois que si M. G. avait dirigé son 
calcul comme il le fait dans le § II au lieu de le diriger comme il le fait dans 
le $ III, il aurait pu rencontrer plusieurs modules égaux à 1; mais cela deman- 
derait à étre examiné de plus prés. 

Voyons ce qu'il dit au sujet de la démonstration de la convergence (Cf. 
dans mon mémoire 1*'* partie, chapitre I, $ 2 et chapitre 111, 8 13. M. G. ditpage 261: 
Die Glieder in V, mit dem Factor e~* oder mit ganzen positiven Potenzen dieser 
Grösse multiplicirt erscheinen und also mit wachsendem £ sehr rasch abnehmen ... 
also schliessen wir dass die Darstellung der Function V, immer convergent ist, 
wenn & auf positive Werthe beschränkt bleibt. 

Ce qui revient à admettre le principe suivant: 

Toute série procédant suivant les puissances croissantes d'une variable plus 
petite que 1 est convergente à moins qu'on n'ait des raisons sérieuses de douter 
de cette convergence. 

Remarquons que cette série n'est qu'une premiére approx. mais que les 
approx. suivantes introduiraient des séries qui seraient de méme forme. 

Je crois pouvoir conclure ainsi: 

M. G. n'a pas démontré la convergence de ses séries. Si sa démonstration 
est bonne pour les séries de la page 261 qui convergent cffectivement, pourquoi 
ne l’est-elle pas pour les séries des pages 237, 243, etc., qui sont trés probable- 
ment divergentes. 

Le raisonnement par lequel M. G. croit pouvoir établir l'existence des solu- 
tions asymptotiques n'est ni plus rigoureux que celui par lequel DeLaunay 
létablissait avant lui, ni plus rigoureux que celui par lequel M. LixpsrkpT de- 
montre qu'il n'y en a pas. 

Allons bon! voilà que je suis encore une fois obligé de retirer ce que je 
viens de dire, ce diable de M. G. est vraiment difficile à saisir et on y découvre 
à chaque instant du nouveau. Je vous disais tout à l'heure que les raisons 
d'aprés lesquelles M. G. établit qu'un seul module pouvait étre égal à : me 
semblaient bonnes. Je ne le crois plus maintenant. Voici pourquoi. Reportez 


vous aux pages 260 à 261 de son mémoire. Nous y trouvons la formule (32) 
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qui donne le terme de V, qui correspond au terme de X qui a pour coéff. P,. 
Envisageons le terme qui a pour coëff. P, et qui s'écrit 


— 8 A, P, sing cos (21, nt + 2 4i). 


Introduisons ce terme dans la formule (30) à la place de X nous aurons une 
formule analogue à (32) et dont le second terme s'écrira (Remarquez que ce 


terme ne se détruira par avec le 1°): 





Urt 


+ H,) sin q (e5 — e-5) d£, 


À : 
A { I 2 À 
(91 (23 2p rS a 
3 étant un coéff. analogue à 9,. Si nous négligeons les puissances supérieures 
t P1 
de e: il vient: 


T^ 
e$ + e-s 





=e-§; sing (eé— e-5) = 








Le diviseur d'intégration est «2, et je ne vois aucune raison pour qu'il soit 
plus grand que c? contrairement à ce que dit M. G. page 263 ligne 13 et r4. 

M. G. objecterait que e-5 devient trés petit mais cela ne saurait suffire. 

Encore une remarque; M. G. ne suppose nulle part que les quantités qu'il 
appelle À, 2,, ete. soient commensurables entre elles; or cette condition est né- 
cessaire pour qu'il y ait une solution asymptotique. C'est la preuve que sa 
démonstration est insuffisante. 

En relisant ma lettre je m’apercois que j'ai l'air de vouloir démolir com- 
pletement le mémoire de GyLDEN; ce n'est nullement mon intention; j'y trouve 
de trés belles choses; j'ai cherché seulement à faire ressortir combien les mots 
démonstration et convergence ont un sens différent pour lui et pour nous. 

Le probléme n'est abordé qu'au point de vue de l'astronomie purement 
pratique qui est peut étre le plus important, mais qui n'est pas le mien. Je crois 
que méme à ce point de vue, mes méthodes seront plus simples et paraitront 
telles quand je les aurai développées suffisamment; mais peut-étre est-ce moi 
qui ne eomprend pas encore bien celles de M. G. 

Pardon, mon cher ami, de vous imposer la lecture d'une lettre aussi longue 
et aussi décousue. Je voulais la jeter au feu; car je vais vous en écrire une 
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autre plus posément aprés avoir approfondi le mémoire de M. G. Je vois que je 
ne le posséde pas encore à fond puisque je trouve encore de temps en temps des 
sujets d'étonnement. 

J'ai cru néanmoins devoir vous envoyer celle-ci de telle sorte que vous 
puissiez la lire et correspondre encore avec moi avant le 13 mars. 


5 mars 1889. 


Dans ma derniére lettre, j'ai cherché à vous montrer que les démonstra- 
tions de convergence de M. G. sont insuffisantes; il me reste à examiner si ses 
développements convergent effectivement (bien qu'il ne l'ait pas démontré) en 
me bornant au cas oü il existe réellement des solutions asymptotiques. 

Je considére done l'équation suivante 


2p 
2 + n°s À sin V cos V=n?(X) 


dt 
(X) = Z5, A, sin (4,nt + mV +h). 
h est une constante et je suppose pour éviter quelques unes des difficultés que 
je vous signalais la derniére fois que 2, et m sont entiers. 


Que fait M. GYLDÉN? Il pose: 


= = A TT oye 
V=V,+ V,, Vo = —2 are tg ei + = (page 257) 


Un 
| 


=ant +c. 


« est un coëfficient qu'on se réserve de modifier à chaque approximation. Sa 

valeur exacte est cependant entiérement déterminée et ne peut pas me pas l’ötre 

puisque an n'est autre chose que ce que j'ai appelé l'exposant caractéristique. 
L'équation devient alors: 


d* ys sii. rs r I A4 sa . , . , 
de — (2 sin? V,— 1) V, — A) ! (x— sin V cos J ) 
Y = — sin V cos V 4- sin V, cos V, — V, (2 sin? V, — 1). 
1 
M. G. donne le développement de Y suivant les puissances de V, page 236 ligne 
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7 (en comptant les formules pour une ligne). En appelant = X le second membre 
de l'équation précédente il vient: 


f = 
(1) — (2 sin? V, —1) V, = = 
qui ne differe pas de l'équation (6) de M. G. page 236. 

Cela posé, voici comment on fera pour intégrer (1) par approx. successives. 
On fera d'abord dans X V,—o, on aura une équation linéaire en V,, on l'inté- 
grera, on substituera dans X à la place de V, la valeur approchée ainsi obtenue, 
on aura une nouvelle équation linéaire qui donnera une valeur plus approchée 
de V, qu'on substituera de nouveau dans X et ainsi de suite. 

A chaque approximation on dispose de trois arbitraires à savoir: deux 
constantes d'intégration et « qu'on s'est réservé de modifier à chaque approx. 

L'intégration de l'équation (1) quand on y regarde X comme connu nous 
donne conformément à la formule (32) de la page 26r 


— 2a? V, — (ei — e| | e 15 2 


um 


ees 





Je n’écris pas la formule tout à fait comme M. GYLDÉN afin de mettre en évi- 
dence les deux constantes d'intégration C, et C,. 


Considérons d'abord les valeurs negatives de E; pour ces valeurs X peut 
étre développé suivant les puissances croissantes de e‘, de V, et suivant les sinus 


a 
et cosinus des multiples de =. Si on remplace V, par la valeur trouvée dans 
a 


lapprox. précédente, X sera développé suivant les puissances de e° et les sinus 


R |Un 


des multiples de 


Nous voulons que l'approximation suivante de V, donnée par la formule 
(32) soit de méme forme. Elle ne doit done contenir, ni terme en e *, ni terme 


en de. 
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Pour qu'elle ne contienne pas de terme en e~, il faut que la constante C, 
soit nulle. 

Pour qu'elle ne contienne pas de terme en $e‘, il faut que X ne contienne 
pas de terme en e. 

Supposons done que X ne contienne pas de terme en € et choisissons 
Q,-—o. 

Il nous reste deux arbitraires C, et «; nous pourrons en disposer et cela 
dune infinité de manières de telle façon qu'à l'approx. suivante X ne contienne 
encore pas de terme en e. 

Nous pouvons done d'une infinité de maniéres trouver une série satisfaisant 
formellement à l'équation (r) et développée suivant les puissances de e° et les sinus 


c 
5 


des multiples de Parmi ces séries, en nombre infini, une seule peut étre 


convergente pour les valeurs négatives de £; en effet j'ai dit plus haut que la 
valeur de « devait être entièrement déterminée. 

Considérons maintenant les valeurs positives de 5. 

Pour ces valeurs X peut étre développé suivant les puissances croissantes 
de e-:. Nous voulons que V, soit de méme forme, et ne contienne ni terme en 
ei, ni terme en $e®. 

Pour qu’il ne contienne pas de terme en € il faut que 


EIE 
Gi s fans 


Pour qu’il ne contienne pas de terme en £e—, il faut que X ne contienne pas 
de terme en e~. 

Nous supposerons qu'il en soit ainsi et nous voulons qu'il en soit encore 
ainsi à l'approx. suivante. Nous disposerons done de C, et de « pour annuler 
les termes en e-? dans l'approx. suivante de X. 

Nous pouvons le faire d'une infinité de maniéres, nous obtenons done en- 
core une infinité de séries, parmi lesquelles une seule peut converger. 

Admettons, ce qui est probablement exact (je dis probablement parce que 
je n'ai pas entiérement vérifié l'identité de ces séries avec les miennes) qu'il y 
ait effectivement une série qui converge pour les valeurs positives de 5 et une 
autre pour les valeurs négatives. 

Ces deux séries sont-elles la continuation analytique l'une de l'autre, cor- 
respondent-elles aux mémes valeurs de C,, de C, et de «! M. GvrDÉN ne le 
dit pas expressément mais son texte le laisse entendre et je crois que c'était bien 


172 Henri Poincaré. 


la sa pensée. Je sais d'ailleurs qu'il en est effectivement ainsi, puisque j'ai 
démontrée que les surfaces asymptotiques sont des surfaces fermées; mais dans 
les démonstrations de M. G. je ne vois aucune bonne raison de le croire. 

1°. Pour que C, ait la méme valeur pour 5 négatif et pour 5 positif, il 
faut que: 


+ co 
AXE 
here 





t 
—2oo 


Pourquoi en serait-il ainsi; si je prends un des termes de X, par exemple 
c (eZee 
sin|— i + H, 
a 


je reconnais aisément que l'intégrale correspondante qui est très facile à calculer, 
n'est pas nulle à moins que H, ne soit nul. 

Pourquoi les intégrales provenant des différents termes se détruiraient-elles? 
Je n'en verrais aucune raison si je ne savais d'avance que les surf. asympt. sont 
fermées.! 


2°. Je veux maintenant que C, et « aient méme valeur pour 


Un 


positif ou 
negatif. 

Il faut done que je dispose de ces deux constantes de facon qu’a l’approx. 
suivante, si on développe X suivant les puissances de e‘, on n’ait pas de terme 
en € et si on développe X suivant les puissances de ef, on n'ait pas de terme 
en e-5. Il est clair que je puis le faire, puisque j'ai deux arbitraires et deux 
conditions à remplir. Mais pourquoi parmi les séries en nombre infini que l'on 
peut former, la seule série convergente serait-elle précisément celle qui correspond 
à ce choix particulier de C, et de c. 

I ny a ici encore aucune raison pour le croire, à moins qu'on ne sache 
d'avance que les surf. asympt. sont fermées. 

3°. Ce n'est d'ailleurs pas ce choix que fait M. G. au moins si l'on rapporte 
à sa formule (3) de la page 236. 

Il commence par disposer de « de façon à annuler le terme en e° (ou e) dans 
X (X) et probablement se servirait ensuite de la constante C, pour annuler 
le terme correspondant dans (X). 








* Porxcané a reconnu plus tard que le théorème sur lequel il s'appuie ici n'est pas exact. 
Nous avons cru pourtant devoir reproduire cette lettre parce que c'est un point de moindre 
importance pour la question dont il s'agit. 
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Ce choix doit conduire 4 un résultat divergent puisque nous venons de voir 
que la maniére d'obtenir une série convergente est unique. 

En résumé, si on suit à la lettre les indications de M. G. en se fiant à sa 
formule (3) page 237 on arrive à une série divergente. 

Si on laisse de cóté cette formule à la quelle je suppose que M. G. ne tient 
guére, on arrive à une infinité de séries dont une seule converge et on n'a aucun 
moyen de reconnaitre quelle est celle qui converge. 

Il me parait probable que l'on obtiendra cette série convergente en choisis- 
sant les constantes de façon que la série pour £ négatif et celle pour £ positif se 
raccordent. Mais je ne vois dans le mémoire de M. G. aucune bonne raison pour 
cela, je n'y suis conduit que par une application des résultats de mon travail 
couronné (encore faudrait-il pour en être absolument sûr, un examen plus ap- 
profondi). 

Un dernier mot; la dernière fois j’ai parlé des raisonnements par lesquels 
DELAUNAY établit l'existence des solutions asympt. Il faut bien s'entendre, DE- 
LAUNAY n'a énoncé nulle part un pareil résultat, j'ai voulu dire simplement que 
sa méthode appliquée au cas particulier traité par M. G. l'aurait conduit à des 
développements.de méme forme. 





u "A TE CARE pz APS 


u : Pr. * ci 7 7 DUNT 
M. out ——  Ó MS 
E ER ip Ad carr bu. ded ice e i sale 
wi yen 
© nig on NEA Alp ie | 
LA M decis Bor ta uil ven à v "i A sti m 
ipo ls ung alim ae ze d 




















- liii ee Winger site E: 
pice Wes d Cugat á 
fur” [V 

Rens itt of kid lina! sah anlage at MANT 
ge wi ere nia ar Nyon ip Oe sim 1 


" [T Mies ivo aa (non 
Sap ln" M est V. ^ uito faim 

Amp. Lorie Anio er idt dn 
» ra À too ipei in. HA UMEN 


i dr, 4 in i in a" sed in ye vip tear Z 
, = 8957 incliné LIT tre Le 

we: 3 3 Leen - putea DN à VA Veto 
| idis e. v s Mu (a du^ die 
" pastis 7 ví he aids rine & 
=» cm N M Las AE web mL duds ^a 


$ $e $^ li^ af tatum cs ra d 


LETTRES D'HENRI POINCARE A L. FUCHS.' 


Caen, le 29 Mai 1880. 
Monsieur le Professeur, 


J'ai lu avec le plus grand intérét le remarquable mémoire que vous avez 
fait insérer dans la dernière livraison du Journal de Crelle? et qui a pour titre: 
Ueber die Verallgemeinerung des Umkehrproblems. Veuillez me permettre, Mon- 
sieur, de vous demander au sujet de ce travail, quelques éclaircissements. 

Vous démontrez, page 159 que la fonction z est fonction méromorphe de 7, 
toutes les fois que £ prend une valeur correspondant à une valeur donnée de z; 
que cette valeur de z soit un point ordinaire ou un point singulier, qu'elle soit 
finie ou infinie. Vous démontrez ensuite, page 160 que cela est encore vrai 
pour [= et comme conclusion vous dites: 

..... so ist die durch die Gleichung (H.) definirte Function z von £ für alle 
Werthe von © meromorph. 

Il s'agit ici de toutes les valeurs de © finies et infinies; cet énoncé ferait 
done entendre que z est fonction méromorphe dans toute l'étendue de la sphère et 
par conséquent fonction rationnelle de 2; on en conclurait que l'équation (A.) est 
toujours intégrable algébriquement ce qui n'est pas exact comme vous le faites 
voir un peu plus loin page 168. 

A quoi tient cette contradiction? C’est à ce que les valeurs de Z sont de 
3 sortes: 

f (2) 


I. Celles qu'on peut faire atteindre à la fontion zu en faisant décrire à 


- 


la variable z sur la sphére un certain contour fini un nombre fini de fois. 
2. Celles qu'on peut faire atteindre à cette fonction en faisant décrire à z 
un contour infini ou bien un contour fini un nombre infini de fois. 


' Les lettres que nous publions ici sont d'importance pour l'histoire de la théorie des 
fonctions fuchsiennes. Ce sont en effet ces lettres dont parle L. Fucus dans les Nachrichten 
von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften und der G.-A.-Universität, Göttingen 1552, 8. 5 


Gesammelte Mathematische Werke, Band II, S. 286. 
* t. 89, 1880, p. 151—169. 
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3. Celles qu'on ne peut jamais faire atteindre à la fonction a quel que 
soit le contour décrit par z sur la sphére. : 

Rien ne prouve en effet a priori qu'il n'y ait pas des valeurs de ces trois 
sortes et méme, en général, on est certain qu'il y en a de la 2% ou de la 3° 
sorte, sans quoi, je le répète, l'équation (A.) serait intégrable algébriquement. 

Mais alors il me semble qu'il faudrait encore démontrer que z reste méro- 
morphe quand Z prend une valeur de la 2° ou de la 3° sorte, et que la démon- 
stration que vous avez donnée dans votre mémoire ne s'applique qu'à celles de 
la r*re sorte. 

On peut en effet faire plusieurs hypothéses: 

I. on peut supposer que l'on n'a que des valeurs de la ri^ sorte et alors 
z est rationnel en £. 

2. on peut supposer que l’on a des valeurs de la première et de la 2° sorte 
et que z reste monodrome quand ¢ prend une des valeurs de la 2° sorte. Dans 
cette hypothèse votre théorème trouverait encore son application. 

3. on peut supposer que l'on a des valeurs de la ri" et de la 2° sorte, 
mais que z ne revienne pas à la méme valeur, quand © décrit un contour infini- 
ment petit autour d'une des valeurs de la 2* sorte. 

4. on peut encore imaginer que l'on ait des valeurs des trois sortes; que les 

valeurs de la r?r* sorte remplissent la région du plan 

aims MU) que je couvre de hachures sur la figure, que le périmétre 

de cette région soit formé de valeurs de la 2* sorte; 

enfin que les parties extérieures à ce périmétre corres- 

pondent à des valeurs de la 3° sorte. Alors la fonc- 

tion z n'existe plus quand 5 sort de ce périmètre, et ne 

peut prendre qu'une seule valeur quand [ reste dans ce périmétre. Alors z n'est 

pas, à proprement parler fonction analytique de 2; mais elle est eindeutig en C, 
ce qui vous suffit pour les conséquences que vous en tirez. 

5. on peut imaginer que l'on ait des valeurs des trois sortes, disposées 
comme dans la figure ci-contre, où la région occupée 
par des valeurs de la r?'* sorte est couverte de hachures. 
Alors z pourrait ne pas revenir à la méme valeur quand 
C décrirait un contour tel que H HH H. 





Enfin on pourrait encore faire mille autres hypothèses. 
Je dois avouer, Monsieur, que ces réflexions m'ont 
inspiré quelques doutes sur la généralité du résultat que vous annoncez, et j'ai 
pris la liberté de vous en parler, dans l'espérance que vous n'auriez pas de peine 


à les éclaircir. 
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Mon adresse est: HENRI POINCARÉ, Professeur à la Faculté des Sciences de 
Caen (Calvados). 

Veuillez agréer, Monsieur le Professeur, l'assurance de ma considération 
respectueuse. 


Poincaré. 


D 


Caen, le 12 Juin 1880. 
Trés-honoré Monsieur, 


Je vous demande pardon, d'avoir tant tardé à répondre à votre aimable 
lettre; mais j'étais absent de Caen, lorsqu'elle est arrivée à son adresse; je l'ai 
regue ce matin seulement et je l'ai lue avec le plus grand intérét. Je vous remer- 
cie beaucoup des éclaircissements que vous avez bien voulu me donner et qui 
m'ouvrent des vues nouvelles sur cette question. Cependant, si je ne craignais 
d'abuser de votre obligeance, je prendrais la liberté d'appeler encore votre atten- 
tion sur quelques points de détail, qui me semblent encore un peu obscurs. 

Je suppose que sur le plan des z, je joigne tous les points singuliers au 
point © par des coupures, puis que je fasse mouvoir z dans son plan de telle 
sorte qu'il ne franchisse aucune des coupures. 7 va alors erfüllen dans son plan 
une certaine surface F, qui sera évidemment zusammenhangend. Faisons main- 
tenant mouvoir z dans son plan de telle sorte qu'il ne puisse franchir les diver- 
ses coupures plus de m fois; 2 va rester compris dans une nouvelle surface F,, 
qui sera toujours zusammenhangend. Quand m augmentera la région F,, va 
s'étendre de plus en plus et la surface que vous appelez F n'est autre chose que 
la limite de F,, pour m= «. Dire que cette surface F ne recouvre le plan que 
einfach, c'est dire que, quelque grand que soit m, F, ne recouvrira le plan que 
einfach. 

Or cela est-il une conséquence nécessaire de votre démonstration? Il me 
semble qu'il faudrait pour le faire voir ajouter quelques explications. En effet, 
comment lorsque m grandit, la région F,, peut-elle arriver à se recouvrir elle- 
méme? Elle peut y arriver de deux maniéres ainsi que l'indique la figure suivante 
où le trait plein représente le contour de la région F,, et où cette region est 
recouverte d'une couche de hachures pendant que les parties du plan où F se 
recouvre elle-méme sont couvertes d'une double couche de hachures 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 17 août 1914. 
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ıere maniere. 206 maniere. 


Votre démonstration, Monsieur, me parait faire voir de la facon la plus 
claire, que la région /, ne peut se recouvrir elle-même de la 1** maniére; mais 
non pas qu'elle ne peut se recouvrir elle-même de la 2° manière. 

Je vois bien que cela est vrai lorsqu'il n'y a que deux points singuliers à 
distance finie. Dans ce cas j'arrive en effet, par des considérations un peu diffé- 
rentes à démontrer que F,, ne peut se recouvrire elle-même ni de la ri?'* ni de 
la 2° maniére. Alors la fonction z reste eindeutig dans l'intérieur de la surface 
F qui est ici un cercle. 

Mais il ne me parait pas évident qu'il en soit de méme dans le cas général, 
de sorte que je me demande si le théoréme est encore vrai quand il y a plus de 
deux points singuliers à distance finie. 

Dans le cas ott ces points singuliers ne sont qu'au nombre de deux je trouve 
que la fonction que vous avez définie jouit de propriétés fort remarquables et 
comme j'ai l'intention de publier les résultats que j'ai obtenus, je vous deman- 
derai la permission de lui donner le nom de fonction Fuchsienne puisque c'est 
vous qui l'avez découverte. 

Je vous demanderai aussi la permission de communiquer votre lettre à 
M. HERMITE qui s'intéresse beaucoup à cette question. 

Veuillez agréer, trés honoré Monsieur, l'assurance de ma considération respec- 
tueuse. Poincaré. 


Caen, le 19 Juin 1880. 
Monsieur et cher collégue. 

Je ne saurais vous dire combien je suis satisfait d'apprendre que vous avez 
complétement résolu le probléme qui fait l'objet de notre correspondance et combien 
je suis désireux de recevoir l'extrait que vous avez bien voulu me promettre et 
dont je vous suis bien reconnaissant d'avance. 

Les conditions que vous aviez posées dans votre mémoire, pour que z füt 


eindeutig en Z, étaient, si je me rappelle bien, les suivantes: 
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et 


I 2 3 
6 =I +=: 8 —=IT- us = 8, — 
n n 2 


D In 


Or voici d’abord ce que je trouve au sujet des équations qui satisfont a ces con- 
ditions. Si on les réduit à la forme canonique, de facon à faire disparaitre le 


terme en d les points singuliers situés à distance finie et tels que la diffé- 


dz 
rence des racines de l'équation fondamentale soit r disparaissent. 
Il peut arriver alors que l'on ait: 


Dans ce cas on posera 


z —a —t-1, 


si a est un des points singuliers à distance finie; puis on ramenera de nouveau 
l'équation à la forme canonique; le point singulier £ — o qui correspondrait au 
point singulier z — disparait. Quand toutes ces opérations sont effectuées: 

1. Pour tous les points singuliers, soit à distance finie, soit à distance 
infinie, la différence des racines de l'équation déterminante est une partie aliquote 
de l'unité et est différente de r. 

2. Le nombre des points singuliers à distance finie (qui n'ont pas disparu 
dans les opérations précédentes) ne peut étre plus grand que 3. 

Il reste alors à considérer 4 cas. 

i" cas. Le nombre des points singuliers finis est plus petit que 2. Alors 
z est rationnel en ¢. 

2° cas. Le nombre des points singuliers est égal à 2; et si o,, @,, 9, sont 
les différences des racines des équations fondamentales déterminantes relatives à 
ces deux points et à z — », on a: 


0, + 0, + 042 I. 


Alors z est encore rationnel en £. 
3° cas. Le nombre des points singuliers est 2 mais 


Qi + Q1 + Os = I. 


Alors z est une fonction doublement périodique de £. 
4° cas. Le nombre des points singuliers est 3 et il faut alors que la différence 


180 Henri Poincaré. 


des racines de toutes les équations déterminantes soit C'est sur ce dernier 


NIH 


cas que je prendrai la liberté d’attirer votre attention. On peut en effet former 
l'équation différentielle correspondante de la facon suivante; soit .7(4) une fonc- 
tion doublement périodique de u définie par l'équation différentielle 


H étant un polynome du 3° degré en 4. Posons: 








on aura 


du I du 2 P' 
> 


dz P? dz ps 








et n satisfera à l'équation différentielle 


ou 


(1) Pn 








L’autre intégrale sera 
— —au 
n=P.e 

dot 


— p?au 
oC =e D 


Pour que z, c'est-à-dire .4 fût eindeutig en £, il faudrait que la fonction .4 (u) 
A E: iz a: : Aa 
admit la période ce qui wa pas lieu en général. 
a 


Et pourtant si l'on pose 
3 
n=7,H 4 
n, se trouve lié à z par une équation différentielle linéaire (2). 
L'équation (2) admet 3 points singuliers à distance finie et l'un à l'infini. 
Les racines de l'équation déterminante sont: 
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1°. pour les points à distance finie 


I I 2 
— 2 — ur et 0—— —Id -» 
Z 2 = 


2°. pour le point à l'infini 


=I+ et Ban 
2 


E 
2 2 
L'équation satisfait done aux conditions 


I 2 
Cue fr — Ii 
n n 


et pourtant z n’est pas eindeutig en Z, de sorte que dans ce cas particulier votre 
théoréme me semble en defaut. 
Mais ce n’est pas tout, et, si je ne craignais d’abuser de votre patience, je 
vous ferais part de quelques réflexions que m'a suggérées l'étude de cette question. 
Les conditions que vous avez posées: 
I 


= zi ou = = = 
T,———I T,— ——I T, = — Ts —= —) 
; n i d "n - ZAR 


I 2 3 
$,—I-F—,S$,—1-d-— Ou 8,— ,$,— 
n = n 2 


vous les avez trouvées en cherchant à satisfaire à deux hypothéses: 1? z devait 


t- 


être eindeutig en £, 2° toute fonction rationnelle et symmétrique de z, et de =, 
devait être eindeutig en u, et en wu. 

Mais si l'on ne fait que la première hypothèse (z eindeutig en ©) ces con- 
ditions ne sont plus nécessaires. Si en effet l'objection dont je vous ai parlé 
dans ma derniére lettre n'existait pas, les conditions que l'on trouverait (en rai- 
sonnant tout à fait comme vous l'avez fait dans votre mémoire) seraient les sui- 
vantes: que pour tous les points singuliers la différence des racines des équations 
déterminantes füt une partie aliquote de l'unité. On aurait ainsi une classe 
d'équations beaucoup plus étendue que celle dont vous vous êtes occupé et aux- 
quelles votre théorème s'appliquerait. Malheureusement l'objeetion que j'ai 
soulevée exige une étude plus approfondie de la question; et cette étude, je n'ai 
pu la faire que dans le cas oü il n'y a que deux points singuliers à distance finie. 
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Soient o,, o,. o, les différences des racines des trois équations déterminantes. 
Si on a: 
Qf On 08 I 
z est rationnel en ¢. 
Si on a: 
Qi + 0; t0, —I 
z est doublement périodique en Z. 
Ces propriétés, je les ai déjà énoncées plus haut et d'ailleurs vous les aviez 
sans doute déjà découvertes. 
Tant que l'on suppose 


SI» 
H 
nM 


H 
D 
© [on 


on ne peut avoir 
rar eee 


Mais si l'on se borne à la première hypothèse (z eindeutig en ©) o,, @,, o, ne sont 
plus assujettis qu'à étre des parties aliquotes de l'unité, et on peut avoir: 


0, + 0; t 04 X I. 


Alors z n'est plus ni rationnel, ni doublement périodique en Z, mais je démontre 
que mon objection peut être levée et que z reste eindeutig en £. C’est cette 
fonction nouvelle que j'ai appelée fonction Fuchsienne et à l'aide de cette trans- 
cendante nouvelle et d'une autre qui s'y rattache j'intégre l'équation différen- 
tielle du 2* ordre à 2 points singuliers finis, non seulement quand o,, o,, o, sont 
parties aliquotes de l'unité; mais quand o,, 0,, 0, sont des quantités commensurables 
quelconques. 

La fonction Fuchsienne a beaucoup d'analogies avec les fonctions elliptiques; 
elle n'existe que dans l'intérieur d'un certain cercle et reste méromorphe a l'inté- 
rieur de ce cercle. Elle s'exprime par le quotient de deux séries convergentes 
dans tout ce cercle. 

Je ne sais rien au contraire sur les équations différentielles quand il y a 
plus de 2 points singuliers à distance finie. 

Permettez-moi, Monsieur, de vous remercier de votre complaisance, de remer- 
cier aussi les équations linéaires auxquelles je dois le plaisir d'étre entré en cor- 


respondance avee vous. 


Lettres d'Henri Poincaré à L. Fuchs. 183 


Veuillez excuser la longueur de ma lettre et agréez l'assurance de ma 


respectueuse considération. 
Poincaré. 


Caen, le 30 Juillet 1880. 
Monsieur, 


Je vous remercie beaucoup de l'envoi que vous avez bien voulu me faire de 
votre petit opuscule.! Le tableau que vous donnez des intégrales de toutes les 
équations différentielles léve complétement tous les doutes. 

C'est dans les cas III (1) et IV (1) que s'appliquait mon objection; vous 
envisagez en effet l'équation: 


dw , 1dlog R do 


7T 
LU LT OIDR 


to 


, ii . . . . TT 
pour laquelle votre théorème est évidemment vrai; mais si au lieu de vous 


2 


Um 


aviez pris un coéfficient numérique quelconque «, le théoréme se serait trouvé 
en défaut, quoique les conditions que vous aviez énoncées primitivement et qui 
sont relatives aux racines des équations déterminantes eussent continué à étre 
remplies. Comme vous aviez négligé d'énoncer cette condition supplémentaire, 


relative à la valeur du coéfficient numérique de p? m'y étais laissé tromper 


et vous voudrez bien m'en excuser. 

Permettez-moi d'insister sur les fonctions auxquelles j'ai donné votre nom 
et que j'ai rencontrées dans ces recherches. 

Ces fonctions présentent avec les fonctions elliptiques les plus grandes ana- 
logies et sont susceptibles d'étre représentées par le quotient de deux séries con- 
vergentes, et cela d'une infinité de maniéres. Parmi ces séries, il y en a qui sont 
des séries entiéres et qui jouent le róle de fonction Théta. 

Elles sont convergentes dans toute l'étendue d'un certain cercle et, en dehors 
de ce cercle elle cessent d'exister, ainsi que la fonction Fuchsienne elle-méme. 

En dehors de ces fonctions, il en est d'autres qui jouent le méme róle que 
les fonctions Zéta dans la théorie des fonctions elliptiques et gráce auxquelles 
jintégre toutes les équations différentielles linéaires d'ordre quelconque à coëf- 
ficients rationnels toutes les fois qu'il n'y a que deux points singuliers à distance 


* Voir la note page 186. 


184 Henri Poincaré. 


finie et que les racines des trois équations déterminantes sont commensurables. 
J'ai imaginé aussi des fonctions qui sont aux fonctions Fuchsiennes ce que les 
fonctions abéliennes sont aux fonctions elliptiques et grâce auxquelles j'espère 
intégrer toutes les équations linéaires quand les racines des équations détermi- 
nantes seront commensurables. 

Enfin des fonctions tout à fait analogues aux fonctions Fuchsiennes me 
donneront, je crois, les intégrales d'un grand nombre d'équations à coéfficients 
irrationnels. 

Veuillez, Monsieur, agréer encore une fois mes remerciements, ainsi que 
l'assurance de ma considération la plus distinguée. 

Poincaré. 


Caen, le 20 Mars 1881. 


Monsieur, 


Je vous remercie beaucoup du mémoire que vous avez eu la bonté de m'en- 
voyer et que j'ai lu avec le plus grand intérét. 

J'ai continué à m'occuper des fonctions auxquelles j'ai donné votre nom 
et j'espére publier prochainement mes résultats. Ces fonctions comprennent 
comme cas particulier les fonctions elliptiques d'une part, et d'autre part la fonc- 
tion modulaire. Ces fonctions et d'autres que j'ai appelées zétafuchsiennes per- 
mettent d'intégrer: 

1°. Toutes les équations différentielles linéaires à coéfficients rationnels qui 
ne présentent que trois points singuliers, deux à distance finie et l'un à l'infini. 

2°. Toutes les équations du 2* ordre à coéfficients rationnels. 

3°. Un grand nombre d'équations de divers ordres à coéfficients algébriques. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma considération la plus distinguée. 


Poincaré. 
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BRIEFE VON L. FUCHS AN H. POINCARE. 


Heidelberg 5 Juni 1880. 


Geehrtester Herr Collega! 

Da ich aus Ihrem geschätzten Briefe ersehe, dass Sie deutsche Abhandlungen 
mit so tiefem Verständniss zu lesen in der Lage sind, so erlaube ich mir bei der 
Beantwortung Ihres Briefes mich auch dieser Sprache zu bedienen, weil ich hof- 
fen darf, mich auf diese Weise klarer ausdrücken zu können. 

Empfangen Sie, geehrtester Herr, vor allen Dingen meinen besten Dank nicht 
nur für das Interesse, welches Sie die Güte haben meiner jüngsten Arbeit entge- 
genzubringen, sondern auch dafür, dass Sie mich durch Ihren Brief darauf auf- 
merksam gemacht haben, dass der Satz I p. 161 meiner Abhandlung nicht mit 
genügender Präcision ausgesprochen ist. 

Wenn Sie in der That das Resumé vergleichen, welches ich, vor dem Er- 
scheinen meiner Arbeit im Borchardtschen Journal, von meinen Resultaten in 
den »Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen» Februar 
1880 p. 170—176 gegeben habe, so werden Sie daselbst p. 173 finden, dass ich 
dort denselben Satz in der Weise ausgedrückt habe, dass unter den über die 
Wurzeln der zu den verschiedenen singulären Punkten gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen gemachten Voraussetzungen durch die Gleichung 


(H) re 

p (2) 

z als eindeutige Function von © definirt werde. 
Gestatten Sie mir nun mit wenigen Worten auf die Bedeutung des Satzes 

einzugehen. 

Aus den Entwickelungen meiner Arbeit in Borchardt's Journal p. 155—160 
ergiebt sich Folgendes: Berechnet man für jeden Werth von z die zugehörigen 
Wertbe von ¢, indem man z alle möglichen Umläufe machen lässt — gleichgültig 
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ob eine endliche oder eine unendliche Anzahl mal, so erhält £ von z abhängige 
Werthe, so lange die Umläufe nicht so beschaffen sind, dass dadurch f (z) und (2) 
identisch das heisst für jedem Verth von z unendlich werden. 

Die Werthe von Z für welche nicht f (z) und q (z) identisch unendlich wer- 
den, erfüllen in der [-Ebene eine einfach zusammenhangende Fläche, welche 
ich mit S bezeichnen will Diese Fläche bedeckt die £-Ebene nur einfach und 
an ihre Begrenzung liegen diejenigen Werthe von £ für welche f (z) und q (z) 
identisch unendlich werden. Innerhalb der Fläche S ist z überall eine meromorphe 
Function von ©. Dieses ist der Sinn des Satzes I p. 161, und ein Weiteres brau- 
che ich für die Anwendungen, welche ich von demselben mache, nicht. 

Ich hoffe, dass Ihnen diese Worte zur Aufklärung über den Sinn, welchen 
ich dem Satze I p. 161 beilege, genügen werden, um so mehr als ich aus Ihrem 
Briefe ersehe, dass Sie sich der Ergründung der vorliegenden analytischen Frage 
bereits mit so grossem Scharfsinn gewidmet baben. 

Genehmigen Sie, Hochgeehrter Herr, die Versicherung meiner ausgezeichnet- 


sten Hochachtung. 
L. Fuchs. 


Heidelberg 16 Juni 1880. 
Geehrter Herr Collega! 

Empfangen Sie den herzlichsten Dank für Ihr freundliches Schreiben vom 
12. Juni, wodurch Sie von Neuem ein so tief eingehendes Interesse für meine 
Arbeit kundzugeben die Güte gehabt haben. 

Es würde mir ein besonderes Vergnügen bereiten in die Discussion der von 
Ihnen aufgestellten Frage einzutreten. Jedoch würde ich dadurch Ihre Geduld 
zum Ueberfluss in Anspruch nehmen. Denn eine Arbeit, welche ich schon vor 
der Veróffentlichung meiner Resultate in den Góttinger Nachrichten vom Februar 
dieses Jahres in Angriff genommen, seitdem aber — weil mich Anderes beschäf- 
tigte — liegen gelassen hatte, habe ich nun mehr zu Ende geführt. Diese Arbeit ! 
enthült unter Anderem das Tableau aller Differenzialgleichungen zweiter Ordnung, 
welche ausser den übrigen in meiner Abhandlung angegebenen Eigenschaften noch 
die auf p. 101 derselben Abhandlung geforderte Eigenschaft besitzt, dass die 
Gleichung PG) _ fe) nur erfüllt wird durch z,—z,; natürlich so lange i (2) 

q (21) P (22) p (2) 
überhaupt einen bestimmten Werth hat, d. h. so lange nicht f (z) und % (z) iden- 

1 Über die Functionen, welehe durch Umkehrung der Integrale von Lósungen der linea- 
ren Differentialgleichungen entstehen. Nachrichten von der Kénigl. Gesellschaft der Wissen- 
schaften und der G.-A.-Universität, Göttingen 1880, Sitzung am 3. juli, s. 445—453. 
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tisch unendlich werden. Die Arbeit enthält ausserdem die Integrale aller Diffe- 


renzialgleichungen des Tableau’s, und für jede derselben den analytischen Aus- 
druck von z als Function von £. 

Sie sehen also, geehrter Herr, dass diese Arbeit jede weitere Discussion 
überflüssig macht. Ich hoffe die Resultate im Laufe der nächsten Wochen zu 
veróffentlichen, und werde mich beehren Ihnen einen Abzug zu schicken. 

Es machte mir grosses Vergnügen in Ihrem Briefe zu lesen, dass Sie in Be- 
zug auf die von mir definirten Functionen wichtige Resultate gefunden haben, 
welche Sie zu veröffentlichen beabsichtigen. Dass Sie die Güte haben wollen, 
die genannten Functionen mit meinem Namen zu bezeichnen, ist für mich sehr 
ehrenvoll und macht mich Ihnen zu Dank verpflichtet. 

Es ist selbstverständlich, dass ich mit Ihrem Wunsche mein Schreiben dem 
Herrn Hermite mitzutheilen einverstanden bin. 

Gereicht mir ja das Interesse, welches dieser grosse Mathematiker an meinen 
Arbeiten nimmt, nur zur gróssten Genugthuung. 

Empfangen Sie, geehrter Herr, die Versicherung meiner ausgezeichnetsten 


Hochachtung. 
L. Fuchs. 
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HENRI POINCARE, EN MATHEMATIQUES SPECIALES A NANCY. 


Par 
P. APPELL 
à Paris. 


(Lettre à M. MrrrAG-LEFFLER). 


Vous me demandez, mon cher ami, de vous raconter mes souvenirs de Col- 
lege sur HENRI Poincaré. Je vais tacher de le faire, le plus simplement pos- 
sible, avec le seul souci de la sincérité et de la vérité, sans me laisser dominer 
par l'émotion que souléve en moi l'évocation de ces années de jeunesse, à la fois 
si lointaines et si proches, où naquit entre POINCARÉ et moi une amitié profonde, 
chaque jour accrue, si cruellement brisée. 

C'est en octobre 1872 que je le vis pour la premiére fois. 

Aprés les fétes de Páques, ma mére m'avait envoyé de Strasbourg à Nancy, 
pour suivre la classe préparatoire à l'École Polytechnique. Je tombai, jeune 
écolier inexpérimenté, dans la classe de M. Pnvvosr, qui voulut bien m'admettre, 
quoique les cours fussent trés avancés, et qui me donna des conseils dont je lui 
garde une grande reconnaissance. A la rentrée d'octobre, la classe de spéciales 
fut confiée à un jeune agrégé des plus distingués, ErrroTr!, mathématicien de 
valeur qui eut la plus heureuse influence sur tous ses éléves. 

Dés la premiére classe, un de mes camarades me dit, en montrant Pory- 


CARE: «voilà un type trés fort, il vient d'étre recu second à l'École Forestiére, 


! Euxor, élève de la promotion de 1866 à l'École Normale, agrégé en 1869, docteur en 
1876 aprés soutenance d'une thése «Détermination du nombre des intégrales abéliennes de pre 
miere espèce» (Annales de l'École Normale Supérieure, 2:ème série, t. IV); collaborateur des 
Acta; mort en 1894, étant professeur à la Faculté des Sciences de Besançon. Je tiens de M. le 
Recteur Lrarv le fait suivant: pendant les vacances de Pâques en 1873, Eruior, rencontrant à 
Paris son camarade Liarp, lui dit «J'ai dans ma classe un élève qui est un monstre de mathe 
matiques» ; il parlait de Poincaré. (P. A) 
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il a remporté le premier prix de mathématiques élémentaires au concours géné- 
ral, il a résolu tout seul l'année derniére le probléme donné à l'École Poly- 
technique.» 

La physionomie de PoINCARÉ me frappa: il n'avait pas, à premiere vue, le 
type ordinaire de l'éléve intelligent: il était comme absorbé dans des pensées 
intérieures, avec des yeux en quelque sorte voilés par la réflexion: quand il 
parlait, ses yeux s'animaient d'une expression de bonté, à la fois malicieuse et 
profonde. Je me sentis attiré vers lui: comme nous étions externes tous deux, 
nous échangeames quelques mots en sortant. Je fus frappé de sa facon de parler 
un peu bréve et saccadée, entrecoupée de longs silences. 

Dés les premiéres interrogations en classe, sa supériorité apparut éclatante: 
il répondait aux questions en supprimant les raisonnements intermédiaires, avec 
une briéveté et une concision telles, que le professeur lui demandait toujours de 
développer ses réponses: il lui disait: «Si vous répondez ainsi à l'examen, vous 
risquez de n'étre pas compris». 

Nous primes l'habitude, POINCARE et moi, de causer en sortant de classe et 
bientót nous fümes tout à fait liés. 

Deux de nos camarades demeuraient assez loin du lycée; l'un nancéien, 
Henry, aujourd'hui professeur agrégé au lycée de Saint Quentin, habitait en 
ville, rue de Malzéville; l'autre, strasbourgeois. HARTMANN, aujourd'hui comman- 
dant d'artillerie en retraite, chef des travaux de mécanique à l'École Polytechni- 
que, habitait le village de Malzéville. Accompagner ces deux camarades devint 
notre promenade quotidienne aprés la classe de l'aprés midi. Nous ne prenions 
pas toujours le chemin le plus court. Parfois, tout en discutant un probléme 
de mathématiques, nous interrompions notre promenade: sur le mur voisin, POIN- 
CARÉ tracait du doigt une figure géométrique idéale, qui nous aidait à suivre 
son raisonnement. Apres avoir traversé la grande rue Ville-Vieille, nous fran- 
chissions les portes de la Craffe et de la citadelle, pour arriver jusqu'à la rue 
de Malzéville, où nous laissions HENRY; quelquefois nous allions plus loin, 
mais, ordinairement, nous revenions POINCARE et moi, seuls ou avec Hamr- 
MANN, et nous allions jusqu'à la porte de Poincaré 6 Rue Lafayette. Nous 
parlions des grands événements qui venaient de bouleverser notre pays, de la 
guerre, de la Commune, de la libération du territoire, de l'Alsace-Lorraine et 
de son immuable attachement à la France: puis aussi des incidents de la vie 
publique, de l'élection Barodet-Rémusat, des débats de l'Assemblée nationale, 
des partis politiques ..... 

Nancy était occupé par les vainqueurs; la tristesse de la défaite, l'annexion 
de l’Alsace-Lorraine pesaient lourdement sur nos entretiens: mais nous avions 
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une confiance entiére dans l'avenir: nous désirions que Thiers püt fonder une 
République ordonnée et active, qui nous apparaissait comme le régime le plus 
capable de relever la Patrie et de lui rendre sa place dans le monde. Cette 
opinion, qui était celle de la grande majorité de nos camarades, se manifesta 
quand Thiers fut renversé le 16 Mai: une adresse de sympathie et de protestation, 
au Président tombé, circula sur les banes, pendant une classe d'Allemand, et 
fut signée par tous les éléves de spéciales, à l'exception d'un seul. 

Dans nos promenades nous parlions aussi, comme on peut le penser, de nos 
études, des problémes posés par notre professeur, des généralisations qu'on pou- 
vait leur apporter, des solutions fournies par la géométrie. Il nous arrivait 
quelquefois de philosopher: PorwcaRÉ souriait doucement de la psychologie et 
de la théodicée naives qu'on enseignait alors en vue du baccalauréat. Je me 
souviens également de longues conversations, sur les raisons scientifiques et 
philosophiques de croire à l'existence de la vie dans les autres planétes. 

PorwcARÉ lisait beaucoup: il étudiait l'algèbre de J. BERTRAND, l'analyse 
de DuHaAMEL, la géométrie supérieure de CHASLES, la géométrie de Roucné. 
Avec la plus grande simplicité et la camaraderie la plus cordiale, il donnait à 
ses condisciples tous les renseignements et toutes les explications qu'ils désiraient. 
Il avait des apergus synthétiques des problémes; ainsi, le professeur ayant de- 
mandé le lieu géométrique des points d’où l'on voit une ellipse sous un angle 
donné, PorNcaARÉ dit immédiatement: la tangente de l'angle sera un rapport: au 
numérateur se trouvera le premier membre de l'équation de l'ellipse, au déno- 
minateur le premier membre de l'équation du cercle lieu des sommets des angles 
droits circonserits: il reste à voir seulement avec quels exposants et quels fac- 
teurs constants, figureront ces polynómes. Dans les problémes de géométrie 
analytique il donnait des solutions géométriques souvent trés élégantes. En voici 
des exemples qui me reviennent à la mémoire: 

A la question de trouver analytiquement le lieu des projections, d'un point 
fixe, P, sur les tangentes à une parabole, Poincaré donna immédiatement la so- 
lution géométrique suivante. Soient F le foyer, AB la tangente au sommet, de 
la parabole, 7H une tangente qui rencontre AB en H, M la projection de P 
sur cette tangente; projetons F sur PM en J et prenons PK égal et parallele 
à FH, de méme sens que FH; le point J décrit une circonférence de diamétre 
PF, le point K une droite DD' parallèle à AB. On peut done définir le lieu 
du point M à l'aide d'une droite et d'un cercle, de là façon suivante: on donne 
une circonférence et une droite fixes, un point P fixe sur la circonférence, on 
mène par P une sécante variable P K7 qui coupe la droite en K, la circonfé- 
rence en J, et on prend, sur cette sécante, ZM = PK, les deux segments ayant 
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le méme sens; trouver le lieu du point M. Partant de là, Porncar® discute la 
forme de la courbe suivant les positions relatives de la droite et du cercle, trouve 
lasymptote, les tangentes au point P, et reconnait les cas particuliers oü la 
courbe est une cissoide ou une strophoide. 

Pour résoudre le probléme de géométrie analytique, de trouver les directions 
de diamètres conjugués communes à deux coniques données, POINCARÉ rend les 
coniques concentriques en considérant en méme temps les coniques conjuguées; 
il fait varier l'une d'elles homothétiquement par rapport au centre commun, 
jusqu'à ee qu'elles soient bitangentes (si cela est possible): la corde des contacts 
AA! et la parallèle aux tangentes communes en À et A’ forment le système 
cherché; la discussion découle facilement de cette méthode. 











D 
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Notre professeur donnait quelquefois des devoirs spéciaux aux éléves les 
plus avancés: un de ces exercices consistait dans l'étude des fonctions: 
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addition des arguments, division par deux et par trois. Tandis que nous cher- 
chions à résoudre directement la question, POINCARE se servant de la formule 
d'EurER qu'il avait vue dans DUHAMEL, ramena immédiatement le probléme aux 
fonctions circulaires. 

En physique, il s'intéressait beaucoup au cours qui était trés bien fait; la 
chimie par contre, enseignée par le méme professeur, l'ennuyait, probablement 
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parce qu'il était visible que le professeur ne s'y intéressait pas. Ce professeur, 
qui nous enseignait aussi la mécanique, nous donna un jour à traiter, comme 
exercice, l'étude du mouvement d'un point qui peut glisser sans frottement sur 
une droite tournant, dans un plan horizontal, avec une vitesse angulaire con- 
stante w, autour d'un de ses points supposé fixe. Le professeur croyait que la 
trajectoire était toujours une spirale logarithmique. Porycar® contesta son rai- 
sonnement, en imaginant un observateur qui serait entrainé avec la droite et qui 
observerait le mouvement relatif. I] donna l'équation exacte du probléme: 


Fi uir 

et en conclut la véritable trajectoire. Le professeur maintint son opinion et l'on 
prit comme arbitre le professeur Bacn de la Faculté des Sciences, qui dut donner 
raison à l'éléve. 

Au concours général de mathématiques spéciales, la composition de Porx- 
CARÉ, non seulement fut classée la premiére sur l'ensemble de Paris et des dé- 
partements, mais fut trés remarquée des correcteurs. 

A lapproche des examens, notre professeur manifestait de plus en plus la 
crainte que Poincaré fit des réponses trop elliptiques, qui pourraient paraître 
obscures aux examinateurs. Il arriva, en effet, qu'à l'École Normale supérieure, 
un des examinateurs, mort aujourd'hui, trouva que Poincaré s'exprimait mal 
et qu'il ne serait pas un bon professeur; aussi lui donna-t-il une note qui, à 
notre stupéfaction générale, le fit recevoir cinquième. Etrange destinée du 
génie qui ne peut rentrer dans les classifications des hommes ordinaires! Erreur 
moins grave pourtant que celle qui fit refuser Gators à l’École Polytechnique, 
sur une question relative aux logarithmes, à la suite d'une discussion, dans 
laquelle il avait eu raison contre son examinateur. 

A ce méme concours de l'École Normale, se place un incident amusant. 
Les candidats admissibles, devaient faire à Paris, au moment des examens 
oraux, une épure de Géométrie descriptive: en voici le sujet, que je dois à l'obli- 
geance de M. Caron, alors maitre de conférences de Géométrie descriptive à 
l École. 

«Intersection d'un hyperboloide de révolution et d'un cóne de révolution 
dont les axes se rencontrent. Le centre de l'hyperboloide est le point x — o, 
y — 10cm, z— r0em; l'axe est vertical; le rayon du cercle de gorge est de 
2cm; enfin les génératrices font, avec l'axe, un angle de 45°. Le sommet du 
cône est le point æ—0, y=ıocm, z —9 em: l'axe est parallèle à la ligne de 
terre et les génératrices font, avec l'axe, un angle de 45*. Solide commun». 

PoINCARÉ, qui ne voyait aucun intérêt mathématique à tracer des lignes 
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de rappel et à faire un dessin minutieux qui l'ennuyait, préféra, aprés avoir mis 
toutes les données en place, chercher par le caleul l'équation de la projection 
horizontale de la courbe d'intersection. Il trouva ainsi cette courbe, avec une 
perfection que n'atteignirent pas ceux qui avaient employé les constructions 
classiques: mais, en la dessinant sur sa feuille, il eut une distraction et la placa 
à lenvers, la faisant tourner de 180°. Le correcteur fut trés intrigué par cette 
solution, à la fois inexacte et parfaite. 


x 


Après les examens de l'École Normale, nous revinmes à Nancy, faire les 
compositions écrites pour l’École Polytechnique du 4 au 6 Aout 1873. Nous 
trouvâmes la ville dans l’allégresse: des drapeaux partout, à toutes les maisons, 
à toutes les voitures, jusqu'aux charrettes des laitiers ou des maraichers: les 
troupes allemandes venaient de partir, et précisément, pendant la composition 
de lavis, l’avant-garde de l’armée française fit son entrée à Nancy. Jour 
de joie et de délivrance, bien mélancolique pour nous, les Alsaciens, qui ne 
pouvions perdre de vue que la libération du territoire français allait s'arréter, 
pour longtemps peut être, aux Vosges. POINCARE, rendu nerveux par l'émotion, 
avait particulièrement mal réussi son lavis, exercice auquel il n’excellait pas 
d'ailleurs; il avait collé sa feuille de papier trop vite, puis il avait étendu trop 
rapidement les couches d’encre de Chine successives, avant que les précédentes 
fussent sèches. Il avait hâte de rejoindre, à l'Hotel de Ville, sa famille qui 
attendait l’arrivée des troupes françaises sur la place Stanislas. 

Pendant que nous préparions les examens oraux de l'École Polytechnique, 
PoINCARE, pour rendre service, consentait à interroger ses camarades: il prenait 
les feuilles d'examens et, imitant les intonations des examinateurs, reproduisant 
leurs habitudes d'esprit, il poussait des colles terribles, dont il riait ensuite 
diserétement. Il demandait, par exemple, à un candidat, de construire la courbe 


I 


r= —— 
Vi+sin 29 





de chercher l'asymptote, les points de rencontre de la courbe et de l'asymptote 
avec les axes, avec la bissectrice des axes... points qui coincidaient tous, 
jusqu'à ce qu’enfin le candidat decouvrit que la courbe se confondait avec son 
asymptote. Je le vois encore disant, avec un air de pince-sans-rire, à un candi- 
dat d'un collège voisin, terrifié par cette révélation, que l'examinateur MOUTARD 
demandait les propriétés du limacon de pascaloide de révolution. 

Aprés des examens trés brillants et un examen de géométrie particuliére- 
ment remarquable avec Tissor, il fut reçu premier à l'École Polytechnique. 

Nous nous retrouvámes, à la rentrée suivante, à Paris, POINCARE à l'École 
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polytechnique, et moi à l'École Normale. Mais je dois m'arréter, puisque je ne 
Parle que de Nancy. 

Vous voyez, mon cher ami, que, dés le lycée, Porncaré était un grand 
intuitif, rapide et sür, pénétrant et fin, un bon francais, un ami fidéle, un ca- 
marade simple et dévoué: tel il était alors, tel je l'ai toujours connu, admiré 
et aimé. 


Paris le 22 Décembre 1912. 
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LETTRE DE M. PIERRE BOUTROUX A M. MITTAG-LEFFLER. 


Vous voudriez avoir, cher Monsieur, quelques détails sur la vie intime de 
mon oncle, sur la facon dont il travaillait, sur ses habitudes et son carac- 
tére? Je n'ai cependant rien d'extraordinaire à vous raconter. Les enquétes 
sensationnelles, faites un peu bruyamment par certains psychologues modernes, 
tendraient à nous faire croire qu'un savant est un étre anormal dont tous les 
actes doivent être étranges. Vous savez pourtant qu'on ne pourrait imaginer 
une existence plus simple, plus exempte d'événements, plus uniforme en appa- 
rence, que celle d'HENRI Poincaré. L'activité de sa pensée lui suffisait et se 
suffisait. Point ne lui était besoin de chercher des excitations au dehors, ou 
d’entretenir chez lui par des moyens artificiels cette exaltation spéciale, cette 
fievre intellectuelle, sans laquelle certains inventeurs ne sauraient produire. Il 
ne fuyait pas, il recherchait méme, les distractions, les voyages, les plaisirs ar- 
tistiques; mais c'est qu'il y était porté par un intérét véritable, par une curiosité 
naturelle trés étendue, en méme temps que par le besoin de se délasser. C'est 
chez lui, en famille, c'est dans le calme de son existence journalière, qu'il a 
accompli la plus grande partie de sa táche. 

Dans son paisible cabinet de travail, rue Claude Bernard, ou sous les 
ombrages de son jardin, à Lozère, HENRI Porycar® s'asseyait quelques heures 
par jour devant une main de papier écolier réglé, et l'on voyait alors les feuillets 
se couvrir, avec une rapidité et une régularité surprenantes, de son écriture fine 
et anguleuse. Presque jamais une rature, trés rarement une hésitation. En 
quelques jours un long mémoire se trouvait achevé, prét à étre imprimé, et mon 
oncle ne s'y intéressait plus désormais que comme à une chose du passé. A 
peine consentait-il — ses éditeurs en savent quelque chose — à jeter un rapide 
coup d’eil sur les épreuves. 

Voilà à quoi se bornait le travail, je veux dire le travail apparent d'HENR! 
PotNCARÉ. A quel labeur sa pensée avait-elle dû se livrer au préalable, lui seul 
l'a jamais su. Il pensait dans la rue lorsqu'il se rendait à la Sorbonne, lorsqu'il 
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allait assister à quelque réunion scientifique, ou lorsqu'il faisait, aprés son déjeuner, 
une de ces grandes marches à pied dont il était coutumier. I] pensait dans son 
antichambre, ou dans la salle des séances de l'Institut, lorsqu'il déambulait à 
petits pas, la physionomie tendue, en agitant son trousseau de clefs. I] pensait 
à table, dans les réunions de famille, dans les salons méme, s'interrompant sou- 
vent brusquement au milieu d'une conversation, et plantant là son interlocuteur, 
pour saisir au passage une pensée qui lui traversait l'esprit. Tout le travail de 
découverte se faisait mentalement chez mon oncle, sans qu'il eüt besoin, le plus 
souvent, de contróler ses calculs par écrit ou de fixer ses démonstrations sur le 
papier. Il attendait que la vérité fondit sur lui comme le tonnerre, et il comptait 
sur son excellente mémoire pour la conserver. 

On a souvent remarqué qu’ Henri POINCARÉ gardait jalousement pour lui 
ses pensées. A l'inverse de certains savants, il ne croyait pas que les communi- 
cations orales, l'échange verbal des idées, pussent favoriser la découverte. Cette 
réserve de mon oncle me frappa spécialement lorsque, passant quelques mois à 
Göttingen, je fus témoin d'habitudes toutes différentes. On sait quel admirable 
foyer de pensée en commun et de travail collectif est la célébre université alle- 
mande. Là tout se passe au grand jour. A peine l'étranger est-il débarqué dans 
la petite cité hanovrienne, qu'il sait déjà quels sont les travaux dont s’oceupent 
les illustrations du lieu, jusqu'oü elles sont parvenues et quelles difficultés les arré- 
tent. Les idées, colportées, confrontées, discutées, au cours des promenades dans 
la forét et aux séances de la Société mathématique, mürissent d'elles-mémes dans 
ce milieu fertile, où la curiosité toujours alerte et la néomaieutique de M. KLEIN 
contribuent à entretenir un ferment inépuisable. Le profit que peuvent retirer 
les jeunes gens d'un contact aussi intime avec leurs maitres est manifeste. Ce 
n'est point, cependant, par accident, ou par besoin égoiste de solitude, que mon 
oncle s'abstenait d'imiter sur ce point ses collègues allemands. Nul n'était plus 
liant que lui, nul n'était plus porté à la sympathie, pour les jeunes en particu- 
lier. Mais mon oncle se faisait de la découverte mathématique une idée qui 
excluait toute possibilité de collaboration. La recherche telle qu'il la comprenait 
doit étre une lutte à deux. C'est un corps-A-corps avec la réalité fuyante et 
rebelle, qu'il s'agit de frapper au cceur. Dans un tel duel il n'y a pas de place 
pour des témoins. L’intuition, par où s’opere la découverte, est une communion 
directe, sans intermédiaires possibles, de l'esprit et de la vérité. Il ne convient 
pas, il faut se garder, de troubler ce téte-a-téte. 

Sans doute, une fois l'idée conquise, il peut étre utile de se mettre à 
plusieurs pour l'exploiter. Mais c'est là une besogne, en partie mécanique, qui 
n'avait qu'un intérêt secondaire, il faut bien le dire, aux yeux d’HENRI POINCARE. 


——————GMT—c—— 
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— Avez-vous l'idée, demandait-il? Si vous ne l’avez pas, je ne puis vous étre 
d'aucun secours pour la découvrir. En revanche, je suis prêt à vous faire cré- 
dit. Quoi qu'il me semble de la voie oü vous vous engagez, je ne vous adresse 
aucune critique, aucune objection de principe. Je sais trop bien que la vérité 
surgit souvent aux carrefours où l'on s'attendait le moins à la rencontrer. 

Je m'explique ainsi que mon oncle ait été, à l'égard des débutants, l'un des 
juges les plus bienveillants, les plus larges d'esprit, que j'aie rencontrés, et, en 
méme temps, l'un des plus sévéres. Loin de prétendre entrainer ses éléves à sa 
suite et de leur dicter leur tâche, il voulait laisser à chacun une initiative com- 
pléte; il était toujours disposé à s'intéresser aux recherches les plus inusitées, 
les plus paradoxales méme; aucune nouveauté ne lui faisait peur. Mais, quand 
venait le moment d'apprécier les résultats, il se montrait extrémement exigeant. 
Si vous ne lui apportiez que des propositions qu'il considérait comme acquises 
— et, dans sa tendance à aller de l'avant, il regardait comme virtuellement acquis 
tout ce dont nous n'étions plus séparés par des difficultés de principe — si vous 
ne lui ouvriez pas des apergus nouveaux pour lui, on devinait qu'il avait aux 
lèvres l’éternel et décourageant «à quoi bon?»; non que vous eussiez, selon lui, 
perdu votre temps; mais vous lui aviez appris que votre méthode — sur laquelle 
il avait jusque-là réservé son jugement — n'offrait, en réalité, aucun avantage. 

Ceux qui approchérent mon oncle de prés ont été surpris de le voir rare- 
ment se servir de livres. Il lisait peu, en effet — je ne parle ici, bien entendu, 
que de ses lectures scientifiques —, et il lisait d'une facon trés particulière, HENRI 
Porxcaré ne pouvait s'astreindre à suivre la longue chaine de déductions, la 
trame serrée de définitions et de théorémes, que l'on trouve généralement dans 
les mémoires de mathématiques. Mais, allant tout droit au résultat qui lui 
paraissait le centre du mémoire, il l'interprétait et le repensait à sa maniére; il 
le contrölait par ses propres moyens; aprés quoi, seulement, reprenant le livre 
en mains, il jetait un rapide regard cireulaire sur les propositions, lemmes et 
corollaires, qui constituaient la garniture du mémoire. 

Il faut insister sur ces détails. car nous touchons ici peut-étre à l'un des 
caractères distinctifs de la pensée de mon oncle. Au lieu de suivre une marche 
linéaire, son esprit rayonnait du centre de la question qu'il étudiait vers la 
périphérie. De là vient que dans l'enseignement et méme dans la conversation 
ordinaire, il était souvent difficile à suivre et parfois semblait obscur. Qu'il 
exposát une théorie scientifique, ou qu'il contát une anecdote, il ne commengait 
presque jamais par le commencement. Mais, ex abrupto, il langait en avant le 
fait saillant, l'événement caractéristique, ou le personnage central, personnage 
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qu'il n'avait point méme pris le temps d'introduire et dont parfois son inter- 
locuteur ignorait jusqu'au nom. 

Cette tournure d'esprit explique comment la pensée d'HENRI PorwcamÉ a 
pu être si agile et s'appliquer à tant d'objets différents, comment, par suite, il 
lui a été possible de satisfaire une curiosité presque universelle. 

Habitué à négliger les détails et à ne regarder que les cimes, il passait de 
lune à l'autre avec une promptitude surprenante; et les faits qu'il découvrait, se 
groupant d'eux-mémes autour de leurs centres, étaient instantanément et auto- 
matiquement classés dans sa mémoire. D'ailleurs mon oncle n'était pas de ceux 
qui vivent sur les trésors acquis et qui se complaisent à faire chez eux le tour 
du propriétaire. Il se contentait de savoir qu'il possédait et, sans regarder en 
arrière, il travaillait sans relâche à remplir de nouvelles cases de son cerveau. 

Henrt PorwcARÉ avait un goût marqué pour la géographie et pour les 
voyages. Conformément à ses tendances ordinaires, il voulait voir dans chaque 
pays les sites et les monuments les plus caractéristiques, et il n'éprouvait point 
le désir de s’ecarter des routes traditionnelles. Il était l'opposé de ces roman- 
tiques qui voyagent pour donner un cadre à leurs réveries et qui, souhaitant 
ce cadre inédit, s'efforcent de s'isoler du flot des touristes. Ses jouissances à lui 
étaient d'un ordre tout intellectuel. Extrayant d'ailleurs du premier coup, et 
traduisant immédiatement en concepts, les traits essentiels des impressions qu'il 
recueillait, il n'avait que rarement besoin de voir deux fois les mêmes contrées. 
Sans doute, il est possible qu’à la fin de sa vie, mon oncle ait été sensible, lui 
aussi, à l'attrait qu’exercent sur presque tous les hommes l'évocation de leurs 
souvenirs et les lieux qui leur sont déjà familiers. Cependant le besoin incessant de 
voir du nouveau, a bien été, si je ne me trompe, un trait dominant de son caractère. 

Dès sa jeunesse HENRI POINCARÉ lisait avec un intérêt passionné les récits 
de voyage du «Tour du Monde» et suivait au jour le jour les progrès de l'ex- 
ploration du continent africain. C'est, je crois, un sentiment du même genre 
qui, en toutes circonstances et dans tous les domaines, le lançait vers la pour- 
suite de l'inconnu, et lui faisait assigner à sa vie et à la science un but simple 
et précis: comme les grands voyageurs de l'Afrique, remplir les espaces blanes 
de la carte du monde. 

Je me rappelle qu'un jour, parlant devant HENRI PoINCARÉ d'un mathéma- 
ticien qui quittait ses études pour d'autres occupations, quelqu'un laissa échapper 
cette remarque: «Tout se vaut, aprés tout; il sera sans doute aussi heureux que 
s'il avait continué à faire des mathématiques». Mon oncle eut un mouvement de 
protestation qui arréta la conversation. Venant d'un spécialiste enfermé dans 


des études étroites, pareille intransigeance n'eüt point étonné, et on l'eüt mise 
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sur le compte d'une foi un peu naive. Mais HENRI POINCARÉ n'avait point les 
défauts des spécialistes; il avait des goüts trés variés et ne prétendait nullement 
placer ses propres occupations au-dessus de toutes les autres. Que signifiait donc 
sa protestation? "Trés catégoriquement, je crois, mon oncle estimait que si l'on 
s'est une fois mis au service de la science, on n'a plus le droit de déserter son 
poste. Tant qu'il reste des blanes sur la carte du monde, il ne nous est pas 
permis de nous reposer. 

En effet, bien qu'il ait été sensible autant qu'aucun autre à la grandeur et 
la beauté de la science, mon oncle n'appartenait pas à cette école de dilettantes 
qui se livrent aux mathématiques parce qu'elles leur procurent des jouissances 
esthétiques. La recherche était pour lui un devoir, d'autant plus attachant qu'il 
lui cofitait plus de peine. Je n'ai jamais entendu mon oncle parler du travail 
scientifique — du sien ou de celui d'autrui — qu'avec le plus grand sérieux et le 
plus grand respect: lui, si gai à ses heures de délassement, lui qui aimait et 
pratiquait l'ironie, il n'en avait point lorsque la science était en cause. 

Voilà, cher Monsieur, quelques-unes des réflexions qui me venaient à l'esprit, 
voilà ce que je sentais ou croyais deviner quand j'avais le bonheur de converser 
avec mon oncle. Herr Poincaré, je vous l'ai dit, ne parlait guère de ses 
travaux; encore moins se füt-il complu à décrire ses sentiments intimes et les 
ressorts de son intelligence; mais il aimait faire causer les autres, et, lorsqu'on 
se trouvait exprimer une idée qui lui était chére, lorsqu'on découvrait une pensée 
conforme à la sienne, son sourir et son regard révélaient le plaisir qu'il éprouvait. 
C'est par de tels signes à peine perceptibles qu Henri POINCARÉ manifestait sa 
sympathie et sa bienveillance. Lui qui, par discrétion, n'a pas voulu se faire 
des disciples, lui que sa réserve naturelle faisait passer pour froid, il avait un 
cœur chaud, un grand désir de se sentir entouré, un profond besoin d'affection. 

Paris, le 18 Juin 1913. 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 27 août 1914 26 
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L'ŒUVRE MATHÉMATIQUE DE POINCARE. 
Par 
JACQUES HADAMARD 
à Paris. 


Poincaré lui-même a fourni aux lecteurs des Acta une analyse détaillée de 
son ceuvre.! 

On comprendra que, sur tous les points qui ont été portés à leur connais- 
sance dans un des styles les plus lumineux, les plus définitifs que la langue scien- 
tifique — et la langue francaise — aient connus, nous nous croyions dispensés 
d'insister. Il nous arrivera done trés souvent de renvoyer à l' Analyse dont il s'agit. 


Nous n'essaierons pas, d'autre part, de chercher dans tout l'ensemble de cette 
ceuvre une unité, d'en dégager une personnalité intellectuelle. Cette tentative, 
qui s'imposerait pour tout autre, serait, à notre sens, chimérique en ce qui concerne 
POINCARE, et nous croirions diminuer en méme temps que dénaturer son œuvre 
en nous y essayant. Ce serait méconnaitre cette pensée «capable de faire tenir 
en elle toutes les autres pensées, de comprendre jusqu'au fond, et par une sorte 
de découverte renouvelée, tout ce que la science humaine peut aujourd'hui com- 
prendre»? 

Assurément, tout penseur tend à marquer de son sceau personnel ce que son 
cerveau faconne. Mais si cette tendance est une des forces de l'artiste, le savant, 
lui, bien loin de chercher à l’entretenir, la subirait plutöt. Elle est, chez 
lui, combattue par une nécessité toute contraire, celle de l'objectivité. : Nous 
sommes serviteurs plutôt que maîtres en mathématiques», aimait à dire Her- 
MITE, et ladage tout analogue de Bacon est aussi vrai des mathématiques 
elles mémes que des sciences expérimentales. Le savant — surtout le mathéma- 


! Analyse de ses travaux scientifiques. Acta Math. tome 38. 
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ticien — ne dispose guére, au fond, des moyens d'attaque. "Tout au plus suit-il 
en général son tempérament dans le choix du terrain. 

Poincaré ne fit méme point ainsi. Il emprunta ses sujets d'étude non aux 
ressources de son esprit, mais aux besoins de la science. Il a été présent partout 
oü il y avait une lacune grave à combler, un grand obstacle à surmonter. Lors- 
que nous aurons essayé d'énumérer — méme aussi rapidement qu'il nous faudra 
le faire — les questions auxquelles il s'est attaqué, il nous semblera avoir touché 
à toutes celles auxquelles peuvent s'intéresser les mathématiciens et qui nécessi- 
tent encore leurs efforts. Son ceuvre est devenue, dés lors, le patrimoine com- 
mun de tous. Si PorNcaRÉ a une «manière», si méme on peut employer à son 
égard ce mot qui ressemble à «manie», nous en avons tous hérité, et elle est en 
chaeun de nous. 

De ses résultats se dégage souvent une unité; mais celle-ci n'est pas inhé- 
rente à l'auteur. Elle est, elle aussi, objective et réside dans les faits eux-mémes. 
Nul mieux que Porxcan£ ne sut, en effet, découvrir, entre les diverses parties de 
la science, des relations imprévues, parce que personne ne sut mieux dominer 
cette science de tous les cótés à la fois. 

Cette souplesse et cette universalité, cette adaptation rapide et parfaite à 
tous les problémes posés par les mathématiques et leurs applications, se sont 
manifestées de maniére d'autant plus éclatante qu'à notre époque, l'une des 
sciences qui dictent surtout ces problémes, la Physique, évolue avec une plus 
déconcertante rapidité. On sait, — et d'autres le diront ici mieux que moi — à 
quel degré Porncarb, dés qu'il s'est mêlé à cette évolution, a su toujours la 
suivre et souvent la guider. 


L'histoire de l’œuvre de POINCARE ne sera donc, au fond, autre chose que 
l'histoire méme de la science mathématique et des problémes qu'elle s'est posés à 
notre époque. 

Le plus important d'entre eux est encore aujourd'hui le méme qui est apparu 
à la suite de l'invention du Calcul infinitésimal. 

Nous sommes loin d'avoir résolu les difficultés qu'il présente. Mais là 
méme oü nous y sommes arrivés, ce n'a été, le plus souvent, qu'en modifiant 
profondément nos idées sur ce qu'il faut entendre par «solution». Celles que 
nous avons aequises aujourd'hui se résument toutes dans la forte parole que 
PoINCARÉ prononcait en r9o8!: 

«Il. n'y a plus des problèmes résolus et d'autres qui ne le sont pas, il y a 


! Conférence prononcée au Congrès international des Mathématiciens, Rome; t. 1, p. 173 
des Actes du Congres. 
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seulement des problémes plus ow moins résolus», — c'est-à-dire qu'il y a des solu- 
tions donnant lieu 4 des calculs plus ou moins simples, nous renseignant plus ou 
moins directement et aussi plus ou moins complétement sur l'objet de notre étude. 

On peut dire, à ce point de vue, qu'une premiere solution est acquise dans 
la plupart des cas, — et cette conquête, ébauchée dés NEWTON, est surtout 
l’œuvre de Caucny et de Weierstrass: — des relations entre états infiniment 
voisins, on sait déduire, ce qui est fort différent, la connaissance de tous les 
états suffisamment voisins d'un état donné. Si, par exemple, le phénoméne à 
étudier dépend de la position d'un point dans un plan, on sait l'étudier dans 
toute une petite région entourant un point quelconque donné. 

En un certain sens, il peut être ainsi considéré comme connu, puisque, avec 
de petites régions de cette espéce accolées les unes aux autres, on peut constituer 
des régions plus étendues et méme aussi étendues qu'on le voudra. 

Mais cette connaissance est souvent trés insuffisante, beaucoup plus encore 
que ne le serait, pour un voyage d'un bout à l'autre d'un pays, la possession des 
feuilles partielles de la carte à quelqu'un qui ne disposerait d'aucune autre donnée 
géographique. Elle l'est à des degrés divers suivant la nature du probléme posé ; 
mais dans la plupart des cas, le résultat est connu, dans chaque domaine partiel, 
par des opérations d'une convergence médiocre, c'est-à-dire assez mal et assez 
péniblement; d'autant plus mal et d'autant plus péniblement méme que le 
domaine en question est plus petit. 

Quoi qu'il en soit, ces premiers résultats, méme si l'on n'est pas réduit à 
s'en contenter, servent tout au moins d'intermédiaires obligés pour en obtenir de 
meilleurs, de sorte que, presque partout, la marche de la science mathématique 
actuelle comporte deux étapes: 

La solution locale des problémes; 

Le passage de celle-ci à une solution d'ensemble, si cette sorte de synthèse 
est possible. 

Le premier probléme qui avait arrété le Caleul infinitésimal, celui des qua- 
dratures, est, en somme, résolu, au sens précédent, d'une maniére assez satisfai- 
sante. Cette solution différe assurément beaucoup de celle que cherchaient, — 
sans aucune chance de succès, nous le savons maintenant — les contemporains 
de Letsnitz. Elle contient cependant l'essentiel de ce qu'on peut savoir dans 
le cas général et des renseignements beaucoup plus importants dans tous les cas 
particuliers les plus usuels. 

Mais le probléme général des équations différentielles est autrement difficile. 
Les petites régions dont nous parlions ne peuvent méme plus étre considérées 
indépendamment les unes des autres. On doit les ranger dans un ordre déter- 
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mine, et les calculs relatifs à Pune d'elles ne peuvent être commencés sans qu'on 
ait exécuté jusqu'au bout ceux qui concernent les précédentes. En général, il 
arrive méme qu'on ignore a priori jusqu'à lamplitude des pas successifs que 
lon peut ainsi effectuer, c'est-à-dire jusqu'aux dimensions des régions partielles 
successives: c'est ce que l'on ne connait qu'au moment méme oü l'on atteint 
chacune d'elles. 

Les difficultés dont nous venons de parler s'aggravent encore — et méme 
d'autres toutes différentes apparaissent — si, au lieu d'équations différentielles 
ordinaires, on a à traiter des équations aux dérivées partielles. 


L'intégration des équations différentielles et aux dérivées partielles est restée 
jusqu'iei le probléme central de la mathématique moderne. Elle en restera vrai- 
semblablement encore l'un des problémes capitaux, méme si la Physique poursuit 
vers le discontinu l'évolution qui se dessine à l'heure actuelle. 

La théorie des équations différentielles fut aussi la premiére à attirer l'atten- 
tion de Poincaré. Elle fait l'objet de sa Thèse (1879). 

Notons cependant que, sous l'influence du maitre qui gouverna la génération 
précédente, j'ai nommé HERMITE, le débutant ne craignait pas de suivre presque 
au méme moment une voie pour ainsi dire opposée à la premiére, celle de 
l'Arithmétique. ( 

La These de Poincaré contient déjà sur les équations différentielles un 
résultat d'une forme remarquable, destiné à étre plus tard pour lui un puissant 
levier dans ses recherches de mécanique céleste. Dés ce premier travail, il était, 
d'autre part, conduit à perfectionner le principal outil dont se füt servi jusque là, 
la théorie des équations différentielles, outil qu'il allait utiliser mieux que qui que 
ce soit, en méme temps que, le premier, il allait enseigner à s'en passer: la théorie 
des fonctions analytiques. 

Celle-ci allait, presque immédiatement aprés, lui devoir une de ses plus belles 
conquêtes: c'est en 1880 que les fonctions fuchsiennes vinrent désigner POINCARÉ 
à l'attention et à l'admiration de tous les géométres. 


I. La théorie des fonctions. 


$1. Les fonctions fuchsiennes. 


Auxiliaire puissant pour tout le Calcul infinitésimal, la Théorie des fonctions 
analytiques a fait ses preuves de facon particulierement éclatante dans la résolu- 


tion du probléme des quadratures, mais surtout lorsqu'il s'est agi de celles qui 
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portent sur des fonctions algébriques, c'est-à-dire des intégrales elliptiques et 
abéliennes.! 

On sait — et, avant de parler des fonctions fuchsiennes, nous rappellerons — 
les circonstances grace auxquelles ce degré de perfection a pu étre atteint. 

La premiére d'entre elles n'est autre que la polydromie de l'intégrale cher- 
chée, c'est-à-dire, par un phénomène qui n'est pas isolé en Mathématiques — n'a 
t-on pas dit de CaucHy que ses deux grandes forces furent ce qui avait été l'effroi 
de ses prédécesseurs, l'infini et l'imaginaire! — le fait méme qui paraissait de- 
voir constituer la principale difficulté de son étude. C'est à cette polydromie que 
la fonction inverse, obtenue en prenant l'intégrale considérée u comme variable 
indépendante, doit sa double périodicité. 

Cette fonction inverse doit, par contre, être uniforme et, pour qu'il en soit 
ainsi, on doit choisir de manière convenable l’integrale elliptique qui sert 
de point de départ. Ici, ce choix — celui de l'intégrale de premiére espéce — 
est aisé à faire. 

La double périodicité, à son tour, donne la clef de toutes les autres propri- 
étés. Il y a plus. L'Analyse moderne laisse complétement de cóté, au premier 
abord, le probléme d'intégration posé et prend pour premier objet l'étude géné- 
rale des fonctions doublement périodiques d'une variable. Parmi celles là, on 
découvre ensuite les solutions du probléme en question. 

On obtient ainsi tout l'ensemble de résultats qui font de l'intégration des 
différentielles elliptiques l'un des problémes les mieux résolus de l'Analyse: celui 
méme que PoiNcaRÉ, dans la conférence à laquelle nous faisions allusion plus 
haut, prenait comme exemple typique à cet égard. 

Les propriétés des fonetions abéliennes sont assurément moins simples et 
surtout moins commodes pour le caleul numérique que celles des fonctions ellip- 
tiques: elles sont toutes paralléles, néanmoins, et ne contentent pas moins com- 
plétement ce sens de la beauté dans lequel POINCARÉ nous a appris à discerner 
le véritable mobile du savant. 

La notion de périodicité suffit à elle seule pour constituer ces deux théo- 
ries, modéles d'harmonie et d'élégance. 


Mais par cela méme, on peut dire qu'elle avait rendu tous les services qu'on 
en pouvait attendre, et nulle autre notion fonctionnelle analogue ne paraissait 
offrir la méme fécondité. 


Les deux exemples qui ont inspiré PoriNcARÉ étaient cependant déjà con- 
+ Poincaré a eu ici méme à retracer l'histoire de ces théories: voir sa Notice sur Werer 
sTRASS, Tome 22 des Acta. 
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nus: je veux parler de la fonction modulaire et de l'inversion de la série hyper- 
géométrique, objets l'une des admirables travaux d’HrrMITE, l'autre du Mémoire 
fondamental que l'on doit à M. Schwarz. Ils n'avaient pas fait apercevoir aux 
géomètres la généralisation hardie qui devait conduire aux fonctions fuchsiennes. 


Cette généralisation était si audacieuse que le premier mouvement de Pors- 
CARE fut de la regarder comme impossible. Il nous apprend lui-même ! qu'il 
s'efforca tout d'abord de montrer l'inexistence des fonctions dont il s'agit. C'est par 
une de ces intuitions d'apparence spontanée dont on verra l'histoire dans Science 
et Méthode, qu'il s'engagea dans la voie opposée. 

PorwcARÉ va se placer dans des conditions incomparablement plus générales 
et plus variées que les fondateurs de la théorie des fonctions elliptiques; mais la 
marche suivie sera cependant toute semblable de part et d'autre. 

A la place du probléme de quadrature, il considére une équation différen- 
tielle linéaire à coefficients algébriques. Ce probléme dépasse le premier de toute 
la distance qui sépare l'intégration des équations différentielles de la simple 
recherche des primitives; parmi les équations différentielles, toutefois, les équa- 
tions linéaires se présentaient à lui comme les plus simples de toutes. 

La polydromie des fonctions obtenues par quadratures se retrouve chez cel- 
les qui sont définies par des équations linéaires; quoique plus complexe que le 
premier, ce nouveau mode de polydromie était bien connu par les recherches de 
Fucus, auquel PoIncARE sera ainsi conduit à dédier la nouvelle conception. 

On apercoit dés lors immédiatement ce qui devra correspondre à la notion 
de périodicité: ce róle appartient à un certain groupe de substitutions linéaires. 

Tout ceci apparaissait sur les deux exemples que nous citions tout à 
l'heure, de la fonction modulaire et de la série hypergéométrique. Dans ces deux 
cas, c’est bien un groupe de substitutions linéaires qui intervient, et ce groupe 


satisfait à la condition indispensable — nous renvoyons sur ce point à l'exposé 
de PoIncarE? — d'être discontinu, c'est-à-dire tel que les transformés d'un méme 


point n’aillent pas en s’accumulant en nombre infini dans le voisinage immé- 
diat de l'un queleonque d'entre eux (sauf dans certaines régions particuliéres 





choisi pour décrire au point de vue psychologique, l'invention mathématique et montrer le róle 
essentiel qu'y joue l'inconscient. 

Ajoutons que, chez Poincaré, l'idée premiere d'une recherche est toujours mise en évi- 
dence avec une merveilleuse netteté qu'on est loin de trouver toujours au méme degré ehez les 
plus grands maitres. C'est dire que l'aceusation d'obscurité lancée parfois contre lui nous parait, 
du moins au point de vue du lecteur qui va au fond des choses, exprimer le contraire de la vérité. 

? Voir son Analyse, p. 45 
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Il posséde méme la seconde propriété par laquelle, entre les groupes liné- 
aires discontinus, PorwcaAnÉ distingue les. groupes fuchsiens, à savoir celle de 
laisser invariant un certain cercle (dit cercle fondamental). 

Mais il restait à s’inspirer plus étroitement encore de l'exemple des fonc- 
tions elliptiques: je veux dire, conformément à ce qui précéde, à partir a priori 
du groupe en question, en laissant de cóté d'abord l'équation différentielle. 

Il fallait méme faire un pas de plus, et cette première transformation de la 
question, suffisante dans les cas traités antérieurement, ne l'était plus cette fois; 
c'est sans doute pour cette raison que les découvertes mentionnées plus haut 
d’HERMITE et de SCHWARZ étaient jusque là restées isolées et n'avaient pas mis 
sur la voie de l'infinie multiplicité d'autres groupes analogues qui allait s'offrir à 
Poincaré. Dans le probléme actuel, on ne remonte pas assez loin en s’adres- 
sant à la notion du groupe, trop complexe elle méme pour nous servir de fon- 
dement premier. Il faut, si nous osons nous exprimer ainsi, placer plus 
bas encore les fondations et appuyer à son tour la notion du groupe sur un 
autre substratum. 

Ce substratum est essentiellement géométrique: POINCARE le trouve dans 
le polygone générateur, c'est-à-dire! dans la figure qui est au groupe ce que le 
parallélogramme des périodes est à la double périodicité. 

Cette notion intervenait forcément dans les exemples d’ HERMITE et de ScHWaARz. 
Mais Porxcaré montre qu'elle caractérise tout groupe discontinu. Pure intuition 
dans le premier Mémoire sur les groupes fuchsiens, ce fait est établi en toute 
rigueur dans un des Mémoires suivants?, et une règle générale est énoncée d’après 
laquelle, à chaque point, on peut faire correspondre un de ses transformés et un 
seul (à des cas limites prés) de maniére que, le premier prenant toutes les posi- 
tions possibles, le second décrive le polygone générateur demandé. 

Mais, nous l'avons dit, loin de chercher systématiquement ce dernier en par- 
tant du groupe, Porncar® suit bien plutôt la marche inverse et part de la notion 
du polygone, aussi intuitive. pour nous que celle du groupe nous est, au fond, 
peu familiére encore. L’expression de «polygone générateur» exprime d'une 
manière parfaite comment les choses se passent dans l'Analyse de Porncart: 
c’est lui qui engendre véritablement le groupe. Non seulement il suffit entiére- 
ment à le définir, mais on lit immédiatement et sans la moindre difficulté, sur 
cette figure, toutes les propriétés essentielles que l'on veut en connaitre: substi- 
tutions fondamentales, relations entre ces substitutions, ete. 

En particulier, il convient de noter, au point de vue des applications des 


! Voir Analyse, p. 44. 
2 Acta; to LV: 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 27 août 1914 27 
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fonctions fuchsiennes, la simplicité avec laquelle s'exprime ainsi la relation entre 
un groupe et ses sous-groupes: le polygone générateur P' du sous-groupe est 
formé par la juxtaposition du polygone générateur P (correspondant au groupe 
contenant) et de quelques uns des transformés de P. 

On voit combien serait chimérique, ici, la distinction, dont on a tant abusé, 
entre la tendance géométrique et la tendance analytique. Tout n’est que formes 
et que vue géométrique à la base de cette série de Mémoires auxquels la haute 
Analyse allait devoir un de ses progrès les plus importants; et toute l'œuvre de 


PorNcanÉ offre des exemples analogues. 


La théorie est ainsi fondée moyenant une hypothése essentielle, à laquelle 
doit satisfaire un polygone générateur pour donner naissance à un groupe dis- 
continu: il faut que ce polygone et ses homologues successifs puissent paver, sans 
chevauchement ni lacune, le plan, ou plutót une portion déterminée du plan 
(dans le cas des groupes fuchsiens, l'intérieur de ce cercle fondamental qui est 
supposé invariant par toutes les substitutions du groupe). Nous ne redirons pas 
en détail, aprés PorwcaRÉ,! comment la condition qu'il indiqua à cet effet, si 
simple que fût son énoncé géométrique, était d'une démonstration particuliére- 
ment difficile, ni comment, pour triompher de cette difficulté, il fut conduit à 
faire intervenir un auxiliaire inattendu, la géométrie non euclidienne. La forme 
sous laquelle il l'employa, — voisine, au surplus, de celles de CavrEv et de M. 
DanBovx? — diffère à peine, au fond, de l'image bien connue par laquelle, plu- 
sieurs années plus tard,? il mettait en évidence, d'une manière frappante, l'im- 
possibilité de trouver une contradiction dans cette géométrie. 


La méme méthode est employée pour fonder la théorie des groupes kleinéens 
(groupes linéaires. discontinus autres que les groupes fuchsiens, c'est-à-dire sans 
cercle fondamental invariant), mais avec un caractére nouveau sur lequel il y a 
peut être lieu de dire un mot. Poincaré est conduit à une introduction de 
l’espace à trois dimensions tout analogue à la théorie des imaginaires qui est, 
géométriquement parlant, la géométrie du plan employée à éclairer celle de la 
droite. On sait qu'une telle généralisation de la théorie des imaginaires à l'espace 
n'est pas viable en général. Elle est possible, cependant, quand les raisonne- 
ments ne font intervenir que certaines opérations particuliéres, les transforma- 
tions conformes de l’éspace (c'est-à-dire les inversions et leurs combinaisons); et 
c'est précisément ce qui a lieu pour l'étude des groupes kleinéens. 





* Analyse, p. 45. 
? PoıncarE se rapprocha plus étroitement encore de ces dernières dans les applications 
quil fit des fonctions fuchsiennes et de la géométrie non euclidienne à l'Arithmétique. 

* Revue générale des Sciences, t. III, 1892, p. 75. 
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Mais nous n'en avons pas encore fini avec l'aspect géométrique de la question. 
Non seulement nous venons de voir qu'il fournit à la théorie sa meilleure base, 
celle qui lui assure la marche la plus claire et la plus intuitive, mais, en lui 
méme, il réservait à Porncaré de surprenantes découvertes. 

Le groupe admet en effet toujours des points simguliers, en lesquels son ca- 
ractére discontinu disparait, c'est-à-dire que, au voisinage de l'un d'entre eux, 
les homologues du polygone générateur se font de plus en plus petits et de plus 
en plus serrés, de sorte que les homologues d'un méme point quelconque vont 
en s'y condensant à l'infini: points qui sont forcément singuliers pour la fonction 
correspondante. 

Dans les groupes fuchsiens, ces points sont forcément tous situés sur le 
cercle fondamental. Ils peuvent constituer par leur ensemble ce cercle tout entier, 
lequel sera alors, pour la fonction, une ligne singulière ou coupure essentielle. 

La connaissance de ce genre de singularité des fonctions analytiques était 
alors relativement récente. "Toutefois, la fonction modulaire (qui, nous l'avons 
dit, est une fonction fuchsienne particuliére) en avait déjà offert un exemple 
intéressant. A cóté de ce premier exemple, les fonctions fuchsiennes viennent en 
offrir toute une catégorie d'autres analogues. 


Le cas opposé, ot les points singuliers, tout en étant encore en nombre in- 
fini sur la circonférence du cercle fondamental, ne l’occupent pas tout entiére, 
de sorte que la fonction fuchsienne considérée est prolongeable au delà de ce 
cercle, semblait au premier abord plus simple et plus conforme à la norme ordi- 
naire que celui où ce cercle est une coupure. II est, en réalité, beaucoup plus 
remarquable encore. La figure formée par ces points singuliers n'est autre, en 
effet, que l'ensemble parfait non continu, l'une des conquétes les plus importan- 
tes de la théorie des ensembles. 

Or, à cette époque, celle ci n'était pas encore constituée. 

C’est seulement aprés l'apparition de la théorie des groupes fuchsiens que 
M. Benpıxson et Cantor lui méme retrouvérent ces ensembles si paradoxaux. 
C'est avec elle, par conséquent, qu'ils firent leur premiére apparition dans la 
Science. 


Ce n'est pas tout. Les groupes kleinéens peuvent, eux aussi, admettre des 
lignes singulieres. Mais celles ci ne sont plus des cercles. Elles ne cessent d'affec- 
ter cette forme simple que pour prendre une de celles que l'ancienne Mathémati- 
que ignorait, que, sans le secours de l'Analyse, notre esprit est impuissant à con- 
cevoir, et auxquelles est attaché le nom de M. Jorpan. 
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C'est une courbe jordanienne qui, comme le montre Poixcan£, tient la place 
du cercle lorsqu'on passe de l'étude des groupes fuchsiens à celle des groupes 
kleinéens, et une courbe jordanienne dépourvue soit de tangente, soit de cour- 
bure en tous ses points. 

Certes, les exemples de courbes sans tangentes sont classiques depuis Rır- 
MANN et WEIERSTRASS; mais tout le monde comprendra la différence profonde 
qui existe entre un fait obtenu dans des circonstances rassemblées à plaisir, sans 
autre but et sans autre intérét que d'en montrer la possibilité, sorte de piéce de 
musée tératologique, et le méme fait rencontré au cours d'une théorie qui a tou- 
tes ses racines dans les problémes les plus usuels et les plus essentiels de l'Ana- 
lyse générale. 

La théorie des groupes kleinéens offre le premier exemple de cette espéce, 
— le seul méme que l'on connaisse, si nous ne nous trompons — en ce qui con- 
cerne la notion de courbe jordanienne. Le fait qu'on conduise ainsi nécessaire- 
ment à cette notion nous fait sentir, dés cet exemple, combien les résultats de 
Porncar& pénètrent profondément dans la nature intime des choses. 


* * 


La notion des groupes fuchsiens et kleinéens étant ainsi fondée, une fonclion 
fuchsienne (ou kleinéenne) est celle qui reste invariante par toutes les substitu- 
tions d'un de ces groupes. Pour trouver un tel invariant, POINCARÉ forme d'abord 
un invariant relatif, c'est-à-dire une fonction qui, au lieu de rester inaltérée par 
une queleonque des substitutions en question, est multipliée par un facteur de 
forme connue et simple. C'est un intermédiaire classique dans beaucoup de re- 
cherches de cette nature non seulement dans la théorie des fonctions elliptiques 
(lesquelles se présentent comme quotients de fonctions théta) mais dans celle des 
invariants de l’algébre, ou méme de certains invariants différentiels.! Pour les 
fonctions théta fuchsiennes, comme pour les invariants algébriques, le facteur 
dont il s'agit est une puissance du déterminant de la substitution.* Par là, et 
par leur mode méme de formation, les fonctions théta fuchsiennes différent des 
fonetions théta ordinaires et tendent bien plutót à se rapprocher de la fonction 
elliptique pu elle méme, telle que la forme WEIERSTRAss. Mais celle ci possède 
la propriété d’invariance absolue et évite, par conséquent, le détour employé 
dans la théorie actuelle, détour dont la nécessité, comme un peu de réflexion 
suffit à le faire apercevoir,. est indissolublement liée à la présence des points 


singuliers du groupe. 


! Voir, par exemple, plusieurs travaux de M. Tresse. 
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Par contre, PorvcARÉ a montré que la méthode ainsi modifiée s'applique à 
un groupe discontinu quelconque. 


Une fois obtenues les fonctions théta fuchsiennes, le quotient de deux 
d'entre elles, c'est-à-dire de deux invariants relatifs, donne, comme dans la 
théorie classique des formes algébriques, une des fonctions invariantes cherchées. 

Les fonctions fuchsiennes sont formées. 


La nouvelle notion ainsi créée, si supérieure en généralité, en extension, à 
celles sur le modéle desquelles elle avait été édifiée, ne leurs céde en rien sous le 
rapport de la compréhension. Si l'on ne dispose pas, cette fois, de séries rapide- 
ment convergentes à la facon des séries ©, on peut dire que toutes les autres pro- 
priétés dont l'imposant ensemble forme la théorie des fonctions elliptiques trou- 
vent encore leurs analogues. Une seule, le théoréme d'addition, n'a été étendue 
par Poincaré qu'à certaines catégories de fonctions fuchsiennes, en relation, 
comme nous le dirons plus loin, avec les applications arithmétiques. 

Mais l'une d'elles domine toutes les autres: les fonctions fuchsiennes 
présentent, comme les fonctions elliptiques, ce caractére que deux quelcon- 
ques d'entre elles appartenant au méme groupe, sont liées par une relation 
algébrique. 

Dans le cas des fonctions elliptiques, cette relation est forcément trés parti- 
culiére: elle est de genre zéro ou un. Au contraire, ce qui fait l'importance des 
fonctions fuchsiennes, c’est que toute équation algébrique à deux variables donnée 
peut étre obtenue par leur moyen. 

Dans la démonstration de cette proposition résidait une autre, la plus pro- 
fonde peut-étre des grandes difficultés du probléme. 

L'opération qu'il s'agit d'effectuer est déjà de celles auxquelles s'appliquent 
les réflexions émises par PorNcARÉ dans son Analyse,' c'est-à-dire qu'elle corres- 
pond, dans la nouvelle théorie, à ce qu'est le choix de l'intégrale de premiere 
espèce dans celle des fonctions elliptiques.* Mais autant sont simples les règles 
qui président à ce dernier choix, autant celui de la variable à l'aide de laquelle 
les coordonnées d'une courbe algébrique s'expriment par des fonctions fuchsien- 
nes est un résultat caché. 

POINCARÉ y parvint par une audacieuse méthode de continuité, M. Kreıs, 
qui avait été immédiatement frappé par la puissance de la nouvelle conception 


! Page 48. 
? C'est ainsi que la représentation d'une cubique par les fonctions elliptiques repose sur 
l'introduction de l'intégrale de première espèce attachée à cette courbe. 
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et avait attiré sur elle l'attention générale, obtenait à peu prés en méme temps, 
par une voie analogue, le méme résultat, à une objection prés que POINCARÉ 
fut seul à apercevoir et dont la réfutation n'est pas une des parties les moins 
délicates de cette délicate methode.! 

Celle ci repose, en effet, sur la comparaison de deux multiplicités, l'une 
dont un point queleonque correspond à un groupe fuchsien et a pour coordonnées 
certains paramétres dont dépend ce groupe, l'autre dont chaque point correspond 
de méme à une équation linéaire du second ordre satisfaisant à certaines con- 
ditions données. Or ces multiplicités, entre lesquelles il s'agit d'établir une 
correspondance univoque, sont limitées, et la démonstration n'est compléte que 
moyennant une étude approfondie de leurs frontières. 

Ainsi fut établie cette grandiose proposition qui, suivant l'expression de M. 
HUMBERT, apportait «les clefs du monde algébrique» en versant sur les propriétés 
les plus cachées des courbes algébriques quelconques la méme lumière dont les 
fonctions elliptiques avaient éclairé celles des courbes du troisieme degré. 


D'autre part, la méthode employée exprimait déjà, par les fonctions fuch- 
siennes, les intégrales de certaines équations différentielles linéaires du second 
ordre ayant pour coefficients des fonctions algébriques attachées à la courbe 
considérée. 

Ces équations étaient particuliéres, et devaient forcément l'étre pour les 
raisons mémes dont nous avons parlé tout à l'heure. 

Mais une fois trouvées ces équations linéaires particulières qui s’integrent par 
des fonctions fuchsiennes et dont la recherche est l'objet de la méthode de con- 
tinuité, celles ci à leur tour, moyennant une nouvelle extension de la méthode, 
conduisent à l'intégration de toutes les équations différentielles linéaires à coeffi- 
cients algébriques. Il suffit, pour cela, d'introduire un nouvel algorithme, géné- 
ralisation du premier: les fonctions zéta fuchsiennes. 

Ainsi, ce que les fonctions elliptiques et abéliennes avaient donné pour le 
probléme des quadratures, la théorie nouvelle le fournit pour le probléme, beau- 
coup plus général et beaucoup plus difficile, de l'intégration des équations diffé- 
rentielles linéaires. 


Ce grand résultat aurait, à lui seul, attiré sur cette théorie et sur son auteur 
l'attention universelle des géométres, si l'ampleur des généralisations, la hardiesse 
des méthodes, l'importance des obstacles surmontés n'y avaient pas suffi. 

! Plus tard, une remarque de M. Scnwarz devait fournir à Poincaré l'occasion de revenir 


aprés M. Picarp sur cette question et de donner du même théorème une seconde démonstration 
se rattachant à ses recherches de Physique Mathématique. 
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Comme dans toute la suite de ses travaux, POINCARÉ n'avait pas seulement 
enrichi la science de faits, mais de toute une catégorie nouvelle de méthodes. 
Combien celles ci étaient fécondes en progrés ultérieurs, c'est ce que montrait, 
immédiatement aprés, la belle théorie des groupes hyperfuchsiens due à M. Pı- 
CARD et que, d’ailleurs, Porycar® lui méme devait, à son tour, perfectionner,! 
en méme temps qu'il allait définir une autre catégorie.de transcendantes remar- 
quables, celles qui admettent un théoréme de multiplication.* 

Mais surtout les fonctions fuchsiennes donnent un nouvel instrument, le 
plus puissant que l'on posséde, pour l'étude des fonctions algébriques et de leurs 
intégrales: instrument qui a fait ses preuves entre les mains de plusieurs auteurs 
— citons, entre autres, les résultats obtenus par M. HuwBEnT relativement aux 
sommes qui font l'objet du théoréme d'Abel. C'est, d'autre part, gráce à lui, 
nous allons le voir, que PorNcARÉ a réalisé une partie des progrès qu'il a fait 
faire à cette étude. 


* * 
* 
La théorie des fonctions elliptiques est aujourd'hui, sinon achevée — mot 
qui n'est guére de mise à propos de science — du moins suffisamment éclaircie, 


et PorNCARÉ n'a pas eu à s'y attaquer directement, bien que, à l’occasion de ses 
recherches arithmétiques, dont nous parlerons plus loin, il ait formé plusieurs 
développements nouveaux de ces fonctions. 

Mais les fonctions abéliennes posent encore, et ont posé à Poincaré, toute 
une série de problémes. 

Pour une partie, ces recherches se rattachent étroitement à celles qui précédent, 
en vertu des relations qui existent entre les fonctions fuchsiennes et la théorie 
des fonctions algébriques, avec laquelle celle des fonctions abéliennes ne fait qu'un. 

C'est ainsi que Porwcan£ put découvrir les relations particulières très cachées 
qui prennent naissance entre les périodes des intégrales abéliennes lorsque la 
courbe algébrique dont elles dérivent vérifie une équation différentielle linéaire, 
gráce à l'isomorphisme qui a lieu entre le groupe de cette équation linéaire et 
celui que la théorie des fonctions fuchsiennes conduit à introduire pour représen- 
ter la courbe. Par l'intermédiaire des belles recherches de M. M. Fropenivs et 
CARTAN, cette analyse, dont il faudrait aussi dire les relations avec l’Algèbre 
proprement dite et la théorie de Galois, se rattache à une autre découverte de 
Poincaré, la liaison entre les quantités complexes les plus générales et la théorie 
des groupes. 

! Voir Analyse p. 86. 

* On sait les résultats essentiels que M. Picarp a également obtenus dans cette dernière 


voie en formant les fonctions qui subissent des transformations birationnelles lorsqu'on augmente 
la variable de certaines périodes. 
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Ce sont également, pour une grande partie, les fonetions fuchsiennes qui 
lui permirent de traiter les cas singuliers des fonctions abéliennes: il s’agit des 
cas de réduction, dans lesquels, parmi les intégrales abéliennes attachées à une 
courbe algébrique, en figurent une ou plusieurs susceptibles de dériver d'une 
courbe plus simple, c’est-à-dire de genre inférieur. 

On verra par son Analyse! comment, conduit une premiere fois à cette ques- 
tion par la précédente, il y fut un ramené peu plus tard par deux théorémes de 
WETERSTRASS. Lorsqu'il eut fourni et généralisé la démonstration de ces théorèmes 
(que WEIERSTRASS n'avait pas publiée), d'autres conséquences lui apparurent. 

Ici encore, ce fut la théorie des fonctions fuchsiennes qui lui fit apercevoir 
quelques unes des plus lointaines, et cela non seulement parce qu'elle domine la 
question au point de vue analytique, mais aussi parce qu'elle apporta l'aide efficace 
de sa figuration géométrique, si lumineuse, nous l'avons dit, en ce qui regarde les 
relations d'un groupe fuchsien avee ses sous-groupes. 

Poincaré considère en particulier les cas où la réduction entraine, entre 
deux courbes algébriques, une correspondance simplement rationnelle. De cette 
propriété ressortent, lorsqu'on lui applique les principes de la théorie des fonc- 
tions fuchsiennes, une série de conséquences aussi simples et aussi élégantes 
qu'elles sont cachées au premier abord. 


Les eas de dégénérescence dont nous venons de parler ne furent pas sim- 
plement pour Poincaré des difficultés à résoudre. Ce furent, au contraire, les 
propriétés de ces fonctions dégénérées qui l'aidérent par la suite à pénétrer celles 
des autres fonctions abéliennes. 

Mais cette deuxiéme catégorie de recherches découle d'une tout autre source, 
et, avant de les aborder, il nous faut avoir laissé de cóté les transcendantes par- 


tieuliéres pour nous occuper de la théorie générale des fonctions analytiques. 


$2. Relations avec l'Arithmétique. Ensembles. Groupes continus. 


Toutefois, avant d'abandonner les groupes et les fonctions fuchsiennes, nous 
parlerons de travaux qui, dans l’œuvre de Poincaré, s'y rattachent plus ou 
moins étroitement. 


Tel est d'abord le cas pour la partie de cette ceuvre qui touche à l'Arithmétique. 


A cóté des perspectives largement ouvertes de l'Analyse pure et de ses app- 
lications géométriques et physiques, la théorie des nombres, isolée, au moins en 
apparence, du reste de la Science, n'a pas cessé cependant d'étre cultivée par 


! Deuxième Partie, X. 
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les mathématiciens de race. Avec MM. JoRDAN et PICARD, c'est surtout Pory- 
CARE qui contribua à perpétuer à cet égard, dans notre pays, la tradition d'Hrn- 
MITE. Nous avons dit que de cette tradition procédent des notes presque con- 
temporaines de la Thèse dont nous avons parlé en commençant. PorwcanRÉ 
transporte dés cette époque les méthodes d’HERMITE au cas le plus général des 
formes de degré quelconque à un nombre quelconque de variables. 

Nul domaine où ces généralisations soient plus cachées que celui de l'Arith- 
métique qui nous occupe en ce moment. La discontinuité qui en fait le carac- 
tére essentiel s'y révéle en quelque sorte, au point de vue logique, par celle qui 
sépare souvent les notions destinées à se montrer analogues entre elles, en ne 
les laissant se rattacher les unes aux autres que par un fil ténu. En lisant les 
Notes dans lesquelles PorNcARÉ traite ainsi les notions de genre et d'ordre d'une 
forme, on se convaincra à quel point de telles analogies sont difficiles à saisir. 
PorvcARÉ sut les rendre claires et évidentes et par conséquent, là comme 
ailleurs, introduire la simplicité et la cohésion là ot semblait devoir régner l'arti- 
fice. C'est ce qui apparait encore à un haut degré dans ses recherches sur la 
réduction des formes. 

M. Jorpan venait de montrer que la méthode méme d’HERMITE permet 
d'établir pour les formes queleonques, le théoréme d'aprés lequel le nombre 
des classes algébriquement équivalentes est fini. POINCARÉ, poursuivant la méme 
voie, put ainsi généraliser la notion de réduction, généralisation que (comme la 
précédente, d'ailleurs) HERMrITE n'avait donnée, du moins pour des variables en 
nombre supérieur à 2, que relativement aux formes décomposables en facteurs 
linéaires. 

Avec PoINncARE, on peut dire que toute question disparait, en ce sens qu'une 
idée d'une rare simplicité fournit d'un seul coup la régle applicable à tous les 
problémes de cette catégorie. La réduction demandée est décomposée en deux 
opérations dont l'une ne dépend que de l’Algebre: c'est la réduction de la forme 
donnée, au sens purement algébrique du mot. L'autre opération est entièrement 
indépendante de la forme considérée et ne dépend que des propriétés du groupe 
arithmétique: c'est une sorte de réduction par rapport à ce groupe, des substi- 
tutions du groupe linéaire de l'Algébre, réduction que l'on sait effectuer par cela 
méme que l'on sait réduire les formes quadratiques définies. 

La solution de cette seconde partie du probléme élimine, en somme, toutes 
les difficultés de nature arithmétique. 

La réduction des formes cubiques ternaires se présente comme application 
immédiate de ce principe. 

Ces recherches, ainsi que celles que Poincaré consacra à l'étude des points 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 28 août 1914 UN 
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de coordonnées rationnelles sur une courbe du troisieme degré, sont fondamen- 
tales dans la théorie, si peu explorée encore, des formes de degré supérieur. 


La théorie des formes quadratiques dut, elle aussi, à PoINCARÉ des progrès 
essentiels; et ceci nous raméne aux fonctions fuchsiennes. 

C'est, on le sait, un titre de gloire de quelques uns des plus grands mathé- 
maticiens du XIX® siècle — de DIRICHLET, de RIEMANN, d’ HERMITE entre autres — 
que d'avoir su éclairer l'Arithmétique à l'aide de l'analyse du continu qui sem- 
blait, au premier abord, ne devoir jamais y pénétrer. 

Ce résultat remarquable a méme été obtenu de deux maniéres entiérement 
différentes. Le point de départ de RrEMANN est le méme que celui de DiricH- 
LET (et aussi, au fond, que celui qui a servi à Jacopr dans les Fundamenta). 
Mais celui d’HERMITE est sans rapport avec le premier. 

Grâce aux fonctions fuchsiennes, POINCARÉ réussit à son tour à établir une 
alliance analogue, et cela sous deux formes, elles mémes profondément distinctes, 
respectivement en relation avec les deux grands principes qui viennent d’être 
mentionnés. Aux idées d’HERMITE se rattachent les recherches que PorNcARÉ 
entreprend sur les formes quadratiques, dans le cas qui appelle le plus de recher- 
ches, celui des formes indéfinies. La particularité qui fait la difficulté et l'intérét 
de cette catégorie de formes est, on le sait, que chacune d'elles se reproduit sans 
altération par une infinité de substitutions linéaires formant un groupe dis- 
continu. Or on est ainsi ramené aux groupes fuchsiens. 

Non seulement ceux ci se trouvent ainsi — et cela, comme le montre 
PorxcARÉ!, par l'intermédiaire de la Géométrie non euclidienne — éclairer la 
théorie des nombres, mais il est remarquable qu'en l'espéce l'inverse a également 
lieu: c’est par cette voie qu'on étend à certaines fonctions fuchsiennes la seule 
propriété remarquable des fonctions elliptiques dont l'extension, dans ce domaine, 
ne paraît pas pouvoir se faire d'une manière entièrement générale, le théorème 
d'addition. PorxcARÉ montre, en invoquant une fois de plus les propriétés géométri- 
ques des polygones générateurs, que cette extension depend d'une sorte de com- 
mensurabilité entre le groupe de la fonction fuchsienne et une substitution déter- 
minée, non comprise dans ce groupe; et cette commensurabilité, qui n'existe pas 
dans le cas général, se présente au contraire lorsque le groupe fuchsien considéré 
a une origine arithmétique. 

Mais ce rapprochement n'est pas, nous l'avons dit, le seul que POINCARÉ 
ait établi entre les fonctions fuchsiennes et l'Arithmétique. Dés le début de ses 
recherches, en effet, il a donné du probléme de l'équivalence une solution géné- 


* Analyse, page 97. 
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rale toute nouvelle, fondée sur l'extension au domaine arithmétique de la notion 
d'invariants. Gráce à la discontinuité des groupes auxquels conduit la théorie 
des nombres, les invariants arithmétiques existent là méme où il n'y a point 
d'invariants algébriques et, indépendamment d'expressions par intégrales définies, 
ils en possèdent d'autres sous forme de séries sur lesquelles leur propriété 
d'invariance est mise immédiatement en évidence. Les séries auxquelles on 
aboutit ainsi sont trés voisines des séries connues de DIRICHLET, mais leur forma- 
tion, qui par conséquent se rattache aux recherches de ce géométre, s'inspire 
cependant, comme on le voit, d'un principe d'une bien plus grande généralité et 
dont la relation avec les méthodes suivies en Algébre apparait immédiatement. 

Elles sont, d'autre part, étroitement liées aux séries théta d'une part, aux 
fonctions fuchsiennes de l'autre et montrent la relation qui existe entre ces deux 
sortes de fonctions par l'intermédiaire de la fonction modulaire. C'est ce point 
de vue qui a donné à Poincaré de nouveaux développements des fonctions 
elliptiques. 

L'étude de la catégorie de fonctions fuchsiennes à laquelle appartient ainsi 
la fonction modulaire devait attirer à nouveau son attention; elle fait l'objet du 
dernier travail qu'il nous ait laissé.! 


Outre la théorie des formes, les deux principaux chapitres de l'Arithmétique 
moderne sont la théorie des nombres premiers et celle des idéaux. Porxcaré 
les a abordés tous deux ensemble dans le Mémoire intitulé Extension aux nombres 
premiers complexes des théorèmes de M. TonericHerr. La méthode du géomètre 
russe, conservée dans son principe général, a di subir d'importantes modifica- 
tions pour s'adapter à ces nouvelles circonstances. Il est remarquable que le 
résultat obtenu soit indépendant de deux éléments qui s'introduisent d'une manière 
nécessaire dans les caleuls, le nombre des unités indépendantes du corps considéré 
et celui des classes d'idéaux qu'il renferme, et que d'autre part, ce résultat rela- 
tif aux nombre imaginaires puisse servir à étudier la distribution des nombres pre- 
miers réels entre les formes 4n + 1, 4m + 3. 


Enfin, rappelons qu'une des premières publications de POoINCARÉ avait enrichi, 
en méme temps que rassemblé dans une synthèse particulièrement lumineuse, les 
propriétés des corps quadratiques et des idéaux correspondants, en les rattachant 
à une nouvelle théorie géométrique des réseaux (au sens de Bravaıs). On sait 
avec quel succès une synthèse analogue fut reprise plus tard par M. Krrrs. 

* * 
* 

* Ce Mémoire (Ann. fac. sciences Toulouse, 1913) n'a paru qu'après la mort de Pomcant 

et ne figure pas dans la liste qui précède son Analyse. 
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D'autre part, vers le méme temps où Poincaré se révélait, deux théories 
générales nouvelles sont venues modifier la marche de la science: la théorie des 
groupes continus de S. Lie et celle des ensembles de CANTOR. 

L'une et l'autre ne pouvaient manquer de recevoir de POINCARE d'impor- 
tantes contributions. 

La premiére lui doit une étude nouvelle de ses notions générales, qu'il 
éclaire! grace à un remarquable emploi de l'intégrale de CaucHy, en montrant, 
en particulier, que les problèmes que LIE avait réussi à ramener à des équations 
différentielles peuvent se résoudre par quadratures, sinon par des opérations 
entièrement algébriques. 


Mais la théorie des groupes continus vaut surtout par ses applications. On 
doit à Poincaré l'une des plus remarquables et des plus inattendues, celle qui est 
relative aux quantités complexes en général, c'est-à-dire aux diverses généralisations 
que, aprés HAMILTON, GRASSMANN et d'autres, on peut essayer de donner à la 
théorie des imaginaires. PorxcARÉ montre que ce probléme se ramène entiere- 
ment à l'étude et à la diseussion de certains groupes continus linéaires. 

La théorie de Lie intervient d'ailleurs dans plusieurs autres travaux de 
PorwcanÉ. Elle joue par exemple, un rôle essentiel dans les recherches dont 
nous parlerons plus loin sur la représentation conforme et les fonctions de deux 
variables et c'est par elle, ne l'oublions pas, qu'il guida la théorie naissante de 
la relativité. 

Ailleurs, il montre que son emploi s'impose dans un sujet qui semblait 
épuisé, la mise en équations des problémes de Mécanique rationnelle. Dans la 
méthode classique suivie à cet égard, les déplacements virtuels sur lesquels on 
opére sont obtenus en faisant varier isolément chaque parametre; si au contraire, 
comme Poincaré est obligé de le faire en vue de certaines applications à la 
Mecanique céleste, ces déplacements virtuels sont choisis d'une maniére quelcon- 
que, il montre qu'on doit les traiter comme des transformations infinitésimales 
et introduire la structure du groupe ainsi défini. 


L'histoire des relations de PoiNCARÉ avec la théorie des ensembles est plus 
curieuse. Nous avons dit, en effet, qu'il la devanca (Voir plus haut, page 211) en 
l'appliquant avant méme qu'elle fût née, et cela dans un de ses résultats les plus 
saillants et les plus justement célèbres. 


! Voir p. 93 de son Analyse. 
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Cette théorie s'est depuis constamment remontrée vers la plume. Qu'il 
s'agisse de théorie des fonctions, d'équations différentielles, on la verra toujours 
se présenter à lui, comme elle s'imposera désormais à tout géométre qui, dans 
un domaine quelconque, tentera d'aller véritablement au fond des choses. 

Les hauts problémes qu'elle souléve en elle méme ne pouvaient, eux non plus, 
laisser Poincaré indifférent. Il les a traités ici même! et repris souvent dans 
ses livres. Le terme de «définition non prédicative» qu'il a introduit, suffit à 
réfuter plusieurs des sophismes dont les notions fondamentales relatives aux 
ensembles étaient l'objet. * 


83. La théorie générale. 


Avec Gauss, CAUCHY, RIEMANN, WEIERSTRASS, la notion précise de ce 
qu'on doit entendre par fonction analytique était acquise. La théorie en était 
faite, au fond, sur le modéle qu'offrait naturellement l'Algébre. Toute fonction 
analytique peut étre représentée, dans tout domaine suffisamment restreint, sauf 
au voisinage de certains points particuliers, par un développement en série entiere. 

Certaines d'entre elles peuvent être ainsi représentées, par un développement 
unique, pour toutes les valeurs de la ou les variables: ce sont les fonctions 
enliéres. Dans le cas d'une seule variable indépendante, WETERSTRASS avait réussi 
à étendre à ces fonctions le théoréme de la décomposition en facteurs, sous une 
forme identique à celle des polynómes, à ceci prés qu'aux facteurs binómes classi- 
ques de l'Algébre venaient s'adjoindre, et cela à deux titres différents, des facteurs 
exponentiels. 

Aprés ces fonctions entiéres viennent les fonctions méromorphes, analogues 
aux fonetions rationnelles et qui se comportent comme elles au voisinage d'un 
point queleonque (à distance finie). Gráce au théoréme qui lui a donné la dé- 
composition en facteurs, WEIERSTRASS montre qu'une fonction méromorphe d'une 
seule variable est le quotient de deux fonctions entiéres, pendant que le théoréme 
de M. Mrrraa-LEFFLER étend à ce domaine la décomposition en éléments simples 

Ces deux eas sont les plus élémentaires. D'autres beaucoup plus compliqués 
peuvent se présenter, méme si l'on se borne aux fonctions uniformes. Mais 
celles-ci sont loin d'étre la régle. La grande difficulté de la théorie est préci- 
sément l'existence des fonctions non uniformes, qui, en un certain sens, mettent 
en défaut la définition méme de la notion de fonction. 

! Acta, t. 32, 1909. 


? Le seul raisonnement que nous défendrions contre les critiques de Poincar à ce point 
de vue est celui de M. Zermero sur la possibilité d'ordonner un ensemble quelconque 
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De ces fonctions non uniformes, on n’avait qu’une notion purement néga- 
tive, du moins dans le cas général. Quelques catégories particuliéres avaient 
seules été étudiées. A Ja plus classique d’entre elles, celle des fonctions algébri- 
ques, POINCARE avait, dés la Thèse dont nous avons parlé plus haut, adjoint sa 
généralisation la plus naturelle et la plus importante, celle des fonctions algebroi- 
des, que ses recherches de Mécanique analytique devaient ramener souvent sous 
sa plume. 


Dés que le nombre des variables devenait supérieur à 1, il ne restait de 
tout cela que le point de départ: le développement en série entiére, applicable à 
une fonction analytique quelconque dans le voisinage d'un point non singulier, 
et à une fonction entiére dans tout lespace. En particulier, la décomposition 
en facteurs de ces fonctions entiéres n'ayant plus lieu, la démonstration donnée 
par WEIERSTRASS de l'expression d'une fonction méromorphe par le quotient de 
deux fonctions entiéres disparaissait du méme coup. 

De l'outil qui permet de manier si sürement les fonctions d'une variable, la 
théorie des fonctions de deux variables ne possédait que le manche. 


Tel était l’état de cette branche de la science à la venue de PorwcaRÉ. 
Voyons comment, gráce à lui, l'évolution ultérieure fut possible. 

Tout paraissait dit, en un sens, en ce qui regarde les fonctions entières d'une 
variable. Cependant, LAGUERRE avait montré, à l'aide de la formule de décom- 
position en facteurs, que, comme les polynómes, les fonctions entiéres ne devaient 
pas être placées toutes sur le méme plan et présentaient des degrés de compli- 
cation inégaux tout au moins sous ce point de vue. Avec une pénétration qui 
a été justement admirée, il avait appris à mesurer cette complication par un 
nombre, le genre, qui fait intervenir à la fois les deux espéces de facteurs expo- 
nentiels mentionnées plus haut. 

Le probléme se posa alors, pour PorNcARÉ, de savoir si cette complication 
plus ou moins grande de la décomposition en facteurs de WEIERSTRASS avait ou 
non son retentissement sur les autres propriétés de la fonction. Il put montrer 
qu'en effet toute limitation supposée connue pour le genre en entrainait une 
correspondante pour l'ordre de grandeur du module de la fonction elle-méme et 
aussi pour celui des coefficients de son développement, c’est-à-dire pour ses pro- 
priétés les plus simples et, en général, les plus aisément constatables. 

Ainsi fut fondée la nouvelle théorie des fonctions entières. C'est, en effet, 
de ce résultat et aussi, ajoutons-le, d'un célèbre théorème dû à M. Prcanp, qu'est 
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sortie toute cette théorie, telle qu'elle s'est développée dans le cours de ces der- 
niéres années. 

C’est d'ailleurs de la méme source que découlent encore les progrès appor- 
tes, principalement par MM. Borer et Bourroux, à l'étude des fonctions méro- 
morphes: car la méthode employée en cette circonstance dérive manifestement 
de celle qui est appliquée aux fonctions entiéres. 

On peut méme en dire autant pour le point essentiel: c'est en effet dans le 
méme ordre d'idées que les fonctions présentant cette singularité, et elle seule, 
autrement dit les fonctions quasi entières, ont été traitées par M. Maier. 


Les singularités non isolées des fonctions uniformes sont un des sujets qui 
ont le plus particulièrement préoccupé WEIERSTRASS et les géométres qui, avec 
lui, ont exploré la théorie des fonctions, et la réalisation des diverses possibilités 
qui peuvent se présenter à cet égard a été l'un des buts principaux de leurs 
efforts. Or, parmi les dispositions les plus étranges qui peuvent se rencontrer, 
il n'en est pas une dont Porwcan£É n'ait formé, comme eux, des exemples, mais 
avec une signification nouvelle. 

L'existence de coupures essentielles pour les fonctions dont il s'agit était 
connue depuis WEIERSTRASS. Mais ce sont les fonctions fuchsiennes, — aprés la 
fonction modulaire, il est vrai — qui sont venues nons montrer combien il s'en 
fallait qu'on dit voir là un simple objet de curiosité. 

En méme temps, nous avons vu ces mémes fonctions fuchsienpes imposer 
à PorwcanÉ une nouvelle catégorie de singularités que l'imagination de ses pré- 
décesseurs n'avait pu concevoir: les points singuliers formant un ensemble par- 
fait non continu. 

Reste enfin, à cóté de la notion de ligne singuliére, la notion toute voisine 
d'espace lacunaire. C’est à Poincaré que l'on doit, à cet égard, l'exemple peut 
étre le plus général et en tout cas, le plus fécond, car la méthode qui y con- 
duit, fondée sur l'introduction d'une série de fractions rationnelles, est celle qui, 
ultérieurement, a permis à M. Borex d'étendre nos connaissances sur ce sujet. 

Mais iei encore, ce n’est pas uniquement pour elle méme et pour mettre en 
évidence ses singularités que Poincaré forme la série dont il s'agit. ll y est 
amené nécessairement par les recherches sur les équations différentielles qui font 
lobjet de sa these. Les intégrales qu'il forme n'existent, comme nous le rap- 
pellerons plus loin, que moyennant des conditions d'inégalité convenables entre 
certains coefficients qui figurent dans l'équation et, dés lors, considérées comme 
fonctions d'un de ces coefficients, elles présentent précisément la singularité qui 
nous occupe. 
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Le rôle de Poincaré, à propos des fonctions à espaces lacunaires, a done 
été le méme que nous lui avions vu jouer vis-à-vis des lignes singuliéres, des 
ensembles parfaits discontinus, des courbes sans courbure. 

Certes, méme si lune ou l'autre de ces circonstances avait été destinée à 
ne jamais se rencontrer dans les applications, leur découverte n'en aurait pas 
moins été importante pour nous. Poincaré nous a montré, dans un de ses dis- 
cours,! combien il faut rendre graces à l'Astronomie d'avoir élargi notre esprit 
par la seule notion de ses distances énormes et d'avoir permis ainsi que «notre 
imagination, comme l'oeil de l'aigle que le Soleil n'éblouit pas, puisse regarder la 
vérité face à face». Les singularités dont nous venons de parler tiennent une 
place analogue, à ceci prés qu'elles ont soumis notre imagination à des épreuves 
autrement rudes encore, et jeté un désarroi passager, non seulement dans les 
habitudes que nous tenons de nos sens, mais dans celles que nous pouvions croire 
issues de notre logique elle méme. | 

POINCARÉ n’a pas laissé à l'avenir le soin d'utiliser la lecon qui s'en déga- 
geait. Au lieu de signaler de loin d'étranges régions que la science pouvait étre 
exposée à rencontrer sur sa route, il les a traversées pour trouver, au delà, le 
but qu'elle avait à poursuivre. Ses découvertes semblent ainsi aller d'un coup 
aux limites, non seulement de ce que l'humanité d'aujourd'hui peut découvrir, 
mais de ce qu'elle peut comprendre. 

C'est ce que la théorie des fonctions vient à nouveau de nous montrer. La 
méme impression s'imposera à nous, et plus fortement méme, lorsqu'il s'agira 
des équations différentielles. Plus complexe encore qu'en Théorie des fonctions, 
la vérité que nous verrons alors se dégager des travaux de PoINCARE dépasse 
probablement la capacité actuelle de nos cerveaux. 


La théorie des fonctions non uniformes fut tirée du néant grâce à un théo- 
réme d'une démonstration des plus délicates. 

Une fonetion analytique queleonque (par conséquent, non uniforme en gé- 
néral): 


z — f(x) 


étant donnée, on peut exprimer x en fonction uniforme d'une variable auxiliaire 
1, de manière que z soit aussi une fonction uniforme de t. La conclusion s'étend 
méme à un nombre quelconque de fonctions d'une méme variable. 

La théorie des fonctions non uniformes est ainsi ramenée à celle des fone- 
tions uniformes. 


! Voir La valeur de la science, Chap. VI. 
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Un tel fait ne pouvait manquer de s'imposer à un Poıncar& après la dé- 
couverte des fonctions fuchsiennes. Celles-ci, nous l'avons vu, le mettaient en 
évidence, et fournissaient la variable auxiliaire cherchée, en ce qui regarde les 
fonctions algébriques. Il y a plus, elles permettent de le démontrer, sinon dans 
le cas général, du moins dans un cas trés étendu, à savoir, toutes les fois que 
les points singuliers sont en nombre fini et tous réels. 

Mais si l'on veut ne faire aucune restriction relativement aux points singu- 
liers, d'autres moyens d'action sont nécessaires. 

Ici (comme déjà d'ailleurs pour les fonctions fuchsiennes) ce sont les prin- 
cipes mêmes sur lesquels RIEMANN avait fondé la théorie des fonctions abélien- 
nes qui s'élargissent entre les mains de POINCARÉ, et acquièrent l'ampleur nou- 
velle que la question comporte. D'une part, tout le caleul va reposer sur la 
formation d'un domaine géométrique, la surface de RIEMANN, par lequel on peut 
se représenter la variation simultanée de z et de x. En second lieu, un élément 
physico-mathématique, la théorie du potentiel, joue dans ce caleul le róle prin- 
cipal. Mais son maniement exige une puissance d'analyse nouvelle, en raison de 
la complication de la surface de RIEMANN qui est ici à une infinité de feuillets. 
La notion d'une telle surface de RIEMANN, et surtout des fonctions harmo- 
niques correspondantes est trés délicate et ne peut être atteinte que par des 
passages à la limite appropriés. 

On aboutit ainsi à la formation d'une certaine fonction analytique ¢. La 
propriété essentielle de cette quantité consiste en ce qu'elle ne prend jamais deux 
fois la méme valeur sur la surface. C'est ce que l'on établit aisément à l'aide 
de l'intégrale classique de Cavcuy, étant donné que ¢ est la limite de fonctions 
t, qui possédent la propriété en question. 

Cette grandiose découverte de l’uniformisation des fonctions analytiques ne 
pouvait manquer de provoquer les recherches des géométres, du moins de ceux 
qui, capables de ressentir son importance, avaient aussi les forces nécessaires 
pour aborder ce sujet.! A la suite de ces travaux, PoINCARÉ revint lui-même 
sur sà découverte pour la compléter. 

Dans l'intervalle, il avait donné, pour la résolution des problèmes fonda- 
mentaux de la théorie du potentiel, une méthode nouvelle, celle du balayage. 
Créée, semble-t-il, en dehors de la préoccupation du probléme qui nous oceupe, 
cette méthode se trouvait cependant s'y adapter d'une maniére remarquablement 
parfaite. L'une des difficultés de la question est, nous l'avons dit, la présence 
d'une infinité de feuillets de la surface de RrEMANN, dont, par suite de cette 


* Outre les auteurs dont nous parlerons dans un instant, nous nous contenterons de citer 
ici M. Korne. 
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circonstance, la forme totale et en particulier la frontière ne peuvent, au moins 
au premier abord, étre définies sans de sérieuses difficultés. Or il se trouve que 
celles-ci ne génent en aucune facon l'application de la méthode du balayage, 
pour laquelle il suffit de suivre la marche méme, classique depuis WEIERSTRASS, 
de la définition d'une fonetion analytique par une suite indéfinie d«'éléments». 

PoiNCARÉ avait, d'autre part, à l’occasion de son enseignement à la faculté 
des sciences de Paris, perfectionné toute la technique de la théorie des fonctions 
harmoniques: il avait, par exemple, reconnu tout le parti qu'elle peut tirer d'un 
remarquable théorème de HARNACK. 

Fort de ces nouveaux moyens d’action, il put, répondant à un desideratum 
de M. HiLBERT, écarter en toute certitude pour les fonctions cherchées, les trois 
points singuliers dont le raisonnement primitif n'excluait pas la possibilité. 

D'autre part, les fonetions obtenues ont, en général, un domaine d'existence 
limité par une ligne siguliére essentielle (un théorème de M. Picarp est venu 
montrer que la solution n'est pas possible sans l'introduction de fonctions pré- 
sentant ce caractère). MM. Oscoop et BRODÉN s'étaient préoccupés de déter- 
miner la forme exacte du domaine qui, dans le plan de la variable f, correspond 
ainsi à la surface de RIEMANN donnée. La nouvelle méthode de démonstration 
permet de préciser davantage les résultats de ces deux auteurs. 

Enfin, chose plus précieuse encore, elle fournit la solution la plus simple, — 
et non plus une solution queleonque —, du probléme posé. Des lors, cette so- 
lution est parfaitement déterminée, du moins à une substitution linéaire prés. 
De là ressort encore, comme conséquence, une propriété fonctionnelle qui place 


ASIA 


les fonctions obtenues à cóté des fonctions fuchsiennes. 


Ce n'est pas la seule contribution que PorxcanÉ ait apportée à la théorie 
des fonctions non uniformes. Tout d'abord, c'est à lui qu'on doit la limitation, 
— au sens de la théorie des ensembles — de la multiplicité des valeurs que peut 
prendre une telle fonction pour une valeur unique de la variable et aussi des 
«éléments» (au sens de WEIERSTRASS) qui suffisent à la représenter: limitation 
essentielle d'ailleurs au second raisonnement par lequel il a établi le théoréme 
d'uniformisation. 

De plus, il a indiqué une méthode permettant d'établir que toute fonction 
analytique z — en général, non uniforme, — de la variable x peut étre définie 
par une équation de la forme @(z,x) —o, où G est une fonction entière: progrès 
moins essentiel peut-étre que le théoréme d'uniformisation, mais, néanmoins, 
extension importante aux fonctions transcendantes de la propriété fondamentale 
des fonctions algébriques. 
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Mais cette méthode est en relation avec les travaux dont nous avons à 
parler en second lieu, et qui concernent l'étude des fonctions de plusieurs 


variables, 
* * 


Pour celle-ci plus encore que pour la précédente, on peut dire que les im- 
pulsions décisives viennent de PoiNcanÉ. 

Dans cet ordre d'idées, un seul théoréme, le «Vorbereitungssatz», avait été 
antérieurement obtenu. Mais, par deux fois, il était resté ignoré du publie scien- 
tifique. WEIERSTRASS l'a réservé, comme il le faisait souvent, au cercle restreint 
de ses auditeurs, jusqu'en 1886, et M. LinpeLér a été le premier à découvrir! 
que le véritable auteur en est Cavcnv. 

Il peut n'étre pas inutile, dans ces conditions, de noter que les résultats 
relatifs aux fonctions algébroïdes, obtenus par PorNcaRÉ dans sa These, équi- 
valent au théorème en question.? 

Celui-ci d'ailleurs, pour PoINCARÉ comme pour WEIERSTRASS, n'était que 
préparatoire. L'étude des fonctions de plusieurs variables ne fut véritablement 
inaugurée que lorsque, peu d'années aprés, Poincaré réussit à leur étendre le 
théoréme de WEIERSTRASS sur les fonctions méromorphes. 

Quel que soit le nombre des variables, une telle fonction est caractérisée 
par la propriété de se comporter au voisinage d'un point quelconque — autrement 
dit, localement — comme une fonction rationnelle. Localement donc, elle s'ex- 
prime par le quotient de deux séries entiéres convergentes dans un rayon suffi- 
samment petit. C'est ce résultat qu'ils s'agit d'étendre à tout l'espace en ex- 
primant la fonction considérée par le quotient de deux séries entiéres foujours 
convergentes. 

Nous avons dit qu'on ne pouvait songer à employer, à cet effet, la méthode 
qui réussit dans le cas d'une variable. PorNcanÉ recourt encore une fois à la 
théorie du potentiel ou plutót à la théorie analogue dans l'espace à quatre di- 
mensions, celle des fonctions V qui satisfont à l'équation 
oy 97 @8V av 

2 


= 0. 
dx dy? dz ot 


Cette méthode semble cependant, au premier abord, inapplicable au probléme 
actuel. L'équation aux dérivées partielles précédente ne suffit plus, en effet, à 
caracteriser la partie réelle d'une fonction analytique: cette partie réelle doit 

! Voir ses Leçons sur la théorie des résidus (Paris, Gauthier-Villars, 1905, note de la page 27). 


? Ils en fournissent méme une extension, dans laquelle, au lieu de l'équation obtenue en 
égalant une fonction uniqne à zéro, on considére un systéme d'équations à plusieurs inconnues 
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satisfaire à quatre équations aux dérivées partielles et non à une seule. Il 
semble done que la formation d'un potentiel vérifiant l'unique équation ci-dessus 
écrite soit sans valeur au point de vue du résultat final. 

Il n'en est rien: si l'on a obtenu ce potentiel, POINCARÉ montre qu'il suffit 
d'y ajouter une fonction réguliére convenable pour intégrer l'ensemble des quatre 
équations mentionnées tout à l'heure et en déduire la fonction qu'il a en vue, 
à savoir le logarithme du dénominateur cherché. 

Quant à la formation du potentiel en question, elle consiste en une sorte 
de raccordement analytique entre plusieurs fonctions (les logarithmes des dénomi- 
nateurs des diverses fractions qui représentent localement la fonction donnée) dé- 
finies chacune dans une portion seulement de l'espace, mais dont les différences 
mutuelle dans les régions où deux d'entre elles existent à la fois, sont régulières. 
Ce raccordement, l'emploi de potentiels, tout analogues aux potentiels de simples 
et de doubles couches, permet de l'opérer. Lorsqu'il s'agit enfin de passer à la 
limite pour le cas de l'espace indéfini en tous sens, la méthode à appliquer est 
connue: c'est celle par laquelle on démontre le théorème de M. MrrraG-LEFFLER 
sur le développement des fonctions méromorphes d'une variable en série d'élé- 
ments simples. 

POINCARE a eu à revenir sur la démonstration de ce théorème, pour l'adap- 
ter à la théorie des fonctions abéliennes. Dans ce cas, en effet, la fonction don- 
née étant périodique, il importe de diriger le caleul de maniére à ce que le numé- 
rateur et le dénominateur obtenus possédent eux mémes, non la périodicité pro- 
prement dite, mais, à la facon des fonction théta (auxquelles, dés lors, ils se 
ramenent) — la périodicité de troisiéme espéce au sens d’HERMITE, qui est à 
la périodicité ordinaire ce que l'invariance relative est à l'invariance absolue. 
POINCARE reprend, à cet effet, la démonstration de son théorème général, tant 
celle qu'il avait donnée que celle qui avait été fournie depuis par M. Cousin. 
Il en indique méme, dans le méme but, une autre, toute différente de celles dont 
il vient d'étre question par la nature des potentiels employés. Au lieu d'étre, 
dans l'hyperespace, les analogues d'un potentiel newtonien de surface, — comme 
dans la démonstration primitive — ceux ci peuvent, en effet, étre analogues à 
des potentiels (newtoniens) de lignes attirantes, de sorte que nous devons à cette 
circonstance la connaissance des singularités (en général logarithmiques) des 
potentiels de cette espéce. 


Un autre point important de la théorie des fonctions d'une variable attirait 
l'attention au point de vue de son extension au cas actuel: la notion de résidu, 
base des plus belles découvertes de Caucny. En général, c'est-à-dire dans toute 
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région ne comprenant pas de points singuliers, l'intégrale d'une fonction analytique 
le long d'un contour fermé est nulle. Au contraire si ce contour contient à son 
intérieur un point singulier, l'intégrale est proportionnelle à un certain nombre 
déterminé, caractéristique et en quelque sorte, mesure de la singularité, qui est 
le résidu. 

Cette pierre angulaire de la théorie de CaucHY devait être transportée à 
la théorie des fonctions de deux variables, si l'on voulait fonder utilement celle-ci. 
Il fallait, à cet effet, considérer les intégrales doubles prises le long de multipli- 
cités fermées de l'espace à quatre dimensions, et montrer tout d'abord que ces 
intégrales étaient indépendantes de la forme de la surface d'intégration (tant que 
celle-ci varie continüment sans rencontrer de singularités), une condition d'inté- 
grabilité analogue à celle qui intervient pour les différentielles totales ordinaires 
étant vérifiée. 

Mais ceci fait, le caleul de la valeur de cette intégrale autour d'une singu- 
larité donnée, présentait des difficultés inattendues. STIELTJES qui l'avait effectué 
dans un cas particulier, n'avait pu le publier, le résultat donnant lieu à une 
objection qui semblait sans réplique. Dans l’integrale qu'il avait traitée, la 


J 


quantité sous le signe [| était de la forme 


we 


P 
QR 


P,Q, R étant trois polynomes entiers dont les deux derniers s'annulent ensemble 
sur la singularité considérée. Or SrmrELTJES trouvait, pour le résidu, une va- 
leur qui change de signe quand on permute entre eux les deux facteurs du déno- 
minateur. 

Pour faire cesser cette contradiction apparente, il fallait arriver à une vue 
exacte et pénétrante des propriétés géométriques d'une figure tracée dans l'hy- 
perespace. POINCARE montra ainsi comment l'ordre des deux facteurs en question 
influe, dans cet exemple, sur le sens de l'intégration. 

Ces deux séries de recherches de Poincaré restèrent longtemps la seule base 
des travaux entrepris sur les fonctions de deux variables.! Les plus importants, 
tels que celui de M. Cousry, dérivent du théorème sur les fonctions méromorphes 
et fournissent une seconde démonstration de ce théoréme. 


! C'est seulement dans ces toutes dernières années que d'autres voies se sont ouvertes 
avec des travaux parmi lesquels nous nous contenterons de citer ceux de MM. Fanen, Haus 
Hanrocs, E. E. Levi, ete. 
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Ce vaste domaine des fonctions de plusieurs variables devait, plus tard, offrir 
encore à PorwcanÉ un autre objet de méditations. La représentation conforme 
offre, dés le cas d'une variable, un remarquable exemple de la différence profonde 
qui existe entre les propriétés locales des fonctions et celles qui interviennent 
lorsqu'on les considére non plus au voisinage immédiat d'un point, mais dans 
tout leur domaine d'existence. 

Le probléme (probléme /ocal) qui consiste à représenter, par l'intermédiaire 
d'une fonction analytique, un arc (suffisamment petit) d'une courbe donnée c 
sur un are d'une autre courbe donnée C a, en effet, une infinité de solutions 
dépendant d'une infinité d'arbitraires, tandis que le probléme étendu qui consiste 
à représenter, dans les mêmes conditions, la courbe fermée c tout entière, sur la 
courbe fermée C (et l'aire s limitée par c sur l'aire S limitée par C) est, au con- 
traire, déterminé à une substitution homographique prés. 

A cette différence, on apergoit immédiatement deux raisons: la premiére 
résidant dans ce fait que les courbes c et C sont fermées et que dés lors le pro- 
longement de la fonction cherchée tout le long de ces courbes doit présenter par 
rapport à l'are de l'une d'elles, par exemple, une périodicité qui n'apparaissait 
point lorsqu'on se bornait à considérer des parties trés petites des courbes en 
question; la seconde, dans celui que la fonction cherchée ne doit seulement étre 
définie au voisinage de c, mais dans tout l'intérieur de s. 

C'est cette étude que PorwcanÉ transporte au cas de deux variables, en 
séparant méme, par l'introduction d'un probléme intermédiaire,! (dans lequel on 
demande que les fonctions cherchées soient réguliéres sur toute la frontiére, mais 
non dans tout le domaine qu'elle limite) ces deux caractéres qui différencient 
l'un de l'autre le probléme local et le probléme étendu. Les résultats changent 
d'ailleurs notablement de forme dans cette extension. Le probléme local cesse 
lui méme d'étre possible en général. Une infinité de conditions de possibilité 
apparaissent et ces conditions de possibilité introduisent une série d'invariants 
différentiels, obtenus en écrivant que la transformation de l'une des frontiéres 
données en l’autre est possible, dans la région infiniment voisine d'un point 
donné, aux infiniment petits du n°"° ordre pres. 

Ce Mémoire de PorxcanÉ ouvre d'ailleurs la voie à toute une série de recher- 
ches ot, comme il l'a montré, intervient d'une maniére nécessaire l'étude appro- 
fondie de certains groupes continus. 


* * 


1 En vertu d'un théorème de M. Hanrocs, il se trouve que la solution de ce problème inter- 
médiaire peut étre utilisée pour celle du probléme étendu. 
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C’est à ces propositions fondamentales sur les fonctions de plusieurs variables 
qu'il faut rattacher les résultats obtenus par Poincaré sur les fonctions abélien- 
nes, ceux qui dérivent de l'application des fonctions fuchsiennes exceptés. Leur 
point de départ est la distinetion qu'il établit entre la théorie des fonctions 
abéliennes et celle des intégrales abéliennes, théories que, depuis RIEMANN, on 
était habitué à confondre l'une avec l'autre. 

Si, comme on le sait depuis Rremann, les intégrales des fonctions algébri- 
ques s'expriment par le moyen des séries ©, la solution ainsi obtenue dépasse 
en quelque sorte le but. Certaines fonctions © correspondent à des problémes de 
quadrature de l'espéce indiquée, mais elles sont spéciales; il en existe une foule 
d'autres qui n'ont point une origine de cette espéce. ; 

Quelles sont les relations qui caractérisent ainsi les fonctions théta spéciales? 
— et, d'autre part, que peut on dire des autres fonctions théta? 

Mais auparavant, une autre question analogue se présentait, qui s'était déjà 
posée à RrEMANN méme (lequel l'avait signalée à HERMITE), puis à WEIERSTRASS 
et qui, en méme temps que Porwcan£, préoceupa MM. Prcanp et ArPELL,! celle 
de savoir si les fonctions périodiques obtenues comme quotients de fonctions 
théta sont les plus générales parmi celles qui présentent le méme nombre de 
périodes. 

Cela est d'autant moins évident que les fonctions théta ne peuvent pas 
étre formées avec des périodes entiérement arbitraires. Au contraire il ne semble 
nullement a priori, que la définition des fonctions périodiques doive impliquer, 
entre ces périodes, une condition quelconque. C'est cependant ce qui a lieu et 
toute fonetion méromorphe 2 p fois périodique de p variables complexes peut étre 
représentée par un quotient de séries théta. PorNc4ARÉ publia sur ce point, en 
collaboration avec M. PrcAnp, une démonstration qui, un peu plus tard fut re- 
connue identique à celle qu'avait obtenue WErERsTRAss. Nous avons dit que le 
méme fait se présenta plus tard à lui comme une simple conséquence du théoréme 
fondamental sur les fonctions méromorphes, moyennant une étude plus appro- 
fondie des opérations par lesquelles on établit ce théoréme. 


Ceci élucidé, il fallait entreprendre l'examen des fonctions théta indépen- 
damment de toute origine algébrique, pour apprendre à distinguer entre les fone- 
tions théta appelées plus haut spéciales (c'est-à-dire celles qui ont une telle origine) 
et les autres. 

Dans cet ordre d'idées, Porncark, dés 1883, considère une système de p fone- 
tions théta à p variables, toutes aux mémes multiplicateurs, et détermine le 


! Voir Analyse, p. 82. 
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nombre des solutions (essentiellement distinctes, c'est-à-dire telles que la différence 
de deux quelconques d'entre elles ne soit pas une période) communes aux équa- 
tions obtenues en égalant ees fonctions simultanément à zéro. 

C'est à cette occasion que POINCARE utilise, pour la première fois, le théorème 
par lequel KRONECKER venait d’exprimer le nombre des solutions d'un systeme 
donné, admirable instrument qui semblait avoir été crée en vue d'un tel ouvrier, 
et que nous retrouverons à tant de reprises dans l'étude de son œuvre. Grâce à 
lui, il put montrer que le nombre en question ne dépend que du nombre p des 
variables et du degré des fonctions théta. 

La difference entre le point de vue de Poincaré et celui de ses prédécesseurs 
apparait par la comparaison entre cette question et celle que s'était posée RıE- 
MANN relativement au nombre des zéros d'une fonction théta du i* degré. Si, 
dans une telle fonetion, on substitue aux p variables les valeurs des p intégrales 
abéliennes de premiere espéce attachées à un méme point M de la courbe, on a 
une équation (à une inconnue, cette fois) qui admet p solutions. 

Cet énoncé différe, on le voit, du précédent, non pas seulement en ce que 
la fonction théta considérée doit étre spéciale, mais en ce que les variables ne 
peuvent prendre que des valeurs trés particuliéres, ne dépendant que d'un seul 
paramètre et non de p. PorwcaRnÉ étend d'ailleurs le résultat de RIEMANN aux 
fonctions théta de degré quelconque (le nombre des solutions devenant alors égal 
à np) et à une série de questions qu'on peut considérer comme intermédiaires 
entre les deux précédentes. 

La relation entre ces différents points de vue est également mise en lumiére 
dans la représentation géométrique qu'il emploie. 

Il y a n? fonctions théta de degré » ayant de multiplicateurs donnés. Si 
lon considére les valeurs de ces a? fonctions théta comme des coordonnées 
homogènes dans l’espace à n?—1 dimensions, le point qui a ces coordonnées 
— point qui reste inaltéré par l'addition aux variables d'une période quelconque, 
puisque toutes ses coordonnées sont multipliées par la méme quantité, — décrit, 
dans cet espace, une variété p fois étendue V. Lorsque les fonctions © sont 
spéciales et dérivent d'une courbe algébrique C, si on remplace les variables par 
les intégrales abéliennes attachées à cette courbe, on a une courbe B située sur 
V. Le théorème de RiEMANN étendu par PorNcARÉ montre que cette courbe est 
algébrique et fait connaitre son degré. PoINCARÉ constate d'ailleurs qu'elle est plane, 
ou, plus exactement, qu'elle est située sur une variété plane à (n — 1) p dimensions. 
Quant au théoréme mentionné plus haut sur les zéros communs à p fonctions 
©, il fait connaitre le degré de la variété V, laquelle est algébrique, et cela, cette 


fois, méme si les fonctions © considérées ne sont pas spéciales. 


L'œuvre mathématique de Poincaré. 233 


Un seul résultat appartenant à cette catégorie porte, comme celui de Rır- 
MANN, sur une seule équation à une seule inconnue, tout en n'exigeant pas que 
la fonction théta qui y intervient soit spéciale. Il généralise la relation de 
LEGENDRE entre les périodes des intégrales elliptiques de première et de deuxième 
espèce, relation que la théorie des fonctions nous a montrée dépendant du nombre 
des zéros de la fonction théta dans un parallélogramme des périodes. Pour arriver 
à un résultat présentant ces caractéres, il fallait vainere une difficulté de nature 
géométrique par laquelle cette recherche se rapproche de celles que PoIncarh 
avait développées sur la théorie générale des fonctions de plusieurs variables. 


Aprés avoir, par son théoréme de 1885, étendu une proposition classique sur 
le nombre des zéros d'une fonction elliptique, Porncaré va plus loin et donne 
une extension analogue à celle qui fait connaitre la somme de ces zéros. 

Des le premier de ces deux théorémes, on voit intervenir occasionnellement 
comme auxiliaires les cas de réduction dont nous avons parlé précédemment. 
Cette premiére intervention n'est toutefois qu’accessoire, pour ainsi dire: l'emploi 
du théoréme de Kronecker ayant montré, comme nous l'avons dit, que le nombre 
des zéros communs est constant, examen d'un cas de réduction où tout se 
raméne aux fonctions elliptiques fournit simplement la valeur de cette constante. 

Mais c'est seulement avec le théoréme sur la somme des zéros que ces fone- 
tions abéliennes réductibles jouent un róle essentiel et, ainsi que les trajectoires 
périodiques de la Mécanique céleste auxquelles on pourrait à la rigueur les com- 
parer, sont pour nous, toutes particuliéres qu'elles soient, le moyen d'atteindre 
toutes les autres fonctions abéliennes. 

POINCARE remarque, en effet, qu'on peut trouver, d'une infinité de manières, 
des fonctions abéliennes réductibles aussi peu différentes qu'on le veut d'une fone- 
tions abélienne quelconque donnée, de méme qu'au voisinage d'une incommen- 
surable donnée, on peut trouver une infinité de nombres commensurables. Il 
suffit dés lors de résoudre le probléme pour les fonctions réductibles, la solution 
s'étendant immédiatement, par voie de continuité aux fonetions abéliennes quel- 
conques, 


Un nouvel emploi des cas de réduction va également permettre d'aborder le 
probléme principal dont nous avons donné tout à l'heure l'énoncé: la recherche 
des conditions moyennnant lesquelles les fonctions théta sont spéciales. 

Ainsi est exploré tout d'abord l'aspect géométrique du problème. Comme 
on pouvait au fond, l'inférer des recherches de Lig, et comme Porxcané le 
démontre d'une facon nouvelle et particulièrement intuitive, la condition néces- 
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siare et suffisanté pour qu'un systéme de fonctions théta soit spécial est que Ja 
variété S dont l'equation s'obtient en égalant l'une d'entre elles à zéro soit de 
translation et cela de deux manières différentes. L'étude de la courbe dont la 
translation produit ainsi la variété S n'est autre que celle de la courbe spéciale 
B dont il a été question plus haut (voir p. 232). On est ainsi conduit à définir 
cette courbe en adjoignant à l'équation de S un systéme d'autres équations ana- 
logues. Mais, quoique les variétés représentées par ces équations soient en nombre 
suffisant pour définir par leur intersection une courbe, elles ne fournissent pas 
uniquement celle que l'on cherche: l’intersection se décompose, et la courbe 
cherchée n'est qu'une des composantes. 

Pour rendre possible l’intelligence complète du mécanisme de cette décom- 
position, POINCARE est obligé de faire intervenir à nouveau les cas de réduction. 
La marche suivie en cette circonstance est celle méme qui est classique en Cal- 
cul infinitésimal: l'étude (au moins l'étude approchée) des cas infiniment voisins 
d'un premier eas donné dans lequel la solution est connue ou peut étre obtenue. 
Ce cas initial est ici un cas de réduction. "Toutefois l'emploi de la méthode est 
ici particuliérement difficile. Si, en effet, la discussion d'un cas singulier tel que 
le cas de réduction est ici la seule prise que nous avons sur le cas général, les 
mémes raisons qui nous la rendent accessible font — et nous retrouverons ce 
fait à propos des équations différentielles — qu'elle nous offre de ce cas général 
une image plus ou moins fortement déformée, où toutes les propriétés ont en 
quelque sorte dégénéré. Aussi ne faut il point s'étonner de ne la voir élucidée 
que par une dissection d'une finesse extréme et d'y trouver les interprétations 
aussi délicates que l'est pour le naturaliste celle d'organes dont les formes 
atrophiées ou régressives sont seules accessibles à l'observation. 


Mais la condition qui caractérise une fonction abélienne spéciale doit s'ex- 
primer, en dernière analyse, par une relation entre les périodes. C’est la partie 
la plus difficile du probléme, celle pour laquelle Porxcan£É ne peut fournir qu'un 
commencement de solution. La méthode précédente donne cependant, sinon la 
forme compléte des premiers membres des relations cherchées entre les périodes, 
du moins les premiers termes de leurs développements. 


* * 


Peut-étre convient-il de s'arréter un instant pour jeter sur ce qui précéde 
un coup d’eil chronologique. La théorie des fonctions fuchsiennes aurait à elle 
seule. suffi pour fonder la gloire de Poincaré. Mais si elle fut d'abord la plus 
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remarquée, d’autres, parmi les découvertes qui remontent 4 la méme époque, ne 
lui cédent nullement en importance et on ne peut enregistrer sans stupéfaction 
la rapidité avec laquelle elles se succédérent à partir de 1879, date de la Thése 
de doctorat de PorvcanÉ. Parmi celles qui apparurent depuis cette date jusqu'en 
1883, nous avons déjà signalé: . 

les fonctions fuchsiennes; 

le théoréme fondamental sur le genre, duquel découle toute la théorie des 
fonctions entiéres; 

l'uniformisation des fonctions analytiques; 

la représentation des fonctions méromorphes de deux variables par quotients 
de fonctions entiéres; 

le théoréme sur les zéros des fonctions théta qui devait donner naissance 
à la nouvelle théorie des fonctions abéliennes; 

l'extension des notions de genre et d'ordre aux formes de degré supérieur, 
et la notion d'invariants arithmétiques. 

Nous avons essayé de donner une idée de l'importance fondamentale de ces 
différentes découvertes. Mais la plus essentielle peut-étre nous reste à mentionner. 
Nous savons, en effet, que la théorie des fonctions, si grande que soit la place 
prise par elle dans les mathématiques contemporaines, n'est en somme qu'un 
moyen. On trouvera naturel, dés lors, que la theorie des courbes définies par les 
équations différentielles, dont nous aurons à parler tout à l'heure, ait eu sur toute 
l’œuvre de Poincaré et sur toute la marche de la science une influence plus 
décisive encore que les recherches méme dont il a été question jusqu'ici. Or, 
dans ses deux premiéres parties, elle remonte à la méme époque; et de cette 
période encore date une courte Note, grosse de toute une révolution dans nos 
conceptions astronomiques. 

En quatre années, dans les domaines les plus divers, dans les directions les 
plus opposées, quelle armée de découvertes primordiales dont chacune aurait suffi 
à consacrer une réputation. Encore n'avons-nous cité que celles — et non peut- 
étre toutes — qui marquent comme un tournant pour une branche de la science. 

Il n’est pas vrai que le temps ne fasse rien à l'affaire, dans la vie d'un 
grand savant. N’oublions pas que celle de PoiNcan£É, sans avoir la tragique 
brièveté de la carrière d'un Garors ou d'un ABEL devait être arrêtée en pleine 
fécondité. 

L’accumulation de ces œuvres mémorables — un seul tome du Bulletin de 
la Société mathématique de France renferme trois de celles que nous venons de 
citer — n'en est d'ailleurs pas la seule caractéristique. Le dieu qui les inspirait 
manifeste son impatience dans leur style méme. Dans nombre d'entre elles, - 
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particuliérement dans ces trois articles du Bulletin de la Société mathématique de 
France — deux ou trois pages lumineuses autant que concises, suffisent au «veni, 
vidi, vici» d'un triomphe de l'esprit humain. 


Il. Les équations différentielles. 


1. Les voies classiques. 


Le centre de la mathématique moderne est, nous l'avons dit, dans la théorie 
des équations différentielles et aux dérivées partielles. 


Il nous faut maintenant montrer POINCARÉ aux prises avec ce double pro- 
bléme et tout d'abord, avec les équations différentielles. 

La place n'est point de celles que l'on puisse emporter de haute lutte; il 
faut lattaquer successivement sur toute sorte de points et se contenter d'avan- 
tages partiels. Essayons d'énumérer les directions à suivre. 

I. On peut se préoccuper de perfectionner (spécialement autour des points 
singuliers) l'étude que nous avons appelée locale des solutions. 

lI. Il faut, d'autre part, savoir découvrir les cas où celles-ci s'expriment à 
l'aide de fonctions connues. C'était à eux que l'on réduisait le probléme aux 
débuts du calcul infinitésimal. Tout déchus qu'ils soient de cette ancienne impor 
tance, il importe de ne pas les laisser échapper lorsque, exceptionnellement, ils 
existent. 

III. A défaut des fonctions déjà existantes, il peut arriver que certaines 
transcendantes nouvelles, douées de propriétés qui en permettent l'étude et le 
caleul, gouvernent, d'autre part, une catégorie étendue d'équations différentielles 
dont elles permettent d'exprimer les intégrales. 

IV. On peut étudier les solutions, supposées analytiques, au point de vue 
de la Théorie des fonctions et chercher les cas oü elles se comportent à ce point 
de vue d'une maniére remarquable. 

V. On peut essayer de substituer, dans le cas général, aux développements 
en séries qui conviennent localement, des développements de forme différente 
valables pour toutes les valeurs de la variable, etc. 

POINCARE suivit avec succes toutes ces voies, en méme temps que nous le 
verrons en frayer d'autres sinon entiérement nouvelles, du moins presque inex- 
plorées avant lui, et plus fecondes que les premières. 


Sa Thése marque surtout un progrés essentiel au premier point de vue qui, 
nous l'avons dit, dominait depuis Caucxy, celui de l'étude locale des solutions. 
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Brior et BOUQUET n'avaient traité qu'une équation unique. Mais ici cette géné- 
ralisation fait apparaitre des résultats de forme toute nouvelle. Dans l'exemple 
de Briot et Bouquet, un seul coefficient influait sur la forme des résultats, et 
la discussion ne reposait que sur le signe de ce coefficient. Celle de Poincaré 
introduit au contraire plusieurs nombres (dépendant, comme le coefficient unique 
de Brior et Bouquet, des termes du premier degré de l'équation) et les condi- 
tions d'inégalité que l'on doit former ne s'expriment aisément que sous forme 
géométrique, en circonscrivant un polygone convexe au systéme des points qui 
ont pour affixes les nombres en question. Le résultat obtenu entraine dés lors 
que, considérées comme fonctions de l'un d'eux, les solutions présentent un espace 
lacunaire (en l'espéce, un polygone rectiligne); c'est l'exemple dont il a déjà été 
parlé plus haut et qui, comme on le voit, ne pouvait étre soupconné tant qu'on 
s'en tenait au cas de Bnror et BOUQUET. 


Une autre question qui, bien qu'appartenant à cette premiére catégorie des 
études locales, souléve de sérieuses difficultés, non encore complétement surmon- 
tées, est le caleul des intégrales irréguliéres des équations linéaires, les seules que 
la méthode de Fucus ne permette pas d'obtenir. Deux sortes de développements, 
trés semblables au premier abord, complétement différents en réalité, peuvent 
étre proposés pour représenter les solutions: les uns sont convergents, mais on 
ne sait pas en trouver les termes;? les autres peuvent étre formés effectivement 
à l'aide des données de la question, mais ils sont divergents en général. 

Poincaré, utilisant une transformation classique die à LAPLACE, montre, 
comme il le fera bientót en Mécanique céleste, que ces développements divergents 
ont une signification: ils font connaitre, jusqu'à tel ordre de petitesse qu'on le 
veut, l'allure de la fonction. De plus, il obtient par la méme voie une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il y ait convergence. 

Sur un point, — la recherche de la limite vers laquelle tend Ja dérivée loga- 
rithmique de la solution — la méthode employée se rapproche beaucoup de celles 


! Poincaré considére plus spécialement, dans ce travail, l'équation aux dérivées partielles 
du premier ordre équivalente au systeme. 

* On connait aujourd'hui, théoriquement parlant, grâce aux Mémoires de M. Herce vow 
Kocm, un moyen de combler cette lacune en calculant les termes dont il s'agit: nous dirons plus 
loin comment ce résultat dérive des travaux de Poincaré lui méme 
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que nous retrouverons plus Join à propos de l'étude, non plus locale, mais géné- 
rale du probléme des équations différentielles; et dans le fait que la question 
dont nous parlons en ce moment n'est «locale» qu'en apparence réside sans doute 
la véritable raison des grandes difficultés de cette question qui mériterait encore 
tant de nouvelles recherches. 


La connaissance des cas oü l'intégration se fait par les fonctions classiques 
a également été notablement étendue par Poincaré. Il en a été ainsi en parti- 
culier en ce qui concerne l'intégration des équation linéaires par les fonctions 
abéliennes. Mais surtout, il s'est attaqué à la question si simple d'énoncé, si 
difficile en réalité, qui se posait aprés les recherches de M. DarBoux et qui con- 
siste à reconnaitre si l'intégrale générale est algébrique. Il a pu, dans plusieurs 
catégories de eas nouveaux, obtenir le résultat essentiel, la limitation du degré. Ici 
encore, une partie de ses résultats est due à l'intervention des fonctions fuchsiennes. 


Si grandes que soient les difficultés de cette question, on ne doit aujourd'hui, 
nous l'avons dit, voir là que le petit cóté du calcul intégral. Au lieu de recher- 
cher — non sans peine, nous venons de le dire, — si un extraordinaire hasard 
ne nous a pas mis en face d'une équation intégrable élémentairement, il est autre- 
ment important de disposer des transcendantes nécessaires pour intégrer les 
équations différentielles telles qu'elles se présentent en fait. 

A ce point de vue, nul géométre n'a remporté de victoire plus glorieuse 
que linventeur des fonctions fuchsiennes, qui permettent d'atteindre toutes les 
équations différentielles linéaires à coefficients algébriques. 


L'étude des solutions analytiques au point de vue dela théorie générale des 
fonctions doit à PorwcaRÉ un travail qui a joué dans les recherches contempo- 
raines un róle primordial, quoique la conclusion en ait été essentiellement néga- 
tive. L’hypothése la plus simple que l'on puisse imaginer en ce qui regarde la 
disposition, inconnue en général, des points singuliers des intégrales d'une 
équation différentielle, celle des équations a points critiques fixes, avait été pour 
la premiere fois considérée par Fucus. Ce savant était parvenu à écrire un 
systéme de conditions moyennant lesquelles les points critiques sont les mémes 
pour toutes les solutions d'une méme équation du premier ordre. Mais il n'y 
avait là que l'amorce d'une réponse à la question ainsi posée; il restait à savoir 
quelles étaient les équations différentielles remplissant ces conditions et si, par 
leurs intégrales, on pouvait étre conduit à des transcendantes nouvelles. PoINCARE, 
pour qui les équations de cette nature se présentaient nécessairement comme 
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généralisation naturelle des équations linéaires qu'il venait d'intégrer, montra 
que toutes se ramenent à des cas déjà étudiés. 

Ceci semblait uniquement terminer, sans laisser apercevoir d'issue nouvelle, 
les recherches de Fucus. 

Il n'en était rien: ce Mémoire, et particulierement la méthode employée par 
PorNcan£, — méthode sur laquelle nous reviendrons un instant plus loin — devaient 
servir de base à toute la théorie analytique des équations différentielles que l'on 
doit à M. ParNLEVÉ. 


Enfin, dans le cas général, il importe tout d'abord, nous l'avons dit, de 
former des développements valables pour toutes les valeurs (au moins réelles) 
de la variable. Aucun résultat de cet ordre n'avait pu étre atteint, et on voit 
quelle transformation essentielle un tel résultat devait opérer dans la question, 
puisque, jusque là, c'était uniquement à propos d'équations trés particulières qu'on 
avait pu aboutir à autre chose qu'à une étude locale. 

Il s'agissait done déjà de faire faire un pas à la théorie dans une voie toute 
nouvelle. 

PornoaRé lui fit franchir ce pas important; il montra qu'il suffit à cet effet 
d'opérer sur la variable indépendante un changement convenable, aprés quoi le 
développement de Taytor lui méme répond à la question. 

Appliquée au probléme des trois corps, cette méthode permet d'obtenir des 
développements valables pour toutes les valeurs du temps, sauf dans un seul 
cas d'exception, celui oü, au cours du mouvement, deux corps viennent à se 
choquer. 

C'est cette derniére lacune, — laquelle restait assez importante, car on ne 
sait pas, a priori, avec des circonstances initiales données, si le choc en question 
peut se produire, et encore moins quand il se produira — que les récents travaux 
de M. SunpMAN sont venus combler. L'idée première de sa belle analyse — à 
savoir, un prolongement analytique de la solution au delà de l'instant du choc, 
— a elle méme, ajoutons le, ses racines dans les Méthodes nouvelles de la Mécani- 
que céleste. 

Mais POINCARÉ n'a entendu donner cette application au probléme des trois 
corps qu'à titre d'exemple. Si utiles que puissent étre les développements dont 
nous venons de parler, il ne les considére nullement comme résolvant le probléme 
général. Tout en élucidant celui ci sous les différents aspects qui précédent, il va 
montrer, en effet, qu'on en avait oublié d'autres plus difficiles encore, mais 
assurément non moins importants. 
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2. La théorie qualitative. 


Le point de vue nouveau que nous allons voir apparaitre est, en réalité, 
commun à toute sorte de questions mathématiques. 

Dans les cas élémentaires, l'expression des inconnues par les symboles usuels 
fournit, en général, aisément à leur égard tous les renseignements que l'on se 
propose d'obtenir. 

C'est ce qui a lieu pour tous les problémes mathématiques suffisamment 
simples. Pour peu que la question se complique, il en est autrement. Dans la 
lecture, si j'ose m'exprimer ainsi, faite par le mathématicien des documents qu'il 
possède, Poincaré met en évidence deux grandes étapes, l'une que l'on peut 
appeler qualitative, l'autre quantitative. 

Ici nous citerons les réflexions méme qu'il enveloppe à cet égard: «... Pour 
»étudier une équation algébrique, on commence par rechercher, à l'aide du théoréme 
»de SruRM, quel est Je nombre des racines réelles: c'est la partie qualitative; puis 
»on caleule la valeur numérique de ces racines, ce qui constitue l'étude quantita- 
»tive de l'équation. De même, pour étudier une courbe algébrique, on commence 
»par construire cette courbe, comme on dit dans les cours de Mathématiques spé- 
»ciales, c’est-à-dire qu'on cherche qu'elles sont les branches de courbes fermées, 
les branches infinies, ete. Apres cette étude qualitative de la courbe, on peut 
»en déterminer exactement un certain nombre de points». 

»C'est naturellement par la partie qualitative qu'on doit aborder la théorie 
»de toute fonction et c'est pourquoi le probléme qui se présente en premier lieu 
»est le suivant: Construire les courbes définies par des équations différentielles. 

»Cette étude qualitative, quand elle sera faite complétement, sera de la plus 
»grande utilité pour le calcul numérique de la fonction. 

»D'ailleurs cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét de 
»premier ordre. Diverses questions fort importantes d'analyse et de mécanique 
»peuvent en effet s'y ramener». 

La plus importante d'entre elles est bien connue, et son exemple se présente 
de lui méme à tout esprit que préoccupent les progrés de l’Astronomie: c'est la 
stabilité du système solaire. Le fait seul que cette question soit essentiellement 
qualitative suffit à montrer la nécessité du point de vue dont il s'agit. 


Ainsi l'étude qualitative de la variation d'une grandeur ou du déplacement 
d'un point est indispensable à la fois en elle-méme et comme précédant presque 


nécessairement l'étude quantitative. 
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Cependant ce point de vue avait été presque complétement délaissé et 
comme ignoré par les prédécesseurs de Poincaré. Quelques remarquables ex- 
ceptions sont à citer: la démonstration du théoréme de LAGRANGE sur la stabilité 
de l'équilibre par DIRICHLET; les travaux de STURM; ceux de LiovviLte. Mais 


méme ceux d'entre eux qui avaient frappé les géomètres, — ce n'est pas le cas 
pour tous, nous le verrons plus loin — étaient resté isolés; l'exemple significatif 


qu'ils donnaient n'avait pas été suivi. 

La faute en est, pour une part, au grand développement de la théorie des 
fonctions analytiques, aux services mémes qu'elle avait rendus, et qui détournaient 
complétement les esprits du domaine réel. 

En abandonnant cet auxiliaire, PoINCARÉ eut à rompre avec une tradition 
vieille d'un quart de siécle et à laquelle l'Analyse devait tous ses progrés durant 
cette période. 

D'autre part, la Science se trouvait du coup complétement désarmée en 
face des hautes difficultés des questions ainsi posées, les premières pour lesquelles 
cette théorie des fonctions analytiques n'apportait aucune solution. 


Comment ces difficultés — ou plutöt certaines d'entre elles, car il reste 
beaucoup à explorer dans cet immense domaine qui n'était hier encore que 
mystère pour nous — furent-elles surmontées par Poixcan£? 

Iei se retrouve une circonstance qui était déjà apparue dans d'autres cha- 
pitres de l'histoire des mathématiques. , 

C'est ainsi que, dans la résolution algébrique des équations, il y eut une 
premiére période ot l'on porta son attention sur la recherche d'une racine déter- 
minée de l'équation proposée. Mais cette théorie ne passa d'un état en quelque 
sorte empirique à l'état de perfection logique où l'amenérent LAGRANGE, RurrNr, 
AnEL, Cavcuv, Garors que lorsque l'on se décida, au contraire, à envisager si- 
multanément toutes les racines cherchées. C'est en examinant les relations qui 
existent entre elles que furent conquis les principes modernes par lesquelles, dans 
cette question, tout s’éclaire, s'explique et se prévoit. 

Dans les premiéres recherches sur les équations différentielles et exception 
faite précisément pour certains des travaux que nous citions il y a un instant, 
on avait généralement étudié une à une les intégrales d'une équation différen- 
tielle donnée queleonque: en examinant chacune d'elles, on avait fait abstraction 
de toutes les autres. 

Les mémoires sur les courbes définies par les équations différentielles vinrent 
montrer que ce point de vue était insuffisant et que les solutions d'un systéme 
d'équations différentielles, comme les racines d'une équation algébrique, devaient, 
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méme en vue de l'intelligence de chacune d'elles, étre envisagées dans leurs rap- 
ports mutuels. 

Ceci fait comprendre tout d'abord l'importance que prend, dans l’œuvre de 
Poincaré, le théorème démontré dans le Mémoire de 1889 sur le problème des 
trois corps et dans les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, relativement à la 
possibilité de développer les solutions d'un systéme différentiel suivant les puissan- 
ces des paramétres qu'il renferme ou qui interviennent dans les données initiales. 

L'un des Mémoires mentionnés précédemment reléve déjà du principe dont 
nous parlons, de la considération simultanée de toutes les intégrales d'une méme 
équation différentielle: c'est celui qui traite des équations du premier ordre à 
points critiques fixes. Si, dans cette question, Porxcan£ put dégager le résultat 
décisif qui vidait le débat et qui avait échappé à Fucus, c'est en considérant 
les valeurs de l’inconnue y comme fonctions, non plus de la variable indépen- 
dante x qui figure avec elle dans l'équation différentielle, mais bien de leurs 
déterminations initiales y, pour une valeur fixe z, donnée à cette variable. La 
solution du probléme est précisément due à ce que, entre y et y, existe une 
correspondance birationnelle. 

Nous verrons plus loin une autre série de découvertes de PoIncARE partir 
du méme principe, je veux parler des recherches relatives à la figure d'équilibre 
du fluide en rotation. Tous les progrés qu'il réalise sur cette question sont dus 
à ce qu'il n'envisage pas une des figures d'équilibre cherchées en elle-méme, mais 
bien dans ses relations avec les figures d'équilibre voisines. 


Poincaré procède dans le méme esprit, pour l'étude des équations diffé- 
rentielles réelles, dés le premier cas auquel il s'attaque. Ce cas est le plus simple 
de tous, celui d'une équation unique du premier ordre et du premier degré, 
dy 
1 


y £ : 
donnant en fonction rationnelle de x et de y. 
dx 


Quelles données posséde-t-on sur les relations qui existent entre les diffe- 
rentes courbes intégrales de la méme équation? Une seule apparait au premier 
abord: le fait que deux quelconques de ces courbes, si elles ne coincident pas, 
ne peuvent se couper, sauf en certains point singuliers. 

Ceci à défaut de toute autre considération, montrait la nécessité de discuter 
à part les points dont il s'agit. C'est encore une question locale, qui, en un 
sens, n'est pas nouvelle (c'est elle que Brior et BOUQUET avaient traitée dans le 
cas des équations différentielles à coefficients analytiques) mais qu'il fallait re- 
prendre, avec quelque difficultés nouvelles, du moment que la distinction entre 
le réel et l'imaginaire s'imposait. 
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Des cette premiere étude, on apergoit combien le nouveau point de vue est 
nécessaire et combien vaines étaient les anciennes recherches, celles qui avaient 
en vue l'intégration formelle: 

Les points singuliers qu'elle fait apparaitre sont, en effet, de quatre espéces: 

1° les noeuds, où viennent se croiser une infinité de courbes définies par 
l'équation différentielle; 

2? les cols, autour desquels les courbes cherchées ont une disposition ana- 
logue à celle des hyperboles xy = const.; 

3° les foyers, autour desquels ces courbes tournent en s'en rapprochant 
sans cesse à la facon d'une spirale logarithmique: 

4^ les centres, autour desquels ces courbes sont fermées et s'enveloppent 
mutuellement en enveloppant le centre à la facon d'ellipses homothétiques et 
concentriques. 

Parmi toutes ces dispositions, quelles sont celles que l'on peut rencontrer 
lorsqu'on peut écrire l'intégrale générale de l'équation? 

Il suffit, pour s'en rendre compte, de considérer l'exemple le plus familier 
que l’on puisse prendre à cet égard. celui des lignes de niveau sur une surface 
topographique quelconque. Il est clair que de telles lignes peuvent être consi- 
dérées comme définies par une équation différentielle du premier ordre, dont 
l'intégrale générale est connue et s'obtient en égalant l'altitude à une constante 
arbitraire. 

Quant aux points singuliers de cette équation, ils ne peuvent étre ici que 
de deux espéces: 

des cols, à savoir les points mémes que la topographie désigne sous ce nom; 

des centres, à savoir les fonds et les sommets du terrain. 

Non seulement ces deux sortes de points singuliers sont les seules qui se 
présentent dans le probléme des lignes de niveau, mais il en est de méme toutes 
les fois que l'équation a une intégrale générale telle que 


F = const'*, 


F étant une fonction holomorphe, ou plus généralement une fonction bien déter- 
minée et partout finie.! Les points singuliers sont ceux où les deux dérivées 
partielles de F s'annulent à la fois: on a ainsi un centre lorsque F est maximum 
ou minimum, un col dans le cas contraire. 


! Un noeud peut exister méme si l'intégrale générale est univoque ( exemple E nst ) 


. . , , " o 
mais alors cette intégrale 7 s'y présente sous la forme , et peut y prendre des valeurs ssi 
> Le 


grandes qu'on le veut. 
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Or si maintenant nous revenons à l'étude directe d'une équation différen- 
tielle quelconque, nous constatons que, des quatre espèces de points singuliers 
énumérés plus haut, trois se rencontrent dans le cas général (elles sont caracté- 
risées par certaines conditions d'inégalité entre les termes de plus bas degré de 
l'équation au voisinage du point singulier): ce sont les nœuds, les cols, et les 
foyers. 

Mais il en est tout autrement des centres, c'est-à-dire des seuls points sin- 
guliers qui, avec les cols, puissent se rencontrer, comme nous l'avons vu, dans 
le cas d'une intégrale générale uniforme et finie. Ces centres sont des points 
singuliers tout exceptionnels. Pour que lun d'eux se présente, il faut qu'une 
infinité d'égalités (auxquelles conduit le caleul du développement en série de la 
fonction F) soient vérifiées. 

C'est ce qui ne saurait avoir lieu pour une équation écrite au hasard, et 
méme si cela était, il serait impossible de s'en assurer par un nombre fini d'opé- 
rations (du moins en l’absence de données particulières sur les propriétés de 
l'équation). 


En dehors des points singuliers, on peut utiliser sans restriction la propriété 
fondamentale rappelée tout d'abord et d'aprés Jaquelle deux courbes intégrales 
dinstinctes ne se croisent pas. 

Ce point de départ, si ténu qu'il soit, donne à lui tout seul la solution du 
probléme difficile qui nous occupe. Il suffit, à cet effet, de l'appliquer, non 
seulement à des courbes, complétement différentes, mais à des ares convenable- 
ment choisis d'une méme courbe intégrale. 


Mais si la méthode employée est, au fond, trés simple, les résultats sont 
tout à fait imprévus et montrent encore que la solution n'était aucunement pré- 
parée par toutes nos connaissances antérieures sur ce sujet. 

Dans le cas des lignes de niveau, toutes les courbes cherchées sont fermées. 

C'est ainsi que l'on serait presque fatalement amené à se figurer les choses 
si l'on voulait s'en faire une idée d’après les cas où l'on sait écrire l'intégrale 
générale. (C’est ainsi, en effet, qu'elles se passent toutes les fois que cette inté- 
grale F est uniforme (ou méme uniforme au point de vue réel, c’est-à-dire bien 
déterminée en tout point réel) et partout finie. Tout au plus, en considérant 
des formes fractionnaires de F, peut-on, comme nous l'avons vu, obtenir des 
courbes intégrales aboutissant à des nœuds. 

Que cette vue elle même soit trop simpliste, à moins de compliquer encore 
notablement l'expression de P, c'est ce que l’on reconnait dés l'exemple des lig- 
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nes de pente. Ici on ne peut déjà plus, en général, obtenir l'intégrale élémen- 
tairement, mais il est évident que les lignes en question partent des sommets 
et aboutissent aux fonds (exception étant faite, toutefois, pour certaines d'entre 
elles, les lignes de faite, qui aboutissent à un col). 

Seulement, il y a, en général, plusieurs fonds et plusieurs sommets, et c'est 
lun ou l’autre des fonds qui sert de point d'arrivée, suivant celle des courbes 
intégrales que l'on envisage: le passage des courbes qui aboutissent à un fond 
déterminé à celles qui aboutissent à un fond voisin se fait par l'intermédiaire 
d'une ligne de faite. 

Des dispositions de cette espéce sont déjà peu usuelles pour les équations 
différentielles dont l'intégrale générale a pu étre écrite élémentairement. 

Mais les résultats obtenus par PorwcanÉ dans le cas général présentent un 
degré de complication de plus. Il existe alors un certain nombre de courbes 
intégrales qui sont des courbes: fermées (des cycles, suivant la terminologie qu'il 
emploie). Toutes les autres, sauf celles qui aboutissent à des points singuliers,' 
s'enroulent asymptotiquement autour de certains de ces cycles, dits cycles limites. 
L’enroulement a d'ailleurs lieu autour de l’un ou de l'autre des cycles limites, 
suivant que la courbe intégrale considérée est située dans l'une ou l'autre de 
certaines régions déterminées. 

Rien de tout cela ne pouvait étre prévu à l'aide des exemples traités anté- 
rieurement. Non seulement ceux-ci donnaient une idée fausse des choses; mais, 
on le voit, il était inévitable qu'il en füt ainsi. 

Nos résultats sont, en effet, plus encore que tout à l'heure, contradictoires 
avec l'existence d'une intégrale générale que l'on puisse écrire avec les procédés 
élémentaires. Ils ne pouvaient, par conséquent, se rencontrer dans les problémes 
que l'on avait résolus avant Poincaré. L’opinion s'était faite, jusque-là sur des 
figures exceptionnelles, dégénérées en quelque sorte, parce que c'étaient les seules 
que l'on avait su tracer. 

Ces résultats si extraordinaires demandaient à étre complétés par la 
recherche effective des cycles limites lorsque l'équation est donnée. C'est une 
question d'une extréme difficulté, méme si l'on entend se borner à une déter- 
mination approximative. 

PorscARÉ triomphe plus ou moins complètement de cette difficulté, suivant 
les cas. Pour des équations de forme convenable*, il détermine exactement le 


! Dans le cas des lignes de pente, ces dernières existaient seules, Cet exemple et autres 
analogues (tela que les lignes de force dv spectre magnétique) étaient done, eux ssi, inca 
pables de faire prévoir la solution générale. 

? Voir Analyse, p. 59. 


246 Jacques Hadamard. 


nombre des cycles limites et obtient certaines régions dans lesquelles chacun 
d’eux doit nécessairement se trouver. 

Il emploie, & cet effet, un second principe qui était déja intervenu dans 
son étude des points singuliers et qui sert de fondement à toutes les autres 
recherches entreprises sur ce genre de questions. 

Analytiquement, il consiste à chercher le sens dans lequel varie une fonction 
convenablement choisie des coordonnées, lorsqu'on se déplace le long d'une courbe 
intégrale. On sait avec quel succés un principe de cette nature fut appliqué, peu 
d'années aprés, par M. LrarovNor, dans son célèbre Mémoire sur la stabilité du 
mouvement. 

Poincaré lapplique, non seulement à une trajectoire déterminée, mais à 
toutes celles qui traversent une courbe donnée. Géométriquement parlant, cela 
revient à considérer en chaque point d'une courbe arbitrairement donnée, le sens 
dans lequel elle est traversée par la courbe intégrale qui passe en ce point. Ce 
sens, qui peut étre déterminé par des opérations élémentaires du moment que 
l'équation différentielle est donnée, ne change qu'en un point oü les deux courbes 
sont tangentes. On comprend dés lors l'importance que prennent, dans la dis- 
cussion, les courbes fermées ou cycles «sans contact» c'est-à-dire qui ne sont 
tangents en aucun de leurs points à une courbe intégrale et le long desquels, 
par conséquent, ce sens ne peut changer. 

La maniére dont varie, le long d'une courbe fermée quelconque, le sens 
dont il s'agit, est d'ailleurs liée à la disposition et à la nature des points singu- 
liers de l'équation par une relation simple qui est d'un grand secours dans les 
discussions dont nous venons de parler, et que Porncar® retrouvera lorsqu'il 
passera aux équations d'ordre supérieur. Les considérations qui la fournissent 
équivalent, au fond, au théoréme de KRONECKER mentionné plus haut et que 
plus tard Poincaré introduira explicitement. 


Les résultats précédents ne subsistent pas pour toutes les équations du pre- 


mier ordre et de degré supérieur au premier en ae mais ils s'étendent cependant 
d'eux-mémes à un grand nombre d'entre elles. 

Ce n'est pas, en effet, le degré qui joue ici un róle essentiel: POINCARE ren- 
contre une notion qui était apparue une premiére fois dans la science avec 
RIEMANN, mais dont les recherches que nous résumons en ce moment devaient 
montrer la véritable signification. C'est la géométrie de situation, la science des 
propriétés géométriques qui ne changent pas quelles que soient les déformations 
subies par une figure, pourvu qu'il n'y intervienne ni déchirure, ni soudure. 


(e — E 
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Tant que l'on se borne au point de vue local, rien ne fait prévoir la né- 
cessité d'une pareille étude. Sinon toutes les figures que les géométres ont pu 
imaginer, du moins toutes celles dont ils se sont servis effectivement soit pour 
les étudier en elles-mémes soit pour représenter des relations analytiques, sont 
identiques entre elles au point de vue de la géométrie de situation lorsqu'on se 
borne à les considérer dans leurs portions suffisamment petites, pourvu qu'elles 
aient simplement le méme nombre de dimensions: par exemple, toute portion 
suffisamment restreinte de surface quelconque peut être remplacée à ce point de 
vue par un petit disque circulaire. 

Aussi cette découverte est-elle de celles qui se firent le plus attendre. La 
théorie des fonctions algébriques, à laquelle elle est indispensable, avait été in- 
lassablement étudiée et perfectionnée avant que la nécessité en fût aperçue: 
cette nécessité avait échappé à CaucHy lui-même. 

Puis, lorsqu'à cette occasion, RrEMANN l'eut mise en évidence d'une maniére 
éclatante, ses successeurs ne virent point que la portée de ce principe n'était 
pas limitée à la circonstance particuliére qui l'avait fait apparaitre. 

Mais, aprés le second exemple fourni par PorNcaRÉ, cette portée est claire- 
ment établie. Elle est indissolublement liée à ce passage du local au général qui 
est la grande préoccupation du Caleul infinitésimal. Dans tout passage de cette 
nature, on peut s'attendre à voir la géométrie de situation jouer son róle. 
dy 
dx 
comme trois coordonnées cartésiennes et considérer la surface définie, dans ces 


Pour l'appliquer au probléme qui nous occupe, on doit regarder x, y, et 


conditions, par l'équation différentielle. Quel que soit le degré de celle-ci, si cette 
surface est de genre zéro, c'est-à-dire a une forme analogue à celle d'une sphère, 
on aura, pour les courbes intégrales, la méme disposition générale que dans 
l'équation du premier degré. 1 

Pour d'autres formes de surfaces les conclusions peuvent étre totalement 
différentes. Lorsque, après l'étude de la sphère, Poincaré entrepend, au méme 
point de vue, celle du tore, il constate que ce second cas peut offrir une foule de 
circonstances nouvelles que le premier ne permettait nullement de prévoir. En- 
core s'en faut-il qu'il arrive toujours à déterminer exactement ce qui se passe. 
Les difficultés, elles aussi, sont nouvelles, et telles qu'il est obligé de se poser 
un certain nombre de questions sans les résoudre. 

Ces questions, qui soulévent des problémes ardus d'arithmétique, sont, de- 
puis, restées sans réponse. 

Avec le cas du second ordre, qui fait l'objet du quatriéme et dernier Mémoire 
de cette série, ce sont déjà les difficultés du cas général qui sont abordées, Les 
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remarques faites dans le cas précédent subsistent, mais ne suffisent plus, a elles 
seules, à résoudre le probléme. 

Celui-ci étant mis sous la forme de la recherche de courbes tracées dans 
lespace ordinaire et vérifiant un systéme de deux équations du premier ordre, 
Poincaré généralise sans difficulté la classification des points singuliers obtenue 
pour une équation du premier ordre unique. 

Il existe encore une relation entre leur distribution et les surfaces fermées 
sans contact, qui sont ici les analogues des cycles sans contact, c'est-à-dire les sur- 
faces qui ne sont tangentes, en aucun de leurs points, à une courbe intégrale. 
Seulement, cette fois, la relation en question ne pourrait être démontrée si Poın- 
CARE ne partait de la formule de KRONECKER. 

C'est surtout dans la théorie actuelle, en effet, que cette formule se présente 
comme l’auxiliaire indiqué et méme indispensable dont l'apparition, à l'heure 
méme où l'œuvre de PoINCARÉ allait naître, semble répondre à une sorte d'har- 
monie préétablie. Deux caractères: la manière dont il dépasse d'emblée le do- 
maine local et, d'autre part, le peu d'hypothéses qu'il implique, font que nul 
autre n'a pu, jusqu'ici, lui étre substitué à ce point de vue. 

PorNcARÉ en a notablement augmenté la puissance par une remarquable 
proposition qui, dans beaucoup de cas, dispense méme du calcul de la formule 
en question. Celle-ci, — si, pour fixer les idées, nous la considérons dans l'espace 
ordinaire — fait, comme on le sait, intervenir un systéme de trois fonctions F, 
G, H et exprime le nombre des zéros communs à ces trois fonctions dans un 
volume déterminé V (ces zéros étant comptés avec des signes convenables) à 
laide des valeurs que les fonctions en question prennent sur la frontiére S de 
ce volume. 

Or, Poincaré trouve une condition trés simple et trés générale moyennant 
laquelle on est certain que le nombre ainsi obtenu ne change pas lorsqu'on rem- 
place le systéme des fonctions F, G, H par un autre analogue quelconque f, g, h. 
Ou bien, en effet, on peut affirmer que le nombre en question restera inaltéré 
dans cette substitution, ou bien il existera sur S, au moins un point ot F, G, H 
seront proportionnels à f, g, h et cela méme avec un facteur de proportionnalité 
de signe connu à l’avance. Cette proposition a été obtenue à nouveau, un peu 
plus tard, sous une autre forme et avec une autre démonstration, par M. Bout, 
à qui elle a fourni toute un nouvelle série de résultats dynamiques. 

Elle s'applique immédiatement aux surfaces fermées sans contact, en prenant 
f, g, h proportionnels aux connus directeurs de la normale à une telle surface S. 
Le nombre trouvé par la formule de Kronecker dépend alors de la courbure 
totale de S. 


L'euvre mathématique de Poincaré. , 249 


Mais cette premiére conclusion se simplifie encore, et tout se raméne à une 
question de géométrie de situation, la courbure totale ainsi introduite dépend 
uniquement du genre de S. Les résultats de ce type devaient donner lieu, on le 
sait, à d'importantes recherches de M. W. Dyck. 


Avec le cas du second ordre apparaissent également les deux notions qui ont 
eu sur l’œuvre de Poincaré, dans le domaine de la Mécanique et, particulière- 
ment, de la Mécanique céleste, Ja plus grande influence. 

L'honneur d'avoir recherché spécialement, entre toutes les solutions des 
équations différentielles du mouvement des planétes, une solution périodique, telle, 
autrement dit, que les différents corps mobiles décrivent des courbes fermées 
(tout au moins par rapport à un systéme d'axes convenablement choisi) — re- 
vient à l'astronome Hırr, qui a donné un premier exemple remarquable à cet 
égard, en ce qui concerne le probléme de trois corps. 

Mais c'est à POINCARÉ qul appartient d'avoir montré dans les solutions 
périodiques un instrument, l'un des plus puissants dont on dispose, pour la 
recherche et l'étude des autres solutions. 

Que les solutions périodiques soient capables de jouer ce róle capital, c'est 
ce que, aprés les réflexions qui précédent, nous pouvons faire comprendre d'un 
mot. Une courbe intégrale fermée déterminée étant supposée connue, POINCARE 
considére toutes les courbes intégrales voisines de celle-là. 

On voit immédiatement qu'une telle question est à cheval sur les deux points 
de vue entre lesquels pivote toute la théorie des équations différentielles; et cela, 
en combinant les avantages de tous deux. Accessible aux mémes procédés qui 
s'appliquent au domaine local, elle est d'emblée cependant en dehors de ce do- 
maine, puisque les nouvelles trajectoires obtenues n'évoluent nullement au voisi- 
nage d'un point unique et sont étudiées sur des parcours aussi étendus que la 
solution périodique primitive elle-méme. 

Ainsi s'explique comment les solutions périodiques «se sont montrées la 
seule brèche par où nous puissions essayer de pénétrer dans une place jusqu'ici 
réputée inabordable».! 

En faisant pour le voisinage d'une solution périodique ce que nous avons 
fait pour le voisinage d'un point unique, e'est la méme marche ascensionnelle 
que nous entreprendrons, mais avec un point de départ plus élevé. 

Cette identité de méthode se vérifie bien lorsqu'on examine le détail des 
opérations. De méme que tout le calcul infinitésimal repose sur la comparaison 


À Pornoaré, Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste 
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approchée des valeurs d’une fonction en un point et aux points infiniment voisins, 
on commencera par étudier, en vue du nouveau probléme, les solutions infini- 
ment voisines d’une solution donnée. 

En: prenant l'écart entre les deux solutions comme un infiniment petit prin- 
cipal et en en négligeant les puissances supérieures à la premiére, on est con- 
duit ainsi, avec POINCARE, à introduire systématiquement les équations linéaires 
qu'il a appellées équations aux variations pendant que, de son côté, M. DARBOUX 
qui en a, lui aussi, découvert l'importance, leur donnait le nom d’équations 
auxiliaires. 

Si la solution prise comme point de départ est périodique, il en est de méme 
.des coefficients des équations aux variations. POINCARE se trouvera ainsi ramené 
quel que soit l'ordre, à des systémes dont les propriétés sont connues et dépen- 
dent essentiellement de certaines constantes qui vont jouer un róle essentiel dans 
ses recherches dynamiques, les exposants caractéristiques. A chacun de ceux-ci 
correspond, pour le systéme, une solution possédant, non pas la périodicité pro- 
prement dite, mais une périodicité relative (périodicité de seconde espéce, au sens 
d'HERMITE) caractérisée par le fait que toutes les valeurs des inconnues sont 
multipliées par un méme facteur constant lorsque la variable angmente d'une 
quantité égale à la période des coefficients. 

Par ces exposants caractéristiques se trouveront ainsi définies les principales 
relations entre une solution périodique et les solutions infiniment voisines. En 
particulier, toutes les propriétés analytiques de l'équation auront leur répercussion 
sur celles de ces exposants. 


Cette étude prépare celle des courbes intégrales suffisamment (et non plus 
infiniment) voisines de la courbe fermée donnée. PorNcaRÉ entreprend cette 
derniére, en ce qui regarde le second ordre, dés le Mémoire dont nous parlons. 
L'analogie que nous avons essayé de faire ressortir tout à l'heure se manifeste 
d'une maniére tout à fait imprévue dans les résultats. La disposition des cour- 
bes nouvelles Z/ autour de la courbe primitive Z rappelle d'une manière frappante 
les formes rencontrées précédemment dans l'étude des équations dw premier ordre 
au voisinage immédiat d'un point singulier. 

Imaginons, en effet, en un point queleonque P de L, un petit élément de 
surface normal a L. Toute courbe intégrale L' suffisamment voisine de L per- 
cera cet élément de surface en un nombre infini ou, en tout cas, trés grand de 
points successifs P'. 

La figure formée par ces points suffit à nous faire connaitre la disposition 
des ares successifs de la seconde courbe intégrale L'. Chacun d'eux nous renseigne 
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en effet, sur l'arc qui le contient, puisque tous ces arcs, de part et d'autre 
de notre surface, cheminent plus ou moins parallélement les uns aux autres et à 
la courbe primitive. 

Si maintenant on joint chacun des points P' au suivant, on aura une ligne, 
variable d’ailleurs avec celle des courbes L' que l'on considère: c'est la disposi- 
tion de ces lignes qui est tout analogue à celle des courbes intégrales d'une équa- 
tion du premier ordre autour d'un point singulier. 

Poincaré met d'ailleurs en évidence Ja raison de ce parallélisme. Elle doit 
étre cherchée dans l'étroite parenté qui existe entre l'étude des équations diffé- 
rentielles et celles, beaucoup moins avancée, des équations aux différences finies. 
Ce n'est pas la première fois que PoINCARÉ éclairait, par le méme rapprochement, 
cette dernière question. Les intégrales irrégulières des équations différen- 
tielles linéaires (voir p. 237) lui avaient fourni une illustration du méme principe, 
dont les travaux ultérieurs devaient montrer la fécondité. 

Conformément à l'analogie dont il vient d'étre parlé, il y a quatre disposi- 
tions principales possibles, correspondant aux quatre espéces de points singuliers 
de l'équation du premier ordre. Les exposants caractéristiques permettent (ainsi 
que le faisaient précédemment les coefficients des termes de plus bas degré autour 
du point singulier) de reconnaitre trois d'entre elles, celles qui correspondent aux 
noeuds, aux foyers, et aux cols. 

Dans chacune de celles ci, la méme analogie nous montre que les points P' 
peuvent aller en se rapprochant indéfiniment de P (puisque, dans chacune 
des trois hypothéses correspondantes relatives à l'équation du premier ordre, 
tout ou partie des courbes intégrales aboutissent au point singulier). On voit 
alors que toute la nouvelle courbe L’ va en se rapprochant indéfiniment de Z, 
du moins si on la suit dans un sens convenable, ainsi que le faisaient tout à 
l'heure les courbes intégrales de l'équation du premier ordre vis à vis des cycles 
limites: c'est une solution asymptotique. 1l peut en étre ainsi quel que soit le choix 
de la courbe ZL’ dans le voisinage de L (ou, ce qui revient au même, celui du 
point P' initial dans le voisinage de P): c'est le cas correspondant à celui d'un 
nœud ou à celui d'un foyer. 

Dans le cas correspondant à celui des cols, au contraire, le point P' doit 
étre choisi d'une facon convenable, à savoir sur l'une ou l'autre de deux courbes 
qui se croisent en P (de sorte que les courbes intégrales asymptotiques à L se 
distribuent sur l'une ou l'autre de deux surfaces passant par L). Une page 
du quatrième Mémoire sur les courbes définies par les équations différentielles 
résout, par une remarquable application du Calcul des limites de Caveny, 
la question, en réalité difficile, du calcul de ces courbes et transforme ainsi la 
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théorie des équations aux différences finies en intégrant une des catégories 
les plus étendues d'équations de cette espéce qu'il ait été possible de traiter 
jusqu'ici. 

Plus tard, lorsqu'il eut à passer au probléme des trois corps, cette méme 
recherche se présenta à lui pour des systémes d'ordre supérieur au second. La 
généralisation, remarquons-le, n'était pas évidente ou, plus exactement, ne l'au- 
rait pas été sans le complément que la These de PoINCARÉ avait préalablement 
apporté à l'étude des systémes différentiels au voisinage des points singuliers. 
Nous savons, en effet, que, dans ce cas, l'introduction de plusieurs inconnues crée 
une difficulté d'un genre nouveau dont on ne savait pas triompher avant le travail 
en question. C'est done grâce à lui qu'il peut démontrer l'existence de ces solu- 
tions asymptotiques qui sont une importante conquéte de la Mécanique analytique. 

Jusqu'au moment dont nous parlons, d'ailleurs, celle-ci n'a pas été envisagée 
d'une maniére spéciale. Les résultats précédents concernent un systéme quelcon- 
que d'équations différentielles. 


3. Les eas des équations de la Dynamique. 


Les propriétés particuliéres des équations de la Dynamique apparaissent 
une premiére fois dés le quatriéme Mémoire sur les courbes définies par une 
équation différentielle, et cela, à propos de la derniére hypothése qui reste à exa- 
miner relativement aux courbes Z/, d’après l'analogie méme qui nous a guidés 
jusqu'ici: c’est celle qui correspondrait, pour l'équation du premier ordre, au 
cas d'un centre. 

La disposition correspondante, pour le probléme actuel, est celle où les points 
P' sont disposés, autour de P, le long d'une ligne fermée, la méme pour chaque 
courbe Z', les diverses lignes formées ainsi obtenues s’emboitant les unes les autres 
autour de P. 

Notre courbe primitive Z sera alors entourée d'une famille de surfaces fer- 
mées tubulaires (analogues aux tores contenant à leur intérieur une circonférence 
de l'espace) telles que chacune d'elles soit un lieu de courbes intégrales. 

Absolument comme lorsqu'il s'agissait d'un centre, une telle disposition 
implique, comme condition nécessaire, l'évanouissement d'une infinité d'expres- 
sions constantes C. 

C'est seulement si toutes ces constantes C sont nulles que les développe- 
ments trigonométriques figurant dans l'équation polaire des courbes lieux du point 
P' — et, par conséquent, dans celle des surfaces tubulaires — pourront étre écrits. 


| 
| 


tent jamais d’affirmer, si loin qu’on les pousse. 
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Or c'est ce que, en l'absence d'autres renseignements, les calculs ne permet- 


Pour les équations de la Dynamique il en est autrement, et l'on sait a priori 
que toutes les constantes C sont nulles. ; 

Pour le démontrer, un nouveau principe intervient, la notion d'invariant 
intégral. Cette fois encore il s'agit, mais sous une nouvelle forme, de la consi- 
dération simultanée des différentes courbes intégrales et des relations qu'elles 
ont entre elles. 


Représentons nous notre systeme d'équations différentielles comme definis- 
sant le mouvement d'une molécule fluide. Au lieu de considérer une seule trajec- 
toire, c'est-à-dire le mouvement d'une molécule unique et déterminée, on consi- 
dérera toutes les molécules qui, à un instant déterminé /, remplissent un volume 
déterminé V de l'espace (plus exactement de l'espace à 2» dimensions, s'il s'agit 
d'un probléme de dynamique dans lequel l'état du systéme à étudier dépende 
de » paramètres). 

Si maintenant on considére les nouvelles positions de ces mémes molécules 
à un instant ultérieur T, celles-ci rempliront un nouveau volume V. 

Or, dans le cas des équations de la Dynamique, quel que soit 7, ce nouveau 
volume est équivalent à lancien. Autrement dit V reste constant lorsque le 
temps varie: c'est, dans la terminologie de PorNcanÉ, un invariant intégral. 

Ainsi qu'il a été reconnu ensuite, cette belle découverte, qui est, au fond, 
une, propriété de la notion de multiplicateur, est déjà ancienne: on doit la faire 
remonter à LIOUVILLE.! 

Mais, lors de sa premiere apparition, elle était passée inaperçue. Un autre 
inventeur génial l'avait méme — tant elle joue un rôle essentiel dans toute recher- 
che profonde de Dynamique — rencontree à son tour sur son chemin: BOLTZMANN 
lavait énoncée (1871), ignorant le résultat de LIOUVILLE comme Porncar® a 
ignoré l'un et l'autre; elle est, depuis cette date, à la base de toutes les théories 
cinétiques.* 

Mais à ce premier invariant intégral, PorNcaré en joindra toute une série 
d'autres dont il indiquera les relations avec le premier. Le «volume», considéré 
tout à l'heure, s'exprime par une intégrale d'ordre 2» étendue à une portion de 
l’espace. POINCARE constate que toute une série d'intégrales de tous les ordres, 


* Journal de Mathématiques t. 3, 1838; p. 348. 

? Le théorème de la stabilité à la Porssox, l'une des applications les plus importantes des 
invariants intégraux, a été également énoncé et démontré par Gisss, mais en 1595 seulement 

Il ne se trouve pas, à notre connaissance, dans les travaux de Bozrzmaxx 
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c'est-à-dire simples, doubles, etc., le volume n'étant que la dernière d'entre elles, 
possédent la méme propriété d'invariance. 

Quoiqu'il se soit jusqu'iei montré le plus fécond, les autres invariants que 
PorwcARÉ a formés et dont il établit qu'ils se déduisent tous les uns des autres 
(en particulier de Vinvariant intégral simple) constituent autant de propriétés 
importantes des équations de Ja Dynamique. 

Dans le Mémoire qui nous occupe actuellement, le volume suffit à trancher 
la question relative aux constantes C ci-dessus mentionnées, c'est-à-dire à mon- 
trer que toutes ces expressions sont nulles. La liaison entre ces deux faits est 
encore die à la notion de surface sans contact: elle résulte de ce que, en pré- 
sence d'un invariant intégral, une surface fermée sans contact ne peut exister. 
Or, comme le prouve PorNCARÉ, on en pourrait tracer autour de la courbe donnée 
si l'une quelconque des constantes C était différente de zéro. 


Avec l'analyse précédente, PorwcARÉ entre de plain-pied dans le domaine 
de la Mécanique céleste. 

Les développements en séries qui peuvent étre écrits gráce aux conditions 
C — o sont, pour ce probléme particulier, ceux par lesquels LINDSTEDT s'est 
proposé de représenter les éléments des orbites planétaires et les conditions dont 
il s’agit ne sont autres que celles qui, dans cette méthode, permettent de faire 
disparaitre les termes séculaires. 

C'est, au fond, dans l'existence des invariants intégraux que réside, par 
conséquent, la véritable raison de la validité (au point de vue formel) de la 
méthode de Linpstept, validité qui est d'ailleurs établie sans les hypothéses 
restrictives que LixpsTEDT lui-même était obligé de faire. 


Les questions qualitatives liées aux calculs précédents sont des questions de 
stabilité tout analogues à celles qui préoccupent les astronomes. 

Poincaré nous a appris à distinguer plusieurs sens du mot «stabilité» et 
nous a montré la fécondité de celui que Porssow avait substitué à l'aeception 
primitive de LAGRANGE. Toutes les fois qu'il existe, dans le voisinage de L, un 
système de surfaces fermées sans contact, les courbes L' ne pourront jouir de la 
stabilité à la Poisson, c'est-à-dire qu'elles ne repasseront pas dans le voisinage 
immédiat de leur point de départ. C'est, nous l'avons vu, ce qui arriverait si 
l'une des constantes C était différente de zéro. 

L'instabilité (toujours au sens de Poisson) est également la règle pour les 
courbes L' asymptotiques à L, telles qu'elles se présentent dans les trois premi- 


éres hypothéses examinées précédemment. 
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Au contraire, dans l'hypothése actuelle — et du moment que toutes les con- 
stantes C sont nulles — la stabilité devient possible. 

Des conclusions analogues s'appliquent à la stabilité de la trajectoire primi- 
tive Z elle méme. Mais le sens que l’on doit adopter alors (et que PorxcAR£ adoptera 
également en Mécanique céleste, lorsqu'il étudiera, au point de vue de la stabilité, 
les solutions périodiques) est encore différent des deux premiers. C'est celui qui 
avait déjà été considéré dans plusieurs cas importants par les auteurs anglais, mais 
qui n'a été précisé d'une maniére compléte et générale que quelques années aprés, 
par M. LrarovNor, dans le Mémoire déjà cité sur la stabilité du mouvement où le 
géométre russe a repris, pour les systémes dépendant d'un nombre quelconque 
de variables, les questions mêmes dont nous parlons en ce moment. Au lieu que 
la stabilité à la LAGRANGE ou à la Poisson est une propriété intrinsèque d'une 
solution déterminée, la stabilité à la Lrarounor, seule analogue d'ailleurs à la 
notion d'équilibre stable, concerne l'écart entre cette solution et les solutions 
voisines. 


Mais, en raison méme de la signification astronomique de ses résultats, 
PorNcaRÉ se trouve du méme coup aux prises avec les difficultés fondamentales 
de la Mécanique céleste, et particuliérement avec la plus classique d'entre elles, 
celle des «petits diviseurs». Dans le cas du premier ordre, le fait, supposé établi, 
de l'évanouissement des constantes C aurait suffi pour mettre en évidence d'une 
manière certaine l'existence d'un centre: car Poincaré démontre la convergence 
du développement en série que l'on peut écrire dans ces conditions. Il n'en est 
plus de méme cette fois. Nos calculs nous permettent d'écrire le développement; 
mais les petits diviseurs interviennent: ce développement peut n'étre et n'est en 
général, que formel, de sorte que l'existence des surfaces tubulaires n'est nulle- 
ment démontrée. 


Par l'examen de ces difficultés, les Mémoires sur les courbes définies yar les 
équations différentielles inaugurent l'immense œuvre dynamique et astronomique 


de POINCARE. 


* * 
* 


Cette œuvre se poursuit dans l'ouvrage qui devait être pour la jeune gloire 
de son auteur une consécration mondiale. C'est avec le Mémoire Sur le problème 
des trois corps et les équations de la Dynamique que PorxcaRÉ remporta le prix 
dans le grand concours international ouvert à Stockholm en 1880, entre les 
Mathématiciens du monde entier. 


! Toute solution périodique est, par définition, stable au sens de Lacrance ou de Poıssos 
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Le grand traité intitulé: les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste pro- 
longe à son tour les deux Mémoires précédents: c'est dans ces trois ouvrages, 
et aussi dans une série d'articles insérés au Bulletin Astronomique, que se déve- 
loppent les idées de Poincare sur le probléme des » corps. 

Il sera parlé ici méme de ces problémes au point de vue astronomique avec 
plus de compétence que nous ne pourrions le faire. Au point de vue analytique, 
— que nous ne saurions méme épuiser tant il offre d’aspects divers dans les 
Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, — l’œuvre dont il s'agit est double: 
elle présente un cóté positif et un cóté négatif. Ce dernier, comme il résulte de 
ce qui vient d'étre dit en dernier lieu, se dessina, lui aussi, dés les mémoires Sur 
les courbes définies par les équations différentielles. Il était méme apparu aupara- 
vant, car les résultats dont nous allons avoir à parler sur ce point ne sont que 
l'application de la note à laquelle nous avons fait allusion plus haut (p. 235). 


Examinons done comment, tant dans ces deux travaux que dans ceux qui 
les suivirent, PorxcARÉ limite la portée des méthodes qui avaient été appliquées 
avant lui. 

L'intégration, au sens élémentaire du mot, avait, depuis longtemps, été 
abandonnée. Pourait-on songer à faire des progrés dans ce sens, c'est-à-dire à 
chercher de nouvelles intégrales? Pour les équations de la Mécanique céleste, le 
nombre des intégrales connues est de dix. En peut-il, en général, exister d'autres 
exprimables par les moyens classiques de l'Analyse? Il était vraisemblable 
que non. 

La preuve rigoureuse d'impossibilités de cette nature est une catégorie de 
questions dont la difficulté a, de tout temps, éveillé l'intérét des geometres vrai- 
ment supérieurs. La démonstration de l'incommensurabilité entre le cóté d'un 
carré et sa diagonale, dans l'antiquité, celles de l'impossibilité de la quadrature 
du cercle et de la non-résolubilité des équations algébriques au delà du quatriéme 
degré, dans les temps modernes, comptent à juste titre, parmi les plus belles 
conquétes des mathématiques. 

En ce qui concerne les intégrales des équations de la Mécanique céleste, 
une démonstration de l'espéce en question avait été partiellement fournie par 
Bruns; mais c'est à Poincaré qu'il fut donné de la compléter et d'établir en 
toute rigueur l'inexistence non seulement d'intégrales algébriques, mais plus géné- 
ralement, d'intégrales uniformes autres que les intégrales classiques. 

Le résultat ainsi obtenu n'intéresse pas moins l'analyste pur que l'astronome. 
Sa portée n'est pas limitée au systéme différentiel particulier qui fait l'objet de 
la mécanique céleste. La méme méthode qui l'a fourni, permet de discuter le 
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nombre des intégrales uniformes des problémes de la mécanique classique, et, 
lorsque ce nombre est insuffisant pour l'intégration, de trouver les seuls cas oü 
il puisse s’accroitre. Cette méthode est done nécessairement à la base de toutes 
les recherches ultérieures sur ces sujets. 

Elle ne doit pas moins attirer l'attention par les principes qu'elle fait inter- 
venir. Elle a conduit Poincaré à étudier le développement de la fonction per- 
turbatrice sous un jour nouveau, en en considérant, non plus seulement les pre- 
miers termes qu'ils ont pu former explicitement, mais au contraire les termes 
d'ordres trés élevés. Dans cette étude, Porwcan£ utilise non seulement les résul- 
tats de la théorie des fonctions dus à ses prédécesseurs et particuliérement à M. 
Dargoux, mais leur généralisation aux fonctions de plusieurs variables, telle que 
la lui ont fournie ses recherches sur les résidus et les périodes des intégrales 
doubles. La Théorie des fonctions est ainsi appliquée d'une facon toute nouvelle 
à celle des équations différentielles. 

Ces recherches fournissent, entre les coefficients successifs du développement, 
une infinité de relations qui montrent que, considérés comme fonctions des élé- 
ments des orbites, ils se réduisent à un nombre fini de transcendantes. 

Un nouveau chapitre de la Mécanique céleste a été ainsi ouvert et a donné 
lieu, depuis, aux travaux de plusieurs de nos jeunes géométres et astronomes, 


Mais l'impossibilité d'intégrer sous forme élémentaire se dégage également, 
à un autre point de vue, des résultats qualitatifs. 

Dés l'équation du premier ordre, et à propos du cas le plus simple, celui 
de la sphére, nous avons vu que, par leur aspect méme, les formes des courbes 
intégrales ne sont pas de celles qu'on aurait pu obtenir à l'aide des moyens classiques. 

Des faits du méme ordre se passent dans le cas général de la Mécanique 
céleste, dès que le nombre des corps en présence est supérieur à 2. L'existence 
méme des solutions asymptotiques est déjà du nombre. Mais plus topique encore 
est l'exemple des solutions doublement asymptotiques, dont la mise en évidence a 
été l’une des grandes difficultés qu’ait surmontées PorNcARÉ sur ce sujet. 

Soit une solution périodique L instable: elle admettra des solutions L/ asymp- 
totiques pour =», et aussi des solutions Z" asymptotiques pour £— — «. Les 
premiéres engendreront une surface S' passant par L, les secondes, une surface 
analogue S". 


Peut-il exister des solutions qui soient à la fois des courbes L/ et des cour- 
bes L", c'est-à-dire qui aprés avoir été, pour t= — c, infiniment voisines de L, 
s'en écartent d'une quantité quelconque pour s'en rapprocher ensuite indéfini- 


ment pour t= + o ? 
Acta mathematica. 38. Imprimé le 30 août 1014 aj 
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Cela revient à se demander si les surfaces S’ et S" se coupent ailleurs que 
suivant L. Cette question est une des plus difficiles que PoINCARÉ ait abordées. 
Ce sont les invariants intégraux qui, dans une hypothèse particulière (telle que 
les surfaces en question passent trés prés l'une de l'autre) lui ont permis d'y répon- 
dre. Eux seuls pouvaient évidemment remplir ce róle, puisque (en l'absence d'inté- 
grales connues) eux seuls renseignent sur ce que deviennent les trajectoires au 
bout de trés longs intervalles de temps. Non seulement leur considération mon- 
tre que les surfaces S’ et S" se coupent, de sorte qu'il existe des solutions dou- 
blement asymptotiques, mais ces surfaces se coupent une infinité de fois, et la 
disposition des courbes d'intersection est extrémement compliquée. En effet, 
sur une surface asymptotique quelconque, entre deux solutions doublement 
asymptotiques quelconques, il y en a une infinité d'autres. 

On comprendra mieux encore ce que ce résultat a de singulier si l'on ré- 
fléchit que, au contraire, une surface S' ou une surface S" ne peut jamais se 
couper elle-méme. 

Avec POINCARE, substituons aux deux surfaces en question les courbes ob- 
tenues en coupant par un plan. «Que lon cherche à se représenter la figure 
formée par ces deux courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune 
correspond à une solution doublement asymptotique, ces intersections forment 
une sorte de treillis, de tissu, de réseau à mailles infiniment serrées; chacune de 
ces courbes ne doit jamais se recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur 
elle-méme d'une maniére trés complexe pour venir recouper une infinité de fois 
toutes les mailles du réseau». 

«On sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne cherche méme 
pas à tracer. Rien n'est plus propre à nous donner une idée de la complexité 
du probléme des trois corps et en général de tous les problémes de Dynamique 
où il n'y a pas d'intégrale uniforme! . . . . .» 

D'autres conséquences du méme ordre découlent des mêmes prémisses. 

Au lieu d'une seule solution doublement asymptotique à L, considérons en 
plusieurs, L,, L,,...: toutes ces courbes seront, pour t= — situées sur IS" et, 
pour {= + o, sur S’. 

Mais il résulte des faits établis par PoirNcARÉ que l'ordre dans lequel elles 
se succèdent sur S’ est sans rapport avee celui dans lequel elles se succédaient 
sur S". Si de deux solutions la premiere est plus voisine que la seconde de la so- 
lution périodique pour / — — o, il pourra arriver que pour t= + c, la premiere 
soit plus éloignée que la seconde de la solution périodique, mais il pourra arriver 
aussi que ce soit le contraire. 





* Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. III, p. 389. 
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«Cette remarque est encore de nature à nous faire comprendre toute la com- 
plication du probléme des trois corps et combien les transcendantes qu'il faudrait 
imaginer pour le résoudre diffèrent de toutes celles que nous connaissons.»' 


La voie de l'intégration proprement dite étant ainsi fermée, la Mécanique 
céleste procède par approximations successives. La tâche qui s'offre à Porncarh 
est de discuter la valeur des méthodes imaginées dans ce but.® 

On savait que, gráce surtout aux petits diviseurs, la convergence de toutes 


ces méthodes est trés douteuse. Il se trouve cependant, — PorNcaRÉ montrera 
par quel mécanisme — qu'elles suffisent, en général, aux caleuls numériques 
usuels. 


Mais ceux ci ne sont pas seuls en jeu. «Il ne s'agit pas seulement de cal- 
euler les éphémérides des astres, quelques années d'avance, pour les besoins de 
la navigation ou pour que les astronomes puissent retrouver les petites planétes 
déjà connues. Le but final de la Mécanique céleste est plus élevé: il s'agit de 
résoudre cette importante question: la loi de NEwrow peut-elle expliquer à elle 
toute seule tous les phénoménes astronomiques? Le seul moyen d'y parvenir est 
de faire des observations, aussi précises que possible, de les prolonger pendant 
de longues années ou méme de longs siécles et de les comparer ensuite aux ré- 
sultats du calcul. Il est done inutile de demander au calcul plus de précision 
qu'aux observations, mais on ne doit point non plus lui en demander moins. 
Aussi l'approximation dont nous pouvons nous contenter aujourd'hui devien- 
dra-t-elle un jour insuffisante.»* 

Or, non seulement les séries classiques ne pouvaient nous assurer cette 
exactitude de plus en plus grande; mais, en raison de leur forme méme, on ne 
pouvait leur demander de conduire à coup sür à de bons résultats pour une 
période par trop longue. 

A plus forte raison ne pouvaient-elle nous renseigner sur la question de la 
stabilité, laquelle fait intervenir l'indéfinie durée des siècles. 

Aussi, au XIX* siécle, des développements en séries de forme nouvelle ont- 
ils été proposés pour exprimer les éléments des orbites planétaires. 


4 Loc: cit. p. 391. 


? Leur nombre et la variété (au moins apparente) de leurs principes vient en quelque 
sorte, dans l'état actuel de la Science, ajouter un obstacle nouveau à toutes les difficultés qui 
entourent l'étude de la Mécanique céleste. 

On doit à PorxcanÉ d'avoir montré (voir en particulier t. 14, 15 du Bulletin Astronomique 
comment on peut passer des unes aux autres en changeant le groupement des termes, 

* Poixcan£, Revue Générale des Sciences, tome II, 1891, p. 1—2. 
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Ils ont pour but de diriger le caleul de maniére à ne jamais introduire que 
dés termes périodiques. 

Une première difficulté de la question (celle qui provient des termes «sécu- 
laires»), est ainsi évitée. Mais celle des petits diviseurs subsiste; et, par consé- 
quent une question préjudicielle se pose: les séries ainsi obtenues — celles de 
LiNDpsTEDT, par exemple, — convergent-elles? 

Jusqu'à PorwcaRÉ, il paraissait de toute évidence qu'une réponse à cette 
question, dans le sens de l'affirmative, démontrait la stabilité. On était méme 
tenté de présumer celle-ci par l'existence seule de séries telles que celles de 
LINDSTEDT. 

En d'autres termes, si, grâce aux «petits diviseurs», les développements en 
séries formés pour rendre compte des mouvements des corps célestes sont diver- 
gents, on était porté à admettre qu'ils peuvent cependant fournir sur certaines 
propriétés des solutions — particuliérement sur les propriétés qualitatives — les 
indieations qu'on se serait cru autorisé à en déduire en toute rigueur en cas de 
convergence. 

Poincaré va décider ces questions en sens tout contraire. Non seulement 
les séries de LINDSTEDT sont, en général, divergentes; mais il y a plus — et cette 
paradoxale découverte, qui a bouleversé les conceptions des astronomes, remonte 
aux premiéres années de son labeur —, la convergence méme de séries de cette 
nature ne permettrait pas, à elle seule, d'affirmer la conclusion demandée, celle 
à laquelle on serait conduit en se fiant au calcul formel. 

PorxcARÉ montrera par des exemples que cette conclusion peut être fausse. 
Cette démonstration est donnée sur le cas du second ordre, où les représentations 
géométriques sont plus simples. Ici, toutefois, ce ne sont pas elles qui jouent 
le róle important, et le point de vue purement analytique reprend ses droits. 

Une Note, contemporaine, nous l'avons dit, des premiers travaux de Porw- 
CARÉ, contient les principes essentiels de la solution. Les développements ha- 
bituellement considérés en Mécanique céleste sont, on le sait, des séries trigono- 
métriques : 


£X[A, cos (ent) + A’, sin (@nt)] 


mais bien différentes des séries de FOURIER en ce que les arguments des sinus 
et cosinus s'obtiennent en multipliant la variable indépendante (autrement dit, 
le temps) par des coefficients «, qui ne croissent pas nécessairement à l'infini et 
qui peuvent méme tendre vers zéro. 

C'est la théorie mathématique de ces séries qui a été fondée par PoINcARE 
en quelques pages des Comptes rendus de l’Académie des Sciences, puis du Bulletin 
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Astronomique. Les résultats en offrent, pour le moins, autant de singularités que 
ceux qui sont relatifs aux séries de FOURIER; mais certaines propriétés essen- 
tielles de ces derniéres trouvent, moyennant modification convenable, leur géné- 
ralisation. La plus importante est l'expression des coefficients A,, A’, par des 
intégrales définies: seulement celles-ci, étant donnée que les séries dont il s'agit 
ne sont plus périodiques, doivent être étendues, non plus à un intervalle fixe, 
mais à un intervalle indéfiniment croissant. 

C'est cette expression qui permet à Poincaré de mettre en évidence d'une 
maniére irréfutable l'erreur que l'on commet en voyant dans la convergence 
d'une série trigonométrique de cette espéce pour toutes les valeurs de la variables 
une preuve du fait que la somme de cette série reste finie méme lorsque cette 
variable augmente indéfiniment. L'expression en question montre en effet que la 
somme de la série ne peut rester finie si les coefficients A, A’ eux-mêmes ne sont 
pas tous inférieurs en valeur absolue à une méme limite fixe. 

Or l'hypothèse que les coefficients A, ou certains d'entre eux, aillent en 
augmentant indéfiniment n'est nullement incompatible avec la convergence de la 
série, du moment que les coefficients « correspondants peuvent tendre vers zéro. 
Il en est ainsi méme dans le cas de la convergence absolue, celui où surtout on 
pouvait étre porté à croire le contraire, par analogie avec les autres types de 
séries connus. 

A cet égard, les deux séries partielles formées, l'une par les termes cosinus, 
lautre par les termes sinus, se comportent trés différemment. La premiére 


ZA, cos (ant) 


ne saurait évidemment converger absolument pour / — o sans converger unifor- 
mément pour toutes les valeurs réelles de ¢ (la série des coefficients A étant ab- 
solument convergente) et représenter une fonction bornée. 

Il en est autrement pour la série partielle des sinus 


X A', sin (ant). 


Tout ce qu'on en peut dire, c’est que, si elle converge absolument dans un 
intervalle, si petit qu'il soit, autour de l'origine elle est absolument convergente 
pour toute valeur réelle de t: — théorème qui s'étend dès lors aisément à la série 
totale et au cas où l'intervalle où la convergence est donnée ne comprend pas 
l’origine —; mais cette convergence, si elle est absolue, n'est pas nécessairement 


uniforme et des exemples tels que celui de la série X 2” sin | | montrent qu'elle 
be 


peut avoir lieu avec des coefficients indéfiniment croissants. 
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Les principes ainsi établis ne servent pas seulement à discuter les questions 
de stabilité dont nous parlons en ce moment. Combinés avec ceux que PoINCARÉ 
indique d'un mot à une autre occasion,! ils ont donné naissance à toute la théorie 
des fonctions quasi-périodiques que l'on doit à MM. Bonn et EscLanGon et 
qui est destinée à prendre une place importante en Mécanique céleste. 

Si maintenant on applique ces principes aux trajectoires L, L' considérées 
plus haut, et aux séries correspondantes qui, nous lavons dit, ne sont autre 
chose que des séries de LINDSTEDT, on voit que non seulement ces développe- 
ments en séries ne suffisent pas à démontrer l'existence des surfaces tubulaires, 
mais qu'en fait ces surfaces en question n'existent pas toujours et que plusieurs 
dispositions trés différentes, tant stables qu'instables, sont possibles. 

On voit alors «à quel point les difficultés que l'on rencontre en mécanique 
céleste, par suite des petits diviseurs et de la quasi-commensurabilité des 
moyens mouvements, tiennent à la nature méme des choses et ne peuvent étre 
tournées. 1l est extrémement probable qu'on les retrouvera, quelle que soit la 
méthode que l'on emploie». 

Ajoutons que si l'on passe au probléme des 7» corps lui-même, la diver- 
gence des séries de LiNpsrEDT, du moins en général, — car la convergence reste 
encore, à la rigueur, possible. quoique trés improbable, pour des valeurs parti- 
culiéres des constantes d'intégration — ressortira, elle aussi, des propriétés des 
solutions et, en particulier, de celles des exposants caractéristiques. 


Sur cette question, d'ailleurs, les conclusions de PoINcARE ne furent pas 
purement négatives. S'il constate la divergence des séries en question, c'est lui 
qui a montré — à l'aide de principes déjà acquis par ses recherches sur les in- 
tégrales irréguliéres des équations linéaires et qui ont recu une portée nouvelle 
par les travaux ultérieurs de M. BoREL — pourquoi elles peuvent étre néan- 
moins utiles et dans quelles conditions on pouvait en faire un usage légitime: 
pourquoi, autrement dit, tout en étant incapables de fournir une approximation 
indéfinie, méme si on les poursuivait indéfiniment, elles permettent néanmoins, 
les masses perturbatrices étant petites, de pousser cette approximation jusqu'à 
un certain point, heureusement suffisant en pratique. 

En méme temps que PorwcaAnÉ est amené à faire les réserves que nous ve- 
nons d'indiquer sur la puissance des principaux moyens d'action employés avant 
lui, nous avons déjà vu qu'il en apporte, à son tour, de nouveaux. 
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Les invariants intégraux viennent rendre des services sinon égaux, du moins 
analogues à ceux qu'auraient pu fournir ces intégrales uniformes à la poursuite 
desquelles la mécanique céleste doit renoncer. Comme elles, ils représentent des 
quantités qui restent constantes pendant tout Je cours du mouvement, seule pro- 
priété qui permette d'établir des relations directes entre des phases éloignées de 
celui-ci. 

Quant aux solutions périodiques et aux solutions asymptotiques qui en 
dérivent, nous avons dit qu'elles servent, non seulement en elles-mémes, mais 
comme intermédiaires permettant d'arriver aux autres solutions. 

C'est sous ce jour que les solutions périodiques apparaissent déjà dans les 
recherches dont nous avons précédemment parlé. Mais leur puissance, à cet égard, 
va surtout se manifester avec les méthodes méme par lesquelles POINCARÉ dé- 
montre leur existence. 

Nul sujet n'a retenu davantage son attention. On peut dire qu'il s'en est 
préoccupé toute sa vie. Le premier travail qu'il y consacra date, en effet, de 
1883; et l'ombre de la mort planait déjà sur lui lorsqu'il écrivit le dernier,! en 
l'ouvrant par les nobles et mélancoliques paroles, véritable testament scientifique, 
que nul d'entre nous n'a oubliées. 

Pour la formation des solutions périodiques, le Mémoire de 1883 emploie le 
théorème de Kronecker. Celui-ci se présente, en l'espéce, comme la généralisation 
naturelle au cas des systémes d'équations à plusieurs inconnues (probléme auquel 
peut se ramener en derniére analyse la détermination des solutions périodiques 
dont il s'agit) de la méthode la plus élémentaire qui existe pour déceler les ra- 
cines d'une équation unique, celle qui est fondée sur les changements de signe 
du premier membre. 

Une autre méthode classique qui permet évidemment, elle aussi, de montrer 
l'existence des solutions des systémes d'équations peut étre considérée comme une 
généralisation du théorème de Route: elle consiste à utiliser l'existence du maxi- 
mum ou du minimum d'une fonction convenablement choisie des inconnues. On 
aura ainsi assurément une solution des équations obtenues en égalant à zéro les 
dérivées partielles de cette fonction. Poincaré ne l'emploie pas seulement sous 
cette forme, mais sous celle, sur laquelle nous reviendrons plus loin, du caleul 
des Variations. 

Ces différents procédés sont combinés entre eux, et surtout, comme nous 
allons le voir, avec les résultats que donne la théorie des fonctions implicites, en 


* Rendic. del Cire. Mat. di Palermo, t. XXXIII (1er semestre 1912) pp. 375 — 
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vue de l'étude plus particuliére du probléme des trois corps et des équations de 
la Mécanique céleste. 

Au point de vue analytique, le systéme planétaire se présente comme un 
système dynamique dépendant d'un paramètre # (masse perturbatrice ou facteur 
proportionnel aux masses pertubatrices) auquel on ne donne que de trés petites 
valeurs. Pour «=o, l'intégrale générale est connue: tous les points matériels 
qui composent le systéme décrivent des ellipses suivant la loi de KEPLER. 

Lorsqu'un systéme d'équations (en termes finis) à un nombre égal d'incon- 
nues dépend d'un paramétre et que son jacobien n'est pas nul, le théoréme 
classique relatif aux fonctions implicites montre l'existence d'une solution pour 
les petites valeurs de ce paramétre dés que la solution existe pour la valeur zéro. 

PoINCARÉ a parfois l’occasion d'appliquer ce principe sous la forme que nous 
venons de rappeler; — et le théoréme précédemment cité (page 242) sur la dé- 
pendanee des intégrales des équations différentielles par rapport aux données 
initiales e& aux paramétres lui permet méme d'affirmer l'analyticité des solutions. 
Mais, en général, dans le type de problémes qu'il traite, les choses se passent de 
manière un peu plus compliquée. Les équations relatives à u — o, c'est-à-dire 
celles qu'on obtient quand on ne tient pas compte des perturbations, admettent 
une infinité de solutions périodiques, à savoir toutes celles dans lesquelles les 
moyens mouvements sont tous commensurables entre eux. Mais c'est précisément 
cette infinité, — d'une maniére plus précise, l'infinité continue de solutions qui 
correspondent à un seul et méme systéme de valeurs des moyens mouvements 
— qui fait ici la difficulté: car elle entraine cette conséquence que le jacobien 
est nul. 

Le théoréme classique ne suffit done plus, et une étude plus approfondie 
des fonctions implicites dont il s'agit doit étre entreprise. Géométriquement par- 
lant, si, aux coordonnées initiales qui définissent la solution cherchée, on joint la 
valeur de « pour définir ainsi un point de l’hyperespace, les équations qui ex- 
priment que la solution est périodique définissent, dans cet hyperespace, une 
variété dont certaines parties continues sont situées sur le domaine # —o. On 
ne pourra avoir une série continue de solutions de ces équations correspondant 
à w variable et dépendant analytiquement de « que lorsque l'on aura une courbe 
de lhyperespaee appartenant à la variété en question et coupant le domaine 
1 — 0, d'où résultera un point multiple de cette variété. 

PoINCARÉ, en usant des deux moyens d'actions indiqués plus haut et en 
reliant entre eux par des lemmes remarquables qui permettent d'établir l'exi- 
stence de fonctions implicites dans des cas étendus oü le jacobien est nul, établit 
l'existence de tels points multiples: à partir de l’un d'entre eux, la méthode 
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classique devient applicable moyennant des modifications convenables et fournit 
une série de mouvements périodiques dont les éléments représentatifs sont déve- 
loppables suivant les puissances entières ou fractionnaires de u. 

Mais la méthode devait devenir plus souple et plus générale, gráce aux 
recherches que POINCARÉ développait vers le méme temps (1889) sur la figure 
des planétes et dont il sera question plus loin. Là, on a à résoudre, et dans des 
conditions beaucoup plus diffieiles encore, puisqu'il s'agit d'une infinité de va- 
riables, des questions de méme nature. Les principales notions qu'il va introduire 
à cette occasion, celles de forme de bifurcation et de coefficients de stabilité, trou- 
vent ici leurs analogues. Les formes de bifurcation correspondent aux points 
doubles de notre variété et, constituent par conséquent les éléments essentiels 
qui permettent de la construire; les coefficients de stabilité ne sont ici autres 
que les carrés des exposants carectéristiques, effectivement liés à la stabilité (à 
la Liapounor) d'une solution périodique quelconque. 

Comme dans la théorie de la figure des planétes, il y a une sorte d'échange 
des stabilités chaque fois qu'on passe par une forme de bifurcation. Un fait du 
méme ordre se produit d'ailleurs dans le cas qui s'oppose à un certain point de 
vue à celui de la bifurcation, celui où, au cours de la variation de u, il y a di- 
sparition de solutions périodiques. Cette disparition se fait par couples comme 
celle des racines réelles des équations algébriques et les solutions qui disparaissent 
ensemble sont de stabilités différentes. 

Mais, sur un arc de courbe tracé dans notre hyperespace et le long duquel 
u varie constamment dans le méme sens, le théorème de l'échange des stabilités 
admet au contraire une réciproque: il ne peut y avoir changement dans les sta- 
bilités autrement qu'en passant par les bifurcations. On a ainsi un nouveau 
moyen efficace de mettre en évidence celles-ci et un nouvel exemple des services 
que peut rendre l'introduction des exposants caractéristiques. 


Ainsi élargie, la méthode se généralise d'elle méme et suffit à faire appa- 
raitre des résultats d'une complieation inattendue, lorsqu'on passe à ce que 
Poincaré appelle les solutions périodiques du second genre. 

Il donne ce nom à celles qui sont voisines d'une solution périodique déter- 
minée de période T et qui sont également périodiques, mais dont la périodicité 
ne se retrouve qu'après k révolutions, de sorte que leur période est voisine non 
de 7, mais de kT. Leurs points représentatifs, dans notre hyperespace, engend- 
reront une variété analogue à la précédente, laquelle en fera d'ailleurs évidem- 
ment partie. Mais il y aura en outre, des branches nouvelles et, par conséquent, 
des points multiples nouveaux, intersections de ces branches nouvelles avec les 
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anciennes; et nous trouverons ainsi de nouvelles séries de solutions périodiques, 
greffées, en quelque sorte, sur les premières. 

L'emploi des exposants caractéristiques montre bien, en effet, la condition 
qui caractérise les nouveaux points doubles comme plus large que celle qui carac- 
térisait les anciens. 

Reste, il est vrai, à s'assurer, méme lorsque cette condition est remplie, si 
les nouvelles branches de courbes dont elle fait prévoir l'existence sont réelles. 
Ce sont les invariants intégraux qui permettent de triompher de cette difficulté 
en la ramenant à l'étude des maxima et minima d'une certaine fonction, étroite- 
ment liée d'ailleurs au principe de la moindre action. Un lemme (analogue à ceux 
dont nous avons parlé à la fin de la page 264 ainsi qu'à ceux dont il sera question 
à propos de la figure des planétes), qui constitue en lui méme un progrés essen- 
tiel pour létude des fonctions implicites, fournit le moyen de constater que la 
condition précédemment écrite est bien suffisante. 


Or, cette condition est que lun des exposants caractéristiques soit un 


multiple de L3 
Comme k est un entier quelconque, on peut le prendre assez grand pour 
que les multiples de P soient aussi rapprochés les uns des autres que l'on 


veut. Comme ces exposants caractéristiques varient continüment avec 4, les 
bifurcations dont il s'agit se produiront dés lors à intervalles aussi petits qu'on 
le voudra, au cours de la variation de ce paramétre. Ce ne sont done plus un 
certain nombre de familles de solutions périodiques qui sont ainsi mises en évi- 
dence, mais un réseau extrémement compliqué de familles de cette espece, di- 
stribuées comme le sont les nombres commensurables dans la suite totale des 
nombres. Les périodes correspondantes seront, par contre, indéfiniment crois- 
santes, puisque ce seront des multiples plus ou moins éloignés de la période 
primitive T. 


Il est aisé de comprendre qu'un tel résultat éclaire d'un jour nouveau les 
précédents et ouvre de nouvelles perspectives. 

Nous avons vu PoINCARÉ rattacher aux solutions périodiques toutes celles 
qui en sont suffisamment voisines. Etant donnée la maniére dont les solutions 
périodiques dépendent des nombres commensurables, ne peut-on atteindre, par 
cette voie, toutes les solutions possibles (du moins toutes les solutions stables), 
de méme que, à l'aide des nombres commensurables, on peut représenter par ap- 
proximation tous les nombres réels? 


On aurait ainsi une voie conduisant en un sens à l'intégration compléte 
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du probléme. Les choses se passent d'ailleurs effectivement de cette facon pour 
certains problémes de Dynamique.' 

Un récent travail, auquel la question ainsi soulevée a conduit M. BrRKHorr, 
est venu modifier nos idées sur ce point. Mais, en nous amenant à élargir le 
principe précédent, il ne tend pas, loin de là, à en affaiblir la portée. M. Bırk- 
HOFF, en effet, arrive à établir la possibilité d'une approximation indéfinie, ana- 
logue à celle qu'avait en vue Poincaré, en remplacant, toutefois, les solutions 
périodiques par une autre catégorie de solutions un peu plus générale. 


Il semblerait, à un examen superficiel, que nous ayons ainsi épuisé toutes 
les solutions périodiques du probléme de la Mécanique céleste correspondant aux 
valeurs suffisamment petites de «, ou du moins toutes celles qui forment des séries 
continues. Nous savons, en effet, que toute série de cette espéce doit, à la 
limite, pour «=o, donner une solution périodique du probléme primitif, qui est 
celui où on ne tient pas compte des perturbations. Or il semble que nous ayons 
passé en revue toutes les solutions périodiques de ce probléme primitif, et qu'il 
suffise, par conséquent, de chercher eelles qui sont voisines de celles là pour « 
voisin de zéro. 

Mais nous avons déjà vu, avec PorNcaRÉ, les difficultés d'un genre tout par- 
ticulier que l'on rencontre lorsque, dans les questions vraiment ardues et vrai- 
ment mystérieuses comme celles auxquelles i] s'attaque, on cherche à préjuger 
de la solution par l'étude des cas particuliers que l'on sait traiter La simpli- 
fication s'achéte par une déformation où il peut arriver que tous les phénomènes 
deviennent méconnaissables. Nous sommes bien obligés d'accepter le marché (le 
cas des courbes définies par une équation différentielle du premier ordre est le 
seul où PorNcaARÉ ait pu opérer autrement) du moment que, en dehors de lui, 
nous serions condamnés à l'impuissance absolue; mais nous devons compter avec 
les piéges auxquels il nous expose. Nulle lecture n'est plus instructive à cet égard 
que celle des derniers paragraphes du Mémoire sur le probléme des trois corps, ou 
du Chapitre correspondant des Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste.* 

Une chose rend suspecte, ici, la conclusion provisoire à laquelle nous son- 
gions tout à l'heure. Parmi les paramétres dont dépend l'état du systéme, un 
certain nombre (les anomalies des planétes sur leurs orbites osculatrices, ou les 
longitudes dés périhélies ou des nœuds de ces orbites) sont angulaires: il ne serait 
dés lors pas nécessaire, pour la périodicité, que ces paramétres reviennent à leurs 
valeurs primitives au bout de la période T'; il suffit que chacun d'eux (ou plutôt 


! Par exemples pour les géodésiques des surfaces à courbure négative. 
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chacune de leurs différences mutuelles) ait alors augmenté de 2 pwr, p étant un entier 
quelconque. Or, en ce qui concerne certains d'entre eux (les longitudes mentionnées 
en dernier lieu), cet entier p a toujours la valeur zéro lorsqu'il s'agit du mouve- 
ment Keplerien sans perturbation. Il en est forcément de méme sur toutes les 
solution périodiques dont l'existence a été jusque là établie pour « voisin de zéro, 
puisque p ne peut, sans discontinuité, passer de zéro à une valeur entiere 
non nulle. 

Cependant, l'absence, pour u différent de zéro, de solutions périodiques dans 
lesquelles les entiers p soient quelconques, nous apparait, non seulement comme 
trés peu probable, mais méme comme tout à fait absurde lorsqu'on tient compte 
de ce que lannulation des entiers p est une conséquence des propriétés toutes 
partieuliéres du probléme envisagé et n'aurait plus lieu si on le remplacait par 
un autre probléme de Dynamique infiniment voisin. 

Il faut done qu'il existe d'autres systémes de solutions périodiques dégéné- 
rant, pour wo, en courbes limites autres que celles dont nous avons parlé 
jusqu'ici. C'est en effet ce qui a lieu. PorwcaRÉ en indique la raison, pour la 
premiére fois, dans la conclusion du Mémoire sur le probléme des trois corps. 

»Si wo, c’est que les masses des deux planètes sont infiniment petites et 
«qu'elles ne peuvent agir l'une sur l'autre d'une maniére sensible, à moins d'étre à 
«une distance infiniment petite l'une de l’autre. Mais si ces planètes passent infini- 
«ment prés l'une de l'autre, leurs orbites vont étre brusquement modifiées comme 
«si elles s'étaient choquées. On peut disposer des conditions initiales de telle 
«facon que ces chocs se produisent périodiquement et on obtient ainsi des solutions 
«discontinues qui sont de véritables solutions périodiques du probléme du mouve- 
«ment Képlerien et que nous n'avons pas le droit de laisser de cóté.» 

Autour de ces courbes, composées chacune de plusieurs ellipses Képleriennes 
et présentant des points anguleux, se groupent les nouvelles solutions périodiques, 
dites de deuxiéme espèce, que PorxcARÉ examine d'ailleurs sommairement, dans 
les Méthodes nouvelles, en raison de leur peu d'analogie avec les orbites observées, 
mais qui, comme on le voit, n'en sont pas moins d'un haut intérét analytique. 


PorwcaRÉ reprend la recherche des solutions périodiques sous une autre 
forme, dix ans plus tard, dans un Mémoire des Transactions de la Société mathé- 
matique américaine. Nous dirons plus loin comment il lui applique les données 
du Caleul des Variations. 

C'est à ce méme probléme enfin, et sous sa forme la plus difficile, qu'est 
allée l'une des derniéres méditations de sa vie, ce Mémoire des Rendiconti del 
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Circolo Mat. di Palermo qui a douloureusement ému tous ses admirateurs par le 
triste pressentiment qui s'y trouve exprimé. 

Poixcaré y cherche à ne plus se borner, comme il l'avait fait dans les Metho- 
des nouvelles, aux petites valeurs de «, c'est-à-dire à obtenir des solutions périodi- 
ques méme si l'on n'est pas au voisinage d'un cas d'intégration connu. 

Par une méthode de forme toute nouvelle, il montre que tout se ramène à 
un théoréme de géométrie relatif aux transformations des figures planes (existence 
d'un point invariant sous des conditions trés-générales imposée à la transforma- 
tion) et que, par conséquent, la démonstration de ce théoréme équivaudrait à 
la résolution de la question posée, au moins dans le premier cas que l'on soit 
conduit à aborder. 

Cette démonstration, que PorNcanÉ s’excusait de ne pouvoir fournir, fut 
donnée, peu de mois aprés sa mort, par M. BirkHorr, de sorte que les résultats 
qu'il énongait à titre hypothétique sont définitivement acquis aujourd'hui. 


Invariants intégraux, solutions périodiques, solutions asymptotiques, sont 
les matériaux dont sont tissées les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. C'est 
par leur réaction mutuelle que sont obtenues les conquétes qui ont fait l'ad- 
miration des géomètres et des astronomes. 

Non seulement les notions ainsi créées sont grosses pour la Mécanique céleste 
de résultats nouveaux, mais elles constituent, pour les résultats obtenus par ail- 
leurs, un important moyen de contróle. Les invariants intégraux, par exemple, 
donnent une série de vérifications pour tous les caleuls entrepris par les métho- 
des connues.! 

Les propriétés des solutions périodiques ont, à cet égard, fait leurs preuves 
d'une manière remarquable à l’occasion des mémorables travaux de G. DanwiN.* 
Les calculs du grand astronome anglais ont, on le sait, dans un exemple numé- 
rique déterminé, abouti à la formation d'une série d'orbites périodiques de for- 
mes entiérement nouvelles et souvent inattendues. Ces orbites sont de plusieurs 
catégories différentes; elles sont tantót stables et tantót instables. Certaines 
des transformations qu'elles subissent, lorsque la constante de JACOBI varie conti- 
nüment, obéissaient bien aux lois établies par Poincaré. En particulier, on 
voyait à un certain moment apparaitre simultanément deux d'entre elles, l'une 
stable et l'autre instable, et cependant trés peu différentes l'une de l'autre lors de 
leur apparition. 

! Les invariants intégraux possèdent d'ailleurs d'importantes propriétés formelles; S-Lıs 
et depuis, MM. Korwi6s et Goursar leur ont consacré leurs efforts. On sait qu'on doit à M. de 


Donper plusieurs exposés de leurs propriétés. 
? Acta, tome XXI. 
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Au contraire, une des familles d'orbites périodiques trouvées passait de la 
stabilité à l'instabilité dans des conditions où ce passage n'aurait pu se faire que 
moyennant échange de stabilités et, par conséquent, bifurcation. Celle ci n'appa- 
raissant pas en l'espéce, Porxcan£ fut conduit à présumer que les orbites insta- 
bles n'étaient pas la continuation des orbites stables. 

C'est ce qu'a confirmé ultérieurement, dans ce journal méme,! M. Houcex, 
en reprenant l'étude des transformations mutuelles des orbites précédentes. On 
retrouve, dans cet exemple, les phénomènes généraux décrits dans les Méthodes 
nouvelles de la Mécanique céleste. 

En particulier, serrant les caleuls de plus prés au voisinage du passage mis 
en doute par PorNcanÉ, M. Hoven constate que, effectivement, les apparences 
constatées par Darwin sont dues à ce que, en vertu des données numériques 
adoptées, l'apparition d'une famille de satellites coincide approximativement avec 
la disparition de l'autre. 


Ce sont les invariants intégraux qui ont permis à POINCARÉ de s'attaquer 
au probléme de la stabilité des trajectoires, qui correspond, pour un systéme 
dynamique quelconque, a celui de la stabilité du systéme solaire.* 

LAPLACE a, on le sait, démontré cette dernière stabilité en premiere approxi- 
mation et Poisson a passé à l'approximation du second ordre. Mais nous savons 
maintenant que les méthodes d'approximation ne peuvent donner ici de réponse 
valable: on peut seulement en inférer une certaines stabilité temporaire, nous 
renseignant pour une trés longue période. 

C'est la stabilité au sens de Porssow (moins précis que celui de LAPLACE) 
que dans une catégorie étendue de mouvements (laquelle toutefois n'embrasse 
pas notre système solaire) PorwcAnÉ a pu démontrer d'une manière rigoureuse 


et non plus approximative. 


Par contre, son résultat a une signification toute différente de ceux qui 
avaient été obtenus antérieurement. Il ne gouverne pas toutes les trajectoires 
sans exception, mais seulement à des trajectoires exceptionnelles pris. 

Les mots «trajectoires exceptionnelles» doivent s'interpréter, ici, à l'aide du 
Caleul des probabilités: ils veulent dire que, une trajectoire étant prise au hasard, 


1 Acta, tome XXIV, p. 257—288. 

= Encore ne s'agit-il ici que de la question prise au point de vue théorique. Poincare a 
soin de rappeler (Annuaire du Bureau des des Longitudes, 1898) que le probléme analytique 
ainsi posé est tout différent du probléme physique, l'influence des éléments négligés (les marées, 
entre autres, et le frottement qu'elles produisent) ne pouvant manquer de devenir, en fin de 
compte, prépondérante. 
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la probabilité pour qu'elle soit une de celles qui mettent en défaut le théoréme 
est infiniment petite (et non pas seulement trés petite). 

Autrement dit, il n'est pas absolument certain qu'une trajectoire arbitraire 
possède la stabilité à la Porssow, mais il y a infiniment peu de chances qu'il en 
soit autrement. 


* * 
* 


Le Calcul des Probabilités, auquel PorvcARÉ était une première fois amené 
par la Dynamique, devait, par la suite, tenir une place importante dans son ceuvre. 

En méme temps qu'il s’occupait d'en élucider les principes, il est un de ceux 
qui en ont poussé le plus loin l'application. Nous aurions à insister sur ces deux 
aspects de son oeuvre si, à quelques exceptions prés, le premier d'entre eux ne 
concernait le philosophe et le second le physicien. 

C'est le développement des théories moléculaires qui a imprimé au génie de 
Poincaré cette dernière orientation. Au point de vue du mathématicien, les 
théories en question ont eu pour effet: 1° de faire passer au second plan les 
équations aux dérivées partielles, au profit des équations différentielles ordinaires; 
2° de faire reposer toutes les deductions sur le Caleul des probabilités. 

De là, et du rôle directeur que POINCARE sut prendre dans ce grand mouve- 
ment, découlent, par une conséquence nécessaire, les recherches qu'il eut à entre- 
prendre dans cette derniére direction, recherches qu'il ne nous appartient pas de 
retracer dans leur ensemble. 

Contentons nous d'en rappeler l'aspect proprement mathématique, tel qu'il 
est traité dans la deuxiéme édition des Lecons sur le Calcul des Probabilités pro- 
fessées à la Faculté des Sciences de Paris. 

Tout cet ouvrage. renferme des apergus qu'il conviendrait de signaler: — 
telle est, par exemple, l'application nouvelle de la méthode des moindres carrés 
à Vinterpolation, si adéquate, comme l'a montré M. QuiQvET,! aux besoins de la 
pratique par la maniére dont les calculs faits en vue de l'approximation par un 
polynóme de degré déterminé peuvent étre utilisés pour former le polynóme d'ap- 
proximation de degré supérieur. Mais la question fondamentale au point de vue 
de l'application du calcul des probabilités aux phénoménes moléculaires fait l'objet 
du dernier chapitre. C'est déjà elle qui est abordée lorsque PoiNcan£ étudie le 
battage des cartes. 

Pourquoi, lorsque le jeu a été battu assez longtemps, admettons-nous que 
toutes les permutations des cartes, c'est-à-dire tous les ordres dans lesquels ces 
cartes peuvent étre rangées, doivent étre également probables? Le joueur qui 


* Congrès de Cambridge, 1912, t. II, p. 385. 
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bat les cartes a cependant des habitudes instinctives et, grace a elles, si l'ordre 
primitif des cartes est donné, on doit supposer que, pour l'ordre obtenu aprés 
un seul battage, certaines permutations sont plus probables que d'autres. 
PorwcaAnÉ va montrer en toute rigueur que, si le nombre des battages est grand, 
le résultat obtenu sera totalement indépendant de ces habitudes inconnues du 
joueur, toutes les permutations ayant finalement la méme probabilité. 

La question qui se pose à la base des théories cinétiques est tout analogue, 
mais avec des difficultés nouvelles; car l'énoncé comporte, cette fois, des cas d'ex- 
ception. Il doit, tout d'abord, subir une modification chaque fois que les équa- 
tions différentielles du probléme admettent des intégrales. Mais cette réserve 
n'est pas la seule à laquelle soit conduit PorNCARÉ, au moins théoriquement; et 
quoique, physiquement parlant, la conclusion visée (à savoir que, une fois con- 
nues toutes les intégrales univoques, la probabilité de chaque état final du systéme 
peut être connue a priori, indépendamment du’mécanisme de mélange) reste 
vraisemblable, on voit que les conditions de sa validité mathématique sont à 


préciser. 


Les nouveaux aspects que prenait ainsi la théorie physique ont mis une 
fois de plus en évidence, en en faisant sentir tout le prix, cette universalité, cette 
maitrise simultanée des domaines les plus divers, qui est une des caractéristiques 
du génie de POINCARE. 

La substitution des équations différentielles ordinaires aux équations aux 
dérivées partielles tendait évidemment à rapprocher les méthodes de la Physique 
mathématique des précédentes, de celles de la Mécanique céleste. Mais, gráce aux 
recherches ci-dessus mentionnées de Porncarb, on voit que l'introduction du 
Caleul des probabilités se trouvait agir dans le méme sens. C'est, notons-le, sous 
la méme forme que le Caleul des probabilités intervenait de part et d'autre: nous 
avons vu précédemment que le principe fondamental, à savoir l'existence de 
linvariant intégral le plus usuel, est commun aux théories moléculaires et à la 
Dynamique de POINCARE. 


Ce rapprochement entre les méthodes se retrouve d'une maniére remarquable 
dans les résultats. Un astrologue aurait sans doute trouvé une preuve de l'iden- 
tité du mierocosme et du mégacosme dans cette similitude constatée entre l'étude 
de molécules dont il entre des millions de millions dans un millimétre cube et 
celle d'astres séparés par des distances que la lumière met des milliers d'années 
à franchir, celles-là étant considérées pendant quelques milliardiémes de seconde 
et ceux-ci pendant des millions de siécles. 
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Ce sont, tout d'abord, nos connaissances sur le mouvement des planétes 
E qui nous ont aidés à comprendre la vie des molécules. 
Mais l'inverse s'est produit lorsque, d'un unique systéme planétaire tel que 
| le nôtre, on a voulu passer à la foule de ceux qui composent le monde stellaire, 
méme limité à notre voie lactée. C'est Lorp Kervin qui émit pour la première 
: fois une idée de ce genre; mais c'est PoINCARÉ qui montra tout ce qu'elle est 
E capable de donner. Il suffit de parcourir son livre sur les Hypothéses Cosmo- 
i goniques pour voir combien de relations nous commencons à pénétrer, qui nous 
| resteraient encore incompréhensibles si nous n'avions à notre disposition les étu- 
/ des statistiques entreprises par les physiciens sur le perpétuel et inextricable 

{ grouillement des molécules. 
> Ce livre fut un des derniers de son existence. Il était digne d’en marquer 

s le couronnement. 

Nul ouvrage pour lequel il füt plus nécessaire. Pour éclairer les propriétés 
t des molécules par celles des nébuleuses et inversement, il fallait dominer à la 
fois les unes et les autres. Il fallait un successeur de LaPLaAcE, qui fût en méme 
temps un successeur des CLAUSIUS et des BOLTZMANN, pour écrire les Leçons sur 

| les hypotheses cosmogoniques. 


4. Analysis situs. Calcul des Variations. Déterminants infinis. 


) D'autres parties de l'oeuvre de PorNcanÉ se rattachent encore à ses travaux 
sur les équations différentielles. 
Ceux ci devaient, tout d'abord, l'amener logiquement à perfectionner la 
Géométrie de situation. Nous l'avons vu montrer qu'on ne saurait faire des pro- 
1 grés importants dans la théorie qualitative des équations différentielles sans ren- 
contrer sur son chemin cette doctrine. 

Pour les lignes et les surfaces de l'espace ordinaire, l’Analysis situs, du moins 
dans les conditions où les applications l'introduisent, tient tout entière dans les 
données utilisées par RrEMANN. Mais dés que l'on augmente le nombre des dimen- 
sions, les résultats se compliquent énormément, pendant qu'il devient impossible 
de les atteindre par l'intuition directe. 

PorvcARÉ se trouvait done amené à traiter Ja géométrie de situation dans 
les espaces à plusieurs dimensions. 

Il en est, en un sens, le premier fondateur, non qu'il ait été Je premier à 
l'avoir abordée; mais seul, il a indiqué exactement les éléments qu'on doit se don- 
ner pour définir, à cet égard, une figure: ces éléments avaient été énumérés incom- 
plétement avant lui. 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 31 aoüt 1914 
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Une premiére solution avait été fournie que l'on pouvait eroire, au premier 
abord suffisante. 

Berri avait généralisé à un nombre quelconque n de dimensions la notion 
d'ordre de connexion: il avait défini » — 1 nombres jouant visiblement un róle 
tout analogue à celui de l'ordre en question. De méme qu'une surface est com- 
plétement définie, au point de vue de l'Analysis situs, par son ordre de connexion, 
(lorsqu'on donne, en cutre, le nombre de ses frontiéres), on admettait implicite- 
ment qu'une multiplicité quelconque était suffisamment caractérisée, au même 
point de vue, par ses nombres de BETTI. | 

Pour fonder véritablement l’Analysis situs à plusieurs dimensions, POINCARÉ 
eut à corriger cette erreur. I] montra que, au point de vue dont il s agit, la 
définition précise et complete d'une multiplicité à un nombre quelconque de dimen- 
sions exige la connaissance d'un certain groupe de substitutions que l'on peut 
en déduire. Ce groupe, — et, par conséquent, les propriétés topologiques de la 
multiplicité — peuvent être altérées dans certains cas où, cependant, les nombres 
de BETTI conservent tous leurs valeurs. 

Une loi remarquable fut énoncée par PoINCARÉ sur ces nombres de BETTI. 
A la suite d'une pénétrante critique de M. HEEGAARD, elle l'amena à constater 
que la définition de ces nombres peut étre précisée de plusieurs facons différen- 
tes et que lune de ces modifications s'impose, au point de vue de l'exactitude 
de la loi en question. 

D'autres nombres que ceux de BETTI furent découverts dans la suite de ces 
recherches et jouent également un róle important en l'espéce: ce sont les coeffi- 
cients de torsion, liés aux variétés à un seul cóté que l'on peut tracer sur la variété 
donnée. Mais un exemple montre que, pour caractériser celle-ci, la connaissance 
simultanée des nombres de Berti et des coefficients de torsion est encore 
insuffisante. 


La nouvelle Analysis situs ainsi fondée devait également, comme celle de 
RIEMANN, conduire à des applications algébriques. 

La théorie des fonctions algébriques de deux variables venait, en effet, d'étre 
fondée par les travaux de M. Picarp. L'analogue de la surface de RIEMANN est, 
dans cette théorie, un domaine à quatre dimensions dont il est nécessaire d'étu- 
dier la connexion. C'est une étude que M. Prcanp avait déjà commencée. Pors- 
CARÉ y appliqua les données nouvelles dont il disposait. 

Il faut dés lors définir et étudier, sur les surfaces algébriques, des périodes 
d'intégrales doubles, notion qui n'est pas sans relation avec celle des résidus des 
intégrales doubles considérées plus haut, mais qui est à celle ci ce que les pério- 
des cycliques des intégrales abéliennes classiques sont aux périodes polaires, et 
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qui devaient jouer un role important dans les résultats qu'il obtint ensuite sur 
le développement de la fonction perturbatrice en Mécanique céleste. 

Nous nous bornerons à ces indications en ce qui concerne les fonctions algé- 
briques de deux variables. Il faudrait, si nous voulions insister et montrer 
quelle aide PorxcARÉ a pu apporter à l'effort des Prcarp, des CASTELNUOVO, des 
ENRIQUES, des SEVERI, retracer, plus longuement que nous ne saurions le faire ici, 
les principes de cette théorie et l'important développement qu'elle a pris dans 


ces derniéres années. 


Nous avons aussi constaté les relations de l'oeuvre dynamique et astrono- 
mique de PorNcan£ avec le Calcul des Variations. 

Tous les travaux de PorNcanÉ sur les équations differentielles, toutes les 
Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste — et aussi toutes les recherches de 
PorncarE sur la figure des planètes — sont comme le remarque M. HirsEmr,! 
du Caleul des variations, si l'on prend ce mot au sens le plus large: l'étude des 
relations d'une fonction avec les fonctions voisines. 

Quant au Calcul des variations proprement dit, il a été également, nous 
l'avons dit, essentiel à la recherche des solutions periodiques. POINCARÉ a méme 
indiqué brièvement à cet égard des voies qu'il importerait de poursuivre? et par 
lesquelles on pourra démontrer immédiatement l'existence de solutions périodi- 
ques toutes les fois que, par des conventions convenables, on pourra considérer 
les lignes cherchées comme tracées sur des variétés à connexion (linéaire) multiple, 
en particulier chaque fois que certains des entiers désignés plus haut (page 268) 
par p (nombre total de circonferences dont a augmenté pendant un période un 
paramétre angulaire) seront différents de zéro. 

La question est beaucoup plus difficile lorsqu'on ne peut introduire de con- 
nexion multiple, ainsi qu'il arrive pour les géodésiques des surfaces convexes, aux- 
quelles est consacré le mémoire des Transactions of the Amer. Math. Soc. men- 
tionné plus haut. La propriété de minimum habituellement employée pour 
caractériser les géodésiques suffit encore à établir l'existence de géodésiques fer- 
mées si la surface est trés peu différente d'une sphére, — c'est-à-dire, une fois 
de plus, dans une hypothése infiniment voisine d'un cas d'intégration classique. 
Mais c'est en posant le probléme d'une maniére toute nouvelle, en en faisant un 
probléme d'extremum lié, que PorNcARÉ arrive au méme résultat sur une surface 
fermée convexe quelconque. 


Dans le Mémoire dont nous venons de parler, il utilise le Caleul des Variations 
sans se préoccuper de le compléter. Au contraire, dans les Méthodes nouvelles de la 


! Congrès Int*! des Mathématiciens. Paris 1900, page 107. 
? Voir Analyse, page 106, 


. 276 Jacques Hadamard. 


Mécanique Céleste, il avait examiné la question de savoir si une courbe solution 
des équations différentielles fournit ou non un extremum de l'action. 

On sait que la méthode obtenue par WEIERSTRASS pour décider de l'extre- 
mum entre deux extrémités données, comme plusieurs des découvertes dont nous 
avons eu l’occasion de parler précédemment, avait été une de celles que le géo- 
métre allemand s'était contenté d'enseigner oralement (les premiers ouvrages 
portant trace de cet enseignement, la these de M. ZERMELO et, — pour les inté- 
grales doubles, le Mémoire de M. Kops, — paraissaient vers le méme moment 
que l'ouvrage de Poincaré et l'exposé complet de M. KNESER, quelques années 
plus tard). Par contre, M. DarBoux avait fait connaitre, sur l'exemple parti- 
culier des lignes géodésiques, une autre méthode conduisant à la solution: M. 
Kyeser devait (dans louvrage auquel nous venons de faire allusion) l'étendre 
au cas général. 

PoINCARÉ a-t-il retrouvé, de son côté, les résultats de WEIERSTRASS? Dans 
la notice qu'il lui a consacrée, ! le Calcul des Variations n'est pas mentionné. 
D'autre part, dans les Méthodes nouvelles,* la condition de WEIERSTRASS est 
énoncée, mais non sous sa forme connue, quoique celle-ci et celle de POINCARE soient 
équivalentes. 

Quoi qu'il en soit à cet égard, le résultat que POINCARÉ a en vue, en l'espéce, 
est nouveau et lui appartient en propre: c'est l'obtention des conditions néces- 
saires et suffisantes pour l'extremum lorsque la ligne arbitraire est assujettie non 
plus, comme dans le probléme classique qui est celui auquel s'était attaqué 
WEIERSTRASS, à joindre deux points donnés, mais à étre fermée. 

A cet effet, POINCARÉ emploie d'avance, mais sans en faire la théorie géné- 
rale, quelques uns des moyens dont s'est servi M. KNESER pour généraliser la 
méthode de M. DarBoux. En particulier, si la notion d'orthogonalité suffit à 
l'étude de l'action correspondant au mouvement absolu, POINCARÉ est amené à con- 
struire des »transversales», lorsqu'il passe au mouvement relatif. Le «champ» qu'il 
fait intervenir est d’ailleurs remarquable: il n'a pas, à notre connaissance, eu 
d'autres applications et n'a sans doute pas rendu tous les services qu'on est 
en droit d'en attendre: il et formé par une des familles de solutions asymptoti- 
ques à la courbe fermée envisagée. 


Le probléme d'extremum tel qu'il se pose sous la forme classique, c'est-à- 
dire entre deux points donnés, figure d'ailleurs également dans les recherches de 
Poincaré sur les solutions périodiques, et la manière dont la solution dépend 


! Acta, tome 22. 
* Tome TII, p. 26r, 
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de la nature des foyers (suivant que ceux-ci sont des points ordinaires ou des 
points de rebroussement de l'enveloppe de la famille d'extrémales correspondan- 
tes), y est indiquée. Poincaré applique surtout sa discussion au cas où les deux 
extrémités données coincident en un méme point A. Avec une autre remarque 
géométrique également importante, l'influence du sens de l'angle ainsi formé au 
point anguleux A, cette étude est, pour lui, le moyen d'arriver à une conception 
simple des solutions périodiques du deuxième genre et de période k"r!® qui nais- 
sent, comme nous lavons dit, au voisinage de certaines solutions du premier 
genre convenablement choisies. Un exposant caractéristique étant, sur celles-ci, 
21st 
— 
2 p*"* foyer, p étant un entier convenable; tous ces foyers seront d'ailleurs points 


commensurable avec il en résulte que chaque point sera à lui-méme son 


de rebroussement, et de méme sorte (c'est-à-dire que le rebroussement y aura 
lieu dans le méme sens). 

Pour arriver à une solution périodique du deuxième genre, POINCARÉ fait 
varier d'une petite quantité, dans un sens convenable, le paramètre w et con- 
state que chaque point M de la courbe fermée primitive C peut étre joint à lui- 
méme par une ligne satisfaisant aux équations différentielles avec la nouvelle 
valeur du paramètre. Si enfin on choisit M de manière que l'action le long de 
cette ligne soit le plus grande ou le plus petite possible, le point anguleux en 
M disparait, et on a une solution périodique du deuxiéme genre, coupant C en 
2p points. 

C'est également, du moins pour une partie, à propos des trajectoires de la 
Dynamique, — en s’oceupant de légitimer la méthode qui avait donné à Hrrr 
ses solutions périodique du probléme des trois corps et, en méme temps, celle 
que M. ArPELL avait appliquée à un nouveau développement des fonctions ellip- 
tiques — que PorNCARÉ a été amené à doter l'Analyse d'un nouveau mode de 
passage à la limite, voisin de celui qu'elle allait devoir à M. FnEDHOLM, les 
déterminants infinis et la résolution des équations linéaires à une infinité d'in- 
connues, 

Nous ne redirons pas aprés lui! les circonstances remarquables qu'il a ren- 
contrées dans cette recherche. On sait que le nouvel algorithme ainsi fondé a dü 
d'importantes applications à M. HEgraE von Koen. Nous avons déjà rappelé que 
ce savant a pu ainsi calculer (sous leur forme convergente) les intégrales irréguliè- 
res des équations linéaires, question liée d'ailleurs directement à l'intégration des 
équations à coefficients périodiques. 


! Analyse, page 92—94. 
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Ill. Les équations aux dérivées partielles et les problemes 
de la Physique mathématique. 


Méme aprés l'évolution qui a augmenté l'importance des équations différen- 
tielles ordinaires pour la Physique mathématique, celle-ci continue — et continu- 
era — à s'appuyer sur les équations aux dérivées partielles. 

Pour ces derniéres également, et plus nettement méme que pour les précé- 
dentes, la solution telle qu'on la concevait primitivement, — ce qu'on a appelé 
l'intégration formelle — est hors de cause. Non seulement l'intégrale générale, — 
parle moyen des symboles élémentaires connus, est le plus souvent introuvable; 
mais méme une fois obtenue, elle ne rend pas les mémes services que dans le cas 
des équations différentielles et ne dispense pas de recherches aussi difficiles ou 
plus difficiles que celles qui ont conduit à l'écrire, lorsqu'on veut l'appliquer aux 
véritables problémes qui se posent le plus généralement. 

Les diffieultés que ceux ci présentent peuvent étre, suivant les cas, de na- 
ture trés différente. à 

Il peut arriver qu'elles ressemblent, avec des différences de degré, à ce 
qu'elles sont pour les équations différentielles, de sorte que la solution puisse 
étre considérée, au point de vue théorique, comme fournie localement par les 
méthodes de CavcHv, quitte, dans une seconde partie du travail, à faire la syn- 
thése des différents éléments de solution ainsi obtenus. 

C'est ce qui se passe — l'équation étant supposée introduite par l'étude d'un 
phénoméne physique — lorsque celui-ci se déroule librement dans l'espace illimité, 
et oü, par conséquent, pour définir son évolution, il suffit de se donner les con- 
ditions initiales, c'est-à-dire son état à un instant déterminé. 

Mais si le phénoméne a pour théátre une enceinte limitée par des parois, — 
de sorte que pour achever de le définir, il faut écrire un systéme de conditions 
aux limites, exprimant le róle joué par les parois en question, — une difficulté 
d'un tout autre ordre apparait. 

Il est encore vrai que, au voisinage d'un point quelconque, la solution est 
le plus souvent représentable par des développements en séries du méme type 
que dans les problémes précédents. Mais, cette fois, aucun de ces éléments de 
solution, — non pas méme le premier,! comme il arrivait pour les équations dif- 
férentielles ordinaires — ne peut étre déterminé isolément: la connaissance de 
chaeun d'eux est inséparable de celle de tous les autres. 








2 Rien ne conduit d'ailleurs à établir entre les éléments en question un ordre déterminé ; 
à considérer spécialement l'un d'entre eux plutót qu'un autre comme le premier. 


CARÉ, le premier, guidé par l'interprétation physique de ses calculs, songea à f 
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C'est le renversement du principe méme qui, en toutes les autres circon- 
stances, guide la marche du calcul intégral: la division de la difficulté en une 
difficulté locale et une difficulté de synthése. Une telle division est ici radicale- 
ment impossible. 

Aussi l'apparition de ces sortes de problémes — et surtout du premier de 
tous, celui qui leur a servi de type, le probleme de DirICHLET — a-t-elle changé 
profondément toute l'allure de la mathématique moderne. 

Cet exemple est précisément celui que PorNcaRÉ a choisi pour montrer com- 
ment la physique impose aux mathématiques des problémes auxquels elle n'aurait 
pas songé à elle seule. On voit qu'il n'en pouvait exister de plus typique. 

Un tel probléme ne pouvait manquer d'attirer l'attention de PorNcARÉ comme 
il avait attiré celle de plusieurs de ses prédécesseurs. La nouvelle solution qu'il 
y apporta, la méthode du balayage, s'inspire trés directement de la nature méme 
de la question, de cette interdépendance mutuelle de toutes les parties de la 
solution telle que nous venons de la signaler. 


Mais, alors que la méthode du balayage elle-méme se rattache aux autres 
travaux antérieurement consacrés à la théorie du probléme de DIRICHLET,! cette 
théorie devait peu aprés entrer dans une phase toute nouvelle et subir une ré- 
volution profonde dont l'utilité ressort, elle aussi, des remarques précédentes. 

Son principe consiste à remplacer l'équation aux dérivées partielles, ainsi que 
les autres conditions auxquelles doit satisfaire la fonction inconnue, par une 
équation intégrale. Au lieu de faire figurer l'inconnue sous des signes de déri- 
vation, on la fait apparaitre sous un signe d'intégration. 
^. Les premiers sont évidemment une sorte de microscope par laquelle on re- 
présente des relations dans l'infiniment petit. Le second, au contraire, est essen- 
tiellement synthèse et non analyse. Point n'est besoin dés lors de longues ex- 
plieations pour comprendre comment son emploi est autrement bien adapté aux 
circonstances dont nous avons parlé que celui de la différentiation. 

Ce changement complet d'orientation dans l'étude du probléme de DrRICHLET 
et de tous les problémes analogues de la physique mathématique évoque, tout 
d'abord, le nom de M. FREDHOLM. 

On se tromperait cependant du tout au tout en n'y rattachant pas égale- 
ment, et d'une manière trés étroite, celui de Porncaré. Ce serait méconnaitre 


! Elle se distingue des méthodes d'approximations successives proposées jusqu'à lui sur 


tout en ce que celles ci, dans le choix des expressions destinées à servir de points de depart 
se préoccupaient tout d'abord de satisfaire dés l'abord à l'équation aux dérivées partielles, les 
autres conditions du probléme devant être vérifiées par le jeu des retouches successives. Poıs 
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cette vérité aujourd'hui banale que les manifestations les plus importantes, les 
plus inattendues de l'esprit humain sont le produit non seulement du cerveau de 
leur auteur, mais de toute l'époque qui les a vu naitre. 

Or notre époque, au point de vue mathématique, c'est avant tout, POINCARE. 

Voyons comment son ceuvre a été une condition indispensable, la naissance 
de la nouvelle méthode. 

La premiére étape qui devait conduire à celle-ci peut étre cherchée dans le 
célèbre travail de M. Schwarz inséré, à l’occasion du jubile de WEIERSTRASS, 
dans les Acta Societatis Fennicae (1885). 

Le point de départ de M. Schwarz est une question de pure analyse em- 
pruntée au Caleul des Variations. Mais le résultat obtenu admet une interpré- 
tation physique immédiate. L'équation aux dérivées partielles considérée par 
M. Schwarz est immédiatement liée à celle qui gouverne les vibrations d'une 
membrane tendue et ce qu'il obtient, c’est le son fondamental lequel se présente 
comme correspondant à la valeur qu'il faut donner à un certain paramètre À qui 
figure dans l'équation aux dérivées partielles. 

Dans létude de tout phénoméne vibratoire dans un milieu limité l'expéri- 
mentateur constate, on le sait, l'existence d'un tel son fondamental, ou, s'il s'agit 
d'autre chose que d'acoustique, d'une telle fréquence fondamentale. Mais, de plus, 
cette fréquence fondamentale n'est pas la seule fréquence propre: en acoustique, 
par exemple, le son fondamental s'accompagne d'une série indéfinie d'harmoniques 
dont les propriétés, sous les rapports les plus essentiels, sont analogues à celles 
du premier. 

Expérimentalement, l'existence de toutes ces fréquences propres est mani- 
feste. Mathématiquement, M. SCHWARZ était le premier à démontrer par sa sa- 
vante méthode celle de la plus simple d'entre elles, la fréquence fondamentale. 
Il est clair qu'un tel résultat demandait à étre complété par son extension aux 
sons harmoniques. Dix ans aprés, en effet, M. Pıcarp parvenait à établir l'exis- 
tence du premier d'entre eux, c'est-à-dire du second son propre. 

C'est à PorxcARÉ qu'est due la solution générale, c’est-à-dire la démon- 
stration de l'existence de tous les harmoniques successifs. 

Par l'emploi de profonds lemmes géométriques, il démontre que, multipliant 
la solution par un polynôme en À à coefficients indéterminés, on peut toujours 
choisir ces coefficients de maniére à ce que le développement du produit suivant 
les puissances de 4 converge dans un rayon plus grand qu'avant la multiplication, 
et méme aussi grand qu'on le veut si le degré du polynóme a été pris suffisam- 
ment élevé. Ceci équivaut à dire que cette solution est une fonction méromorphe 
de 4. Son numérateur seul est fonction de la position d'un point dans le do- 
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maine que remplit le milieu considéré: son dénominateur et, par conséquent, ses 
póles en sont indépendants. 

Ce sont eux qui fournissent les fréquences propres cherchées. Les résidus 
correspondants ou fonctions fondamentales qui donnent la forme des vibrations 
propres, représentent une seconde partie importante de la découverte ainsi 
réalisée. 


Ce. résultat capital, véritable fondement de toute cette partie de la physique 
mathématique, ne suffisait cependant pas à préparer l'évolution dont nous avons 
parlé tout à l'heure. En particulier, il n'aurait pas à lui seul rendu possible 
l'application de la méthode des équations intégrales au probléme de DiRICHLET. 
Il a fallu d'abord que Poincaré reprit au méme point de vue la plus connue 
et la plus importante des méthodes indiquées (indépendamment de celle du ba- 
layage) pour la résolution de ce problème, la méthode de Neumann. 

Ce qui fait peut-étre du mémoire sur la Méthode de Neumann et le principe 
de Dirichlet un des plus beaux triomphes du génie de PorNcaRfÉ, c'est que rien 
ne faisait prévoir l'analogie qu'il allait établir entre ce probléme et le précédent. 

Nous avons rappelé que les constatations expérimentales indiquaient a priori 
lexistence, dans le probléme considéré par SCHWARZ une série d'harmoniques, 
sinai que de fonctions fondamentales correspondantes. 

Rien de pareil ne se présentait à propos de la méthode de NEUMANN; et 
méme, rien ne conduisait à introduire dans cette nouvelle question le paramétre 
indéterminé 7 qui s'introduit de lui-méme dans celle des harmoniques. 

L'analogie analytique était à peine plus utilisable que l'analogie physique. 
Il est vrai que la solution fournie par Porwcan£ fait apparaitre dans les deux 
cas les mémes résultats essentiels, mais non pour les mémes raisons. 

En un mot, les fonctions fondamentales, au lieu d'étre suggérées par une 
interprétation physique simple, devaient ici sortir tout armées du cerveau de 
l'analyste. 

PorvcARÉ montra cependant, ici encore, que la vraie signification de la 
méthode de NEUMANN n'était autre que le développement de la solution par 
rapports aux puissances d'un certain paramétre qu'il introduit dans les données 
du probléme, et que toutes les autres circonstances principales rencontrées à pro- 
pos de l'étude des sons harmoniques se retrouvent ici. 

Ces résultats étaient d'ailleurs essentiels pour la méthode de Neumann elle- 
méme: car ils permettaient d'en établir la légitimité sans les restrictions qu'avait 
apportées son auteur. 

Avec eux, — et aussi, ajoutons-le, aprés la méthode de RoniN, d'une part, 
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à côté de laquelle il faut citer, de l'autre, les travaux bien connus de M. VOLTERRA, 
— tout était prét pour l'entrée en scene de la méthode de M. FREDHOLM. 

Celle-ci, en effet, suit pas à pas la marche que nous venons de retracer. 
Elle repose essentiellement sur l'introduction du paramètre 4 de POINCARÉ et 
sur la manière dont il figure dans l'expression de l’inconnue. Seulement, grace 
à sa belle méthode de résolution des équations intégrales, M. FREDHOLM peut 
écrire, sous forme de développements en séries immédiatement connus, le numé- 
rateur et le dénominateur que PoINCARÉ n'obtenait que par de délicates approxi- 
mations successives. 


Ainsi les solutions de tous ces problémes fondamentaux de la physique 


mathématique, — et en particulier, la détermination des sons propres, ot la 
forme des domaines intervient d'une maniére si mystérieuse — sont acquises dés 
POINCARE. 


Seulement, pour reprendre la parole méme que nous citions en commen- 
cant, ces mêmes problèmes sont «plus» résolus par la méthode de FREDHOLM. 


Les recherches précédentes ne s'appliquent pas uniquement à la Physique 
mathématique; elles intéressent également la Mécanique céleste par le probléme 
des marées. PoINCARÉ montrait effectivement, dans deux Mémoires Sur l’équi- 
libre et le mouvement des mers, comment lemploi des fonctions fondamentales 
quil venait de découvrir permet, quoiqu'avec des difficultés nouvelles,’ de tenir 
compte de l'élément le plus compliqué du problème, l'influenee des continents. 
Nous nous avancerions encore ici sur un domaine qui n'est pas le nótre en ana- 
lysant les conséquences auxquelles il est ici parvenu; et nous ne saurions, pour 
la méme raison, insister sur celles qu'il a obtenues lorsque, aprés l’apparation 
de la méthode de FREDHOLM, il est revenu sur ce sujet dans sa theorie des 
Marées, une des premières et des plus importantes applications qui (aprés celles 
en vue desquelles elle avait été imaginée) aient été données de la méthode en 
question. 


Mais nous avons à rappeler, quoique sommairement et au strict point de 
vue des principes analytiques, les recherches qui ont eu pour objet la figure des 
corps célestes, c'est-à-dire la figure d'équilibre d'une masse fluide en rotation. 
Ce probléme oceupe une place à part, la plus haute en un sens, dans la Philo- 


! Voir Analyse, p. 119. 
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sophie naturelle. Si difficiles que soient les problémes de Physique mathémati- 
que étudiés tout à l'heure, un caractére leur est commun, qui est une notable 
simplification: ils sont tous linéaires. Si l'on a obtenu la solution du probléme 
de DiRICHLET, pour une surface donnée, avec les données à la frontière V, d'une 
part, et avec les données V, de l'autre, cette solution sera connue par cela méme, 
si les données ont les valeurs V, + V,. ll est aisé de se convaincre que toutes 
les théories imaginées pour la résolution de ce probléme et de tous ceux qui 
s'y rattachent reposent essentiellement sur ce fait. 

Le probléme de l'équilibre d'une masse fluide en rotation est, parmi toutes 
les applications physiques ou mécaniques des équations aux derivées partielles, la 
seule pour lequel la simplification précédente ne se produise pas; et, par cela 
méme, il se montre d'un ordre de difficulté supérieur à tous les autres. C'est 
aussi le seul! pour lequel, en méme temps que la fonction qui doit vérifier une 
équation aux dérivées partielles, le domaine méme dans lequel cette fonction 
est définie soit inconnu. 

Aussi les théorémes d'existence les plus simples manquaient-ils eux mémes 
dans cette théorie. 

Ces hautes difficultés ne pouvaient tarder à tenter PorNCARÉ. Voyons par 
quelles méthodes, dés 1885, il travailla, ici même,* à les résoudre. 


Nous avons dit que ces méthodes relévent toutes du Calcul des Variations 
si l’on prend ce mot dans son acception la plus large. Les considérations qui 
font l’objet propre du Calcul des Variations classique, celles de maximum et de 
minimum, y interviennent également et, outre l'usage qui en est fait pour la dé- 
monstration des théorémes d'existence, POINCARE a repris et complété les résul- 
tats de M. Liarounor sur la sphère considérée comme donnant le potentiel 
d'attraction maximum. 

Mais l’essence de son analyse est dans l'extension aux problémes à une in- 
finité d’inconnues, des méthodes de discussion que fournissent, pour le cas d'une 
inconnue unique, le Calcul différentiel et la géométrie analytique. 

Considérons une équation à une seule inconnue x, mais contenant un para- 
mètre u, soit 


f(x, u) — o. 


! II faudrait toutefois, aux deux points de vue mentionnés dans le texte, faire excep- 
tion pour le mouvement des liquides dans le cas le plus général, e'esti-dire avec une surface 
libre notablement différente du plan horisontal. 

3 Acta, t. 7. 
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Si l'on tient compte des deux variables qui y entrent, on sera conduit à la 
représenter par une courbe plane où ı sera l’abscisse et z l'ordonnée. 


of 


Si en un point (x,,4#,) de cette courbe, la dérivée 3 
x 


s'annule, on aura, en 


général, une tangente parallèle à l'axe des x et, lorsque # passera par la valeur 
u,, l'équation précédente, considérée comme l'équation en x, perdra deux racines 
(celles-ci venant se confondre entre elles en x, pour devenir ensuite imaginaires) 
ou, au contraire, en acquerra de nouvelles: u, est ce que l'on peut appeler une 
valeur limite pour u. Mais si u traverse la valeur 4, sans que l'équation en x 
cesse d'avoir, tant avant qu'après cette valeur, des racines voisines de x,, le 
point (x,,u,) est, en général, point multiple. Les discussions qui apprennent à 
décider s'il en est bien ainsi sont élémentaires, mais POINCARE leur emprunte 
un énoncé d'une forme nouvelle. Pour qu'il y ait bifurcation, autrement dit point 
multiple, il suffit (sur un are de courbe réel où # est supposé pouvoir prendre 
des valeurs tant immédiatement supérieures qu'immédiatement inférieures à 4) 
of 


que om 


, en s'annulant, change de signe. 


Si maintenant on remplace l'équation unique qui précède par un systeme 
d'équations à un nombre égal d'inconnues, dépendant également du paramétre 
u, on sait que le róle de la dérivée considérée tout à l'heure est rempli par un 
déterminant fonctionnel. Grâce au théorème de Kronecker, POINCARE étend à 
ces nouvelles conditions la conclusion précédente: en d'autres termes, si. au cours 
d'une variation continue dans laquelle u est constamment croissant ou constam- 
ment décroissant, le déterminant fonctionnel en question change de signe, il y a 
bifurcation. 

Ceci suffirait théoriquement, dans un grand nombre de cas, en ce qui con- 
cerne les équations ordinaires. Mais Porncar®& se propose d'introduire ces notions 
dans un domaine nouveau. Un probléme tel que celui de l'équilibre de la masse 
fluide en rotation peut étre considéré comme conduisant à un systéme d'équa- 
tions, mais en nombre infini et à une infinité d'inconnues. 

Rien ne semblait alors devoir subsister de toute la discussion précédente, 
car la notion qui en formait le pivot, celle du jacobien, faisait défaut. Du moins 
il en était ainsi au moment ou PorNcan£ poursuivait les recherches dont nous 
parlons. La méthode de FREDHOLM seule devait, quelques années plus tard, 
fournir le moyen de combler directement cette lacune; et c'est d'elle en effet 
que s'est servi M. Lrapounor lorsqu'il a continué les recherches de PorxcaRÉ£ et, 
là oü celles-ci avaient simplement abouti à la démonstration de théorémes d'exi- 


stence, formé, pour représenter les solutions, des séries convergentes. 
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En 1889, POINCARÉ n'avait pas le déterminant de FREDHOLM à sa disposition. 
Mais il y a plus: les quantités qu'il va introduire pour parer à cet inconvénient 
seront, par le fait méme de leur nombre, appelées à rendre des services qu'on ne 
pourrait obtenir de la considération du seul jacobien. C’est ce que nous a déjà 
montré l'exemple analogue des solutions périodiques oü, cependant, la définition 
du jacobien ne souffrait aucune difficulté. 

Les quantités: en question ne sont autres, dans les questions d'équilibre 
ainsi abordées par PorNcaRÉ, que les coefficients de stabilité c'est-à-dire ceux 
par l'examen desquels on reconnait (conformément au théorème de LAGRANGE- 
DriRrcHrLET!) le minimum du potentiel. Ce calcul consiste, comme on sait, dans 
la décomposition en carrés d'une certaine forme quadratique: les coefficients de 
stabilité seront les coefficients des carrés ainsi obtenues. 

Pour un systéme dont la position dépend d'un nombre fini de paramétres, 
ces coefficients de stabilité ont un produit précisément égal au jacobien: par 
conséquent, leur liaison avec les considérations qui précédent est évidente et 
entraine les conséquences suivantes: 

Une solution des équations d'équilibre étant supposée connue pour une cer- 
taine valeur u, de u, si tous les coefficients de stabilité correspondants sont 
différents de zero, les équations admettront encore une solution pour « voisin de 
u, (puisqu'alors le jacobien sera aussi différent de zéro). En second lieu, dans 
une serie continue de figures d'équilibre telles que « varie constamment dans le 
méme sens, tout changement de signe de l'un des coefficients de stabilité corres- 
pond à une figure de bifurcation. 

Toutefois, si l'on ne se servait que du jacobien, il faudrait, si plusieurs 
coefficients changent de signe à la fois, supposer que leur nombre total est im- 
pair. En réalité, cette restriction est inutile, et on voit déjà ici un cas oü il y 
a avantage à employer les coefficients de stabilité. 

Par leur moyen d'autre part, on va triompher de la difficulté capitale du 
probléme. Une fois mis sous la forme précédente, les énoncés conserveront un 
sens, méme pour un système dépendant d'une infinité de paramètres, dès que les 
coefficients de stabilité auront pu étre définis. Moyennant une hypothése tou- 
jours vérifiée dans les applications qui se sont présentées, POINCARÉ établit (par 
des considérations d'extremum) qu'ils restent exaets. 

Ainsi les quantités qui, d’aprés leur définition, n'intéressaient que la stabi- 
lité de l'équilibre, se trouvent gouverner l'existence méme de cet équilibre. 

! Ce théoréme, d'ailleurs, n'est plus seul en jeu dans la discussion proprement dite 


stabilité et, ici encore, Porncaré est conduit, avec Lorp Kerviw et Tarr à une nonvell 
tion entre plusieurs espéces de stabilité possibles. 
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En même temps, dans ces mêmes formes d'équilibre de bifureation que 
PoiNCARÉ enseignait à reconnaitre les coefficients dont nous venons de parler 
obéissent à une loi remarquable, non moins importante au point de vue de l'ap- 
plication concrète qu'au point de vue purement analytique, celle de l'échange des 
stabilités, d'aprés laquelle le nombre des coefficients positifs s’echange entre 
deux séries de formes d'équilibre qui se rencontrent suivant une forme de bifur- 
cation. Si done l'une des séries était stable jusque à la valeur «, du paramétre 
qui correspond à la bifurcation, c'est l’autre série qui possède cette propriété 
lorsque « varie au delà de w,. 

A l’aide du premier des principes cités tout à l'heure, Poincaré démontre 
aisément l'existence des figures annulaires d'équilibre, simplement affirmée par LORD 
Ketvin et Tair dans leur traité de Philosophie naturelle. Il lui suffit, à cet effet, 
de partir d'un premier équilibre (obtenu, il est vrai, en assujettissant d'abord le 
systéme à une liaison supplémentaire) et de constater que, dans ce premier état, 
aucun coefficient de stabilité n'est nul. 

C'est le second principe qui a permis la découverte des nouvelles figures 
d’equilibre dérivées des ellipsoides de JacoBr. Le lecteur verra dans I’ Analyse 
de POINcARE,! comment, en effet, la série des ellipsoides de JacoBr (comme 
celle des ellipsoides de Macravuniw, du reste) comprend une infinité de formes 
de bifurcation, servant de point de départ aux nouvelles formes dont il s'agit. 

On verra également, au méme endroit, comment un théoréme sur l'impossibi- 
lité d'un équilibre stable au delà d'une certaine valeur de la vitesse de rotation 
a fourni à Poıncarn la réponse à la question que pose l'explication des anneaux 
de Saturne. 


Nous arréterons ici cette revue déjà trop longue et cependant si incompléte. 

Sans méme parler des applications aux sciences de la Nature qui seront 
étudiées ici méme, il resterait tout au moins à traiter le cóté philosophique de 
l’œuvre de PorxcaRÉ, qui tient une si grande place dans sa pensée et dans toute 
la pensée contemporaine. Nous n'avons pas qualité pour le faire, et cependant, 
sur combien de points cette ceuvre philosophique n'est elle pas indissolublement 
liée aux découvertes scientifiques elles-mêmes. Qu'il s'agisse de géométrie non 
euclidienne, de théorie des ensembles, de relativité, de caleul des probabilités sur- 
tout, — la seule science mathématique qui, des trois états d'Auguste Comte, 
n'ait pas entiérement dépassé le second — une méme impulsion est commune 
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contribution apportée par PorxcanÉ, à la mécanique statistique, lorsqu'on lit les 
réflexions sur le hasard qui figurent dans la Science et UHypothöse, ou dans Science 
et Méthode. 

D'autre part, les ceuvres aussi grandes et aussi geniales que celles de Porx- 
CARE, dont l'étendue se refuse à une analyse détaillée et ne peut être parcourue 
quà grands traits, sont cependant celles qu'on peut le moins abréger sans les 
trahir. Chez lui comme chez tous les créateurs vraiment grands, il serait essen- 
tiel, au contraire, de faire sentir, ainsi que nous l'avons tenté à une ou deux re- 
prises, comment chaque détail est souvent fécond en conséquences, chaque ligne, 
en quelque sorte suggestive et grosse de travaux ultérieurs. 

Ceux que l'inspiration Poincaréenne a déjà engendrés, et dont nous avons 
pu à peine signaler, chemin faisant, quelques-uns, remplissent, à eux seuls, plu- 
sieurs des Chapitres les plus importants des mathématiques contemporaines. Ce- 
pendant, nul géométre n'en doute, l'Analyse de PorNcanÉ n'est pas prés, tant 
s'en faut, d'avoir donné la mesure. Méme, dans un grand nombre des voies 
qu'il a ouvertes, sa marche audacieuse nous a emportés sans que nous puissions 
encore songer à la poursuivre. Si grande qu'elle nous apparaisse, la pensée de 
PorNcaRÉ, comme celle d'un Gauss ou d'un CaAvcHy, ne laissera découvrir toute 
sa puissance qu'à nos successeurs, à la lumière des découvertes futures. 








si aou ol jue 
SUY 


i "al bourré t TD à 1 

yout Lei ay panos heil 
sut lu. x63 intl «^ T 
TP IP MH AUR: ty Avis [UE " nire 


a 





















1 
culq «lié que » trie Mir ^ ANU RUN e Í ME 


i ssepius Mfg: ta P ven che) ] el Pe ie Les 
fai UM an emi d'iuzAM(Od sh ASTA V Merron og D 
ior ut audio a Kae fu, "ah EU EE CE mm 


Pi Hart Sun esp. S080 SM TO [it CU sine asia elt Ax abus a 


aly ascent o] roo he aan fa MTS LA A OE T 2 
incl a10093b. Real 9d URAN t ab be au ER 


+ 4 - MER pola 


d iae ^ 4 
a ut var, sud ER un aiu at & mises (og & 
iss : ale M ists is. at iru rere eps une qnl 
la Bihler“ rar sd m i teat 6 xx ee aie den 


Ing n y à kh eomm ét on Ludere cro «np 
anus TT t RT mi de i nz 
Ed T "n & quiste qua fixed |. Casini dw X 





T ee et A 
hop wer ur + Ne 
4 tie 6 e ' E ‘ag 
* = + 
- t , i dinis TM ip hed gh ons 
| | oP 9» DRE rt X is dj 


yt hive. £66 © 
s. tri is M 


j jane EPIIT a. riri 


Hie 1 té, d DELE Ab in 


H1 


- H ti E uGUue? 
I CA sw br die "aun 
- a A "p^ cw» be 


DIE BEDEUTUNG HENRI POINCARÉ'S FÜR DIE PHYSIK. 


VON 
W. WIEN 
in WÜRZBURG. 


Der Tod Henri Pornoarh’s hat nicht nur für die Mathematik sondern auch 
für die Physik einen schweren Verlust bedeutet. Gehörte er doch zu den we- 
nigen Mathematikern, die an der alten Tradition festhielten, dass die beiden 
Wissenschaften enge zusammengehóren und ihre Anregungen von einander emp- 
fangen müssen. So hatte er nicht nur grosses Interesse und tiefes Verstündnis 
für die Physik, sondern hat sich auch in sehr ausgedehntem Masse selbst an der 
Weiterbildung der physikalischen Theorien beteiligt. Die folgenden Zeilen sollen 
einer Würdigung dieser Leistungen gewidmet sein. 

Zum ersten Male hat PorNcanRÉ in die Physik eingegriffen, als er nach wies, 
dass H. Hertz in der grundlegenden Arbeit über elektrische Schwingungen einen 
Rechenfehler begangen hatte, durch den die Schwingungsdauer infolge eines un- 
richtigen Faktors 2 im Werte der Kapacität im Verhältnis V2:1r zu gross be- 
rechnet war. Die Geschwindigkeit der Wellen war hienach zu klein gefunden, 
was auf den Gang der HERTZ'schen Versuche von entscheidendem Einflusse ge- 
wesen ist. Seine weiteren Untersuchungen über Herrz’sche Wellen betrafen die 
Methoden, um die Frequenz des elektrischen Oscillators zu berechnen und die 
Einflüsse zu bestimmen, durch die die Schwingungsperiode geündert wird. 

Dann hat er sich weiter an der Theorie der HERTZ' schen Wellen beteiligt, indem 
er zuerst die Dümpfung der Primürschwingungen in richtiger Weise auffasste 
Er widerlegte damit die Theorie von Sarasın und DE LA Rive von der multiplen 
Resonanz. Seine Theorie ist dann später von BserKnes bestätigt worden. Auch 
die Ausbreitung der elektrischen Wellen längs geraden Drühten hat Porwc4RÉ 
behandelt und die dabei auftretende räumliche Dämpfung geschätzt und im 
Anschluss hieran die Reflexion an dem Ende eines Drahtes behandelt. Für die 
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statistische Mechanik ist ein Satz PoINCARÉ’s bedeutungsvoll geworden, der ur- 
sprünglich für die Frage nach der Stabilität des Planetensystems aufgestellt war, 
dass nämlich eine bestimmte Configuration von materiellen Punkten nach end- 
licher Zeit wieder erreicht werden muss, wenn nur conservative Krüfte wirken. 
Durch diesen Satz ist nachgewiesen, dass die Irreversibilität, die wir in der Natur 
beobachten, nicht durch rein mechanische Vorgänge erklärt werden kann. 

Eine wichtige Anregung ist von POINCARÉ ausgegangen, indem er nach der 
Entdeckung der Róntgen-Strahlen auf die Möglichkeit hinwies, dass dieses 
Phänomen mit der Fluorescenz in Zusammenhang stehen könnte. Wenn diese 
Auffassung auch nicht richtig war, so hat sie doch die erste Veranlassung zu 
den Versuchen von BECQUEREL gegeben, die dann später zur Entdeckung des 
Radiums geführt haben. 

Von sehr grosser Bedeutung für die theoretische Physik ist eine Arbeit, die 
er im Jahre 1900 in dem Jubilàumsbande für Lorentz veröffentlicht hat. Er 
hat dort die elektromagnetische Bewegungsgrósse eingeführt, durch welche der 
Widerspruch gegen das Prinzip von Aktion und Reaktion aufgehoben wird, eine 
Theorie, die für die weitere Entwickelung der Elektrodynamik sehr wichtig ge- 
worden ist. 

Ganz besonders bedeutungsvoll sind auch die Untersuchungen PorxcaRÉ's 
über die innere Kraft eines Elektrons geworden, wo er zum ersten Male den 
Ausdruck ableitete für eine auf das Elektron wirksame Druckkraft, welche das 
Gleichgewicht der Kräfte aufrecht erhält. : 

Sein grosses mathematisches Talent ermóglichte es ihm dann, die Schwierig- 
keiten zu überwinden, welche der theoretischen Behandlung der drahtlosen Tele- 
graphie entgegenstehen. Er hat die Ausdrücke abgeleitet, durch welche die 
Ausbreitung der elektrischen Wellen auf der Erde dargestellt wird. Er hat diese 
Ausdrücke zunüchst noch etwas korrigiert, aber das Resultat ist im wesentlichen 
schliesslich ein richtiges gewesen und führte zu Folgerungen, die in ihrem Ver- 
hältnis zu den tatsächlichen Beobachtungen noch nicht aufgeklärt sind. 

Auch seine Untersuchungen über die Beugung enthalten sehr wichtige Ent- 
wickelungen der mathematischen Physik im Anschluss an die grundlegende Theorie 
von SOMMERFELD. 

Für die moderne Relativitätstheorie hat er wichtige Ergebnisse beigetragen, 
indem er schon die in dieser Theorie auftretenden allgemeinen mathematischen 
Beziehungen vorausgesehen hat, so die Einführung der Lorentztransformation 
und des Vierervektors. Ferner hat er der modernen Theorie der Strahlung 
grosses Interesse entgegengebracht und eine tiefgehende Untersuchung veróffent- 
licht, in weleher er den Nachweis führt, dass die von der Erfahrung verlangte 
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Strahlungsformel notwendigerweise durch unstetige Vorgänge veranlasst sein muss, 
wie es von PLANCK in der Quantenhypothese angenommen ist. 

Auch auf kritischem Gebiete hat Poıncar& der Physik sehr nützliche Dienste 
geleistet. So hat er nachgewiesen, dass die JAuMANN’sche Theorie der Kathoden- 
strahlen nicht richtig sein kann, die auf einer Differentialgleichung erster Ordnung 
beruht. Eingehend hat Poincaré sich mit den Grundlagen der Wärmetheorie 
und dem Problem der Irreversibilität beschäftigt und nachgewiesen, dass die 
Theorie der monocyklischen Systeme den Tatsachen nicht ganz gerecht werden 
kann ebensowenig wie die gewöhnliche Begründung der Gastheorie. 

Auch eine Kritik der Theorie des Zeemanphänomens hat PorNcaRÉ gegeben 
und eine Theorie aufgestellt, die von der LonENTZ'schen abweicht. 


Überblickt man diese Leistungen allein auf dem physikalischen Gebiet, so 
muss man ebenso erstaunt sein über die Fülle der Probleme, die er bearbeitet, 
wie über die Tiefe seines Verstündnisses für physikalische Theorien. Er zeigt 
dabei einen besonders scharfen Blick für die Berechtigung der Fragestellung, 
wie er sich z. B. klar darüber ist, dass die Kontroversen über unipolare Induktion 
oder über die Entscheidung über die Schwingungsrichtung des polarisirten Lichts 
aus den Beobachtungen an stehenden Lichtwellen der physikalischen Bedeutung 
entbehren. Allerdings hat er selten den Versuch gemacht, eigene Hypothesen 
aufzustellen und hat im ganzen mehr zu einer phünomenologischen Darstellung 
der physikalisehen Erscheinungen geneigt, wie er ja die Meinung ausgesprochen 
hat, dass, sobald eine mechanische Theorie einer Erscheinung vorliege, auch unend- 
lich viele andere móglich sein müssten. Andererseits hat er auch viele Anregungen 
auf experimentellem Gebiet gegeben. Ausser der bereits erwähnten, die schliess- 
lich zur Entdeckung des Radiums führte, hat er auch die Versuche von CRÉMIEU 
veranlasst, bei denen untersucht wurde, ob stark convergente Kraftlinien des 
Gravitationsfeldes eine andere Wirkung hervorrufen, als ein Feld paralleler 
Kraftlinien. 

So haben wir Physiker besondere Veranlassung, das frühe Hinscheiden des 
grossen Mathematikers schmerzlich zu empfinden. Móge sein Beispiel seine Fach- 
genossen veranlassen, den Problemen der Physik erhöhtes Interesse zuzuwenden 
zum Nutzen beider Wissenschaften, da die Physik die mathematischen Hilfsmittel, 
die Mathematik die aus den physikalischen Problemen geschópften Anregungen 
nieht entbehren kann. 
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DEUX MÉMOIRES DE HENRI POINCARÉ SUR LA PHYSIQUE 
MATHÉMATIQUE. 


Par 
H. A. LORENTZ 
à HAARLEM. 


Les pages suivantes ne peuvent aucunement donner une idée tant soit peu 
complete de ce que la physique théorique doit à Porxcaré. J'aurais été heureux 
de rendre hommage à sa mémoire en présentant au lecteur un tel tableau d'en- 
semble, mais j'ai reculé devant cette táche qu'on ne pourrait dignement remplir 
sans de longues et sérieuses études pour lesquelles le temps m'a manqué. Je 
me suis donc borné à deux mémoires, celui sur la Dynamique de l'électron, écrit 
en 1903 et publié l'année suivante dans les Rendiconti del Circolo Matematico 
di Palermo, et l'étude sur la Théorie des quanta qui parut dans le Journal de 
physique au commencement de 1912. 

Pour bien faire apprécier le premier de ces travaux je devrai entrer en quel- 
ques détails sur les idées dont le développement a abouti au Principe de relati- 
vité. Amené ainsi à parler un peu de la part que j'ai pu prendre moi-méme à 
ce développement, je dois dire avant tout que j'ai trouvé un encouragement pré- 
cieux dans l'intérét bienveillant que POINCARÉ a constamment pris à mes études. 
Du reste, on verra bientót à quel degré il m'a dépassé. 


On sait que FRESNEL avait fondé une explication de l'aberration astrono- 
mique sur l'hypothése d'un éther immobile que les corps célestes traverseraient 
sans l’entraîner. On connaît aussi son célèbre théorème, complément nécessaire 
de cette hypothèse fondamentale, sur l'entraînement partiel des ondes lumineuses 
par de la matière en mouvement. Un corps transparent animé d’une translation 
ne communiquera aux rayons qu'une. fraction de sa propre vitesse, fraction qui 
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est déterminée par le «coefficient de FRESNEL» 1 Au dans lequel n est l'indice 


de réfraction du milieu. 

Lorsque, grâce aux travaux de CLERK MAXWELL, nos vues sur la nature 
de la lumiére avaient été profondément changées il était naturel d'essayer une 
déduction de ce coefficient basée sur les principes de la théorie électromagné- 
tique. Voilà le but que je me suis proposé et qui a pu étre atteint sans trop de 
diffieulté dans la théorie des électrons. 

La plupart des phénoménes qui se rattachent à l'aberration, et notamment 
l'absence d'une influence du mouvement de la Terre dans toutes les expériences 
oü le systéme entier d'appareils est en repos par rapport à notre planéte, purent 
maintenant étre expliqués d'une maniére satisfaisante. Seulement, il fallait faire 
la restriction que les effets considérés devaient étre du premier ordre de grandeur 
par rapport à la vitesse de la Terre divisée par celle de la lumiére, les termes 
du second ordre ayant été négligés dans les calculs. 

Or, en 1881 M. MicHELsON réussit à faire interférer deux rayons lumineux 
partis d'un méme point et y revenant aprés avoir suivi des chemins rectilignes 
de longueur égale et perpendiculaires entre eux. Il trouva que les phénoménes 
observés sont de nouveau insensibles au mouvement de la Terre; les franges 
d’interference conservaient les mêmes positions quelles que fussent les directions 
des bras de l'appareil. 

Cette fois-ci il s'agissait bien d'un effet du second ordre et il était facile de 
voir que l'hypothése de l'éther immobile à elle seule ne suffit pas à l'explication 
du résultat négatif. J'ai été obligé à faire une nouvelle supposition qui revient 
à admettre que la translation d'un corps à travers l'éther produit une légére con- 
traction du corps dans le sens du mouvement. Cette hypothése était bien la 
seule possible; elle avait aussi été imaginée par FITZGERALD et elle trouva l'appro- 
bation de POINCARÉ, qui cependant ne dissimula pas le peu de satisfaction que 
lui donnèrent les théories dans lesquelles on multiplie les hypothèses spéciales 
inventées pour des phénoménes particuliers. Cette critique a été pour moi une raison 
de plus pour chercher une théorie générale, dans laquelle les principes mémes 
conduiraient à l'explication de l'expérience de M. MicHeLsox et de toutes celles 
qu'on avait tentées aprés lui pour découvrir des effets du second ordre. Dans 
la théorie que je me proposais, l'absence de phénoménes dus au mouvement 
d'ensemble d'un systéme devrait étre démontrée pour une valeur quelconque de 
la vitesse, inférieure à celle v de la lumiére. 


La méthode à suivre était toute indiquée. Il fallait évidemment montrer 
que les phénoménes qui ont lieu dans un systéme matériel peuvent étre repré- 
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sentés par des équations de la méme forme, que le systéme soit en repos ou 
qu'il soit animé d'un mouvement de translation uniforme, cette égalité de forme 
étant obtenue à l'aide d'une substitution convenable de nouvelles variables. Il 
s'agissait de trouver des formules de transformation appropriées tant pour les 
variables indépendantes, les coordonnées x, y, z et le temps ¢, que pour les dif- 
férentes grandeurs physiques, vitesses, forces etc., et de montrer l’invariance des 
équations pour ces transformations. 

Les formules que j'ai établies alors pour les coordonnées et le temps peuvent 
étre mises sous la forme! 





wi e (ai et), y Dg 2 — l2, VE ex), (x) 





ou e, k, | sont des constantes qui cependant se réduisent à une seule. On voit 
immédiatement que pour l'origine des nouvelles coordonnées (x — 0) on a 


2x=—et; 


ce point se déplace donc dans le systeme x, y, z, t avec la vitesse — « dans la 
direction de l'axe des x. Le coefficient k est défini par 


k — (1— ey 


et / est une fonction de e qui a la valeur 1 pour e=o. Je l'ai d'abord laissée 
indéterminée, mais j'ai trouvé dans le cours de mes calculs que pour obtenir 
l’invariance que j'avais en vue, on doit poser / — r. 


Ce furent ces considérations publiées par moi en 1904 qui donnérent lieu à 
PorNCARÉ d'écrire son mémoire sur la Dynamique de l'électron, dans lequel il a 
attaché mon nom à la transformation dont je viens de parler. Je dois remarquer 
à ce propos que la méme transformation se trouve déjà dans un article de M. 
Vorer publié en 1887 et que je n'ai pas tiré de cet artifice tout le parti possible. 
En effet, pour certaines des grandeurs physiques qui entrent dans les formules, 
je n'ai pas indiqué la transformation qui convient le mieux. Cela a été fait par 
POINCARE et ensuite par M. ErNsTEIN et MINKOWSKI. 

Pour trouver les «transformations de relativité», comme je les appellerai main- 
tenant, il suffit dans quelques cas de décrire les phénoménes dans le systéme 
x, y', z', U exactement de la méme manière qu'on le fait dans le système x, y, z, ¢ 
Considérons, par exemple, le mouvement d'un point. Si, dans le temps di les 


! Je me conforme ici aux notations de Poincaré et je choisis les unités de longueur et 
de temps de telle façon que la vitesse de la lumière soit égale à 1 
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coordonnées x, y, z subissent les changements dx, dy, dz, on a pour les compo- 
santes de la vitesse 


dx dy . dz 


z n 








pique ent quc ege 
Or, en vertu des relations (1) les variations dx, dy, dz, dt entrainent les 
changements 
dx — kl (da + edt), dy —ldy, dz —ldz, dt' = kl(dt + eda) (2) 


des nouvelles variables. Il est naturel de définir les composantes de la vitesse 
dans le nouveau systéme par les formules 








EU, ) == ——3 EE, 
5 dt 1] dt B dt (3) 
ce qui nous donne 

Ee RS; are TEE N “| Ms. a : 

D mU Saat 1 k (x + sE) > k(x + e£) (4) 


Pour avoir un autre exemple, on peut imaginer un grand nombre de points 
mobiles dont les vitesses sont des fonctions continues des coordonnées et du temps. 
Soit dr un élément de volume situé au point z, y, z et fixons l'attention sur les 
points du systéme qui se trouvent dans cet élément à un instant déterminé f. 
Soit {', la valeur spéciale de ?' qui correspond à x, y, z, t en vertu des équations 
(x), et envisageons pour les différents points les valeurs de 2’, y', z' correspondant 
à cette valeur déterminée //—1',; en d'autres termes, considérons les positions 
des points dans le nouveau systéme, prises toutes pour une méme valeur du 
»temps» /. On peut se demander quelle est l'étendue de l'élément dr’ de l'espace 
z', y', z', dans lequel se trouvent à cet instant f', les points choisis qui se trouvent 
en dr au moment {. Un simple calcul, que je puis omettre ici, conduit à la 
relation 


Supposons enfin que les points dont il s'agit portent des charges électriques 
égales et admettons que dans les deux systèmes x, y, 2,1 et 2, y, 2’, t on attribue 
les mémes valeurs numériques à ces charges. Si les points sont suffisamment 
rapprochés les uns des autres, on obtient une distribution continue d'électricité 
et il est clair que la charge contenue dans l'élément dr à l'instant ¢ est égale à 
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celle qui se trouve en dr’ à l'instant ¢. Par conséquent, si o et o' sont les den- 
sités de ces charges, 


odr — edv, (6) 
et, en vertu de (5) 
tav x 
e — a ee. (7) 


De cette formule, combinée avec (4), on déduit encore 


ter c ro TS un I. 
es — pe(s+e), ON 3813.0 eines: 


Ce sont les formules de transformation pour le courant de convection. 

Pour d'autres grandeurs physiques telles que les forces électrique et mag- 
nétique, il faut suivre une méthode moins directe; on cherchera, peut-étre un 
peu par tátonnement, les formules de transformation propres à assurer l'invariance 
des équations électromagnétiques. 


Les formules (4) et (7) ne se trouvent pas dans mon mémoire de 1904. C'est 


que je n'avais pas songé.à la voie directe qui y conduit, et cela tient à ce que 
j'avais l’idée qu'il y a une différence essentielle entre les systèmes x, y, z, t et 
x, y, z', t. Dans l'un on se sert — telle était ma pensée — d'axes des coordonnées 
qui ont une position fixe dans l'éther et de ce qu'on peut appeler le «vrai» temps; 
dans l'autre systéme, au contraire, on aurait affaire à de simples grandeurs auxi- 
liaires dont l'introduction n’est qu'un artifice mathématique. En particulier, la 
variable / ne pourrait pas être appelée le «temps» dans le méme sens que la 
variable ¢. 

Dans cet ordre d'idées je n'ai pas pensé à décrire les phénoménes dans le 


-—«.9————mT Ru 


système x, y', z', t', exactement de la méme manière que dans le système x, y, z, t et 


je n'ai pas défini par les équations (3) et (7) les grandeurs §’, 7’, Z', o qui corres- 
pondront à E, 7, £, o. C'est plutôt par tátonnement que je suis arrivé à mes 
formules de transformation qui, avec notre notation actuelle, prennent la forme 


T Uwe al 


je s = , I 
Ël— k* (E + €), ) — kn, e = Et. eo = EB? 
et que j'ai voulu choisir de maniére à obtenir dans le nouveau systéme les équa- 
tions les plus simples. J'ai pu voir plus tard dans le mémoire de POINCARE qu'en 
procédant plus systématiquement j'aurais pu atteindre une plus grande simplifica- 
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tion encore. Ne l’ayant pas remarqué, je n'ai pas réussi à obtenir l'invariance 
exacte des équations; mes formules restaient encombrées de certains termes qui 
auraient dü disparaitre. Ces termes étaient trop petits pour avoir une influence 
sensible sur les phénoménes et je pouvais done expliquer l'indépendance du mou- 
vement de la Terre que les observations avaient révélée, mais je n'ai pas établi 
le principe de relativité comme rigoureusement et universellement vrai. 

PoiNCARÉ, au contraire, a obtenu une invariance parfaite des équations de 
l'électrodynamique, et il à formulé le «postulat de relativité», termes qu'il a été 
le premier à employer. En effet, se placant au point de vue que j'avais manqué, 
il a trouvé les formules (4) et (7). Ajoutons qu'en corrigeant ainsi les imper- 
fections de mon travail il ne me les a jamais reprochées. 


Je ne puis m'étendre ici sur tous les beaux résultats obtenus par PoINCARÉ. 
Insistons cependant sur quelques points. D'abord, il ne s'est pas contenté de 
faire voir que les transformations de relativité laissent intacte la forme des équa- 
tions électromagnétiques. Il explique le succés des substitutions en remarquant 
que ces équations peuvent étre mises sous la forme du principe de moindre action 
et que l'équation fondamentale qui exprime ce principe, ainsi que les opérations 
par lesquelles on en déduit les équations du champ, sont les mémes dans les sy- 
stémes x, y, 2, t eb x, y 2, t'. 

En second lieu, conformément au titre de son mémoire, POINCARE considère 
partieuliérement la maniére dont se produit la déformation d'un électron mobile, 
comparable à celle des bras de l'appareil de M. MrcHELsON, qui est exigée par 
le postulat de relativité. On avait proposé à ce sujet deux hypothéses différentes. 
D'aprés toutes les deux un électron, supposé sphérique à l'état de repos, se chan- 
gerait par une translation en un ellipsoide de révolution aplati, l'axe de symétrie 
coincidant avec la direction du mouvement et le rapport de cet axe au diamétre 
de l'équateur étant donné par Vi—^v?, si v est la vitesse. Mais les hypothèses 
différaient entre elles en ce qui concerne la longueur des axes et par conséquent 
le volume de l'électron. Tandis que j'avais été conduit à admettre que le rayon 
de l'équateur reste égal à celui de la sphère primitive, M. BUCHERER et M. Lan- 
GEVIN voulaient plutót assigner une grandeur constante au volume. La premiére 
hypothèse correspond à / — r, la deuxième à k/? — r. Ajoutons immédiatement 
que la premiére valeur est la seule qui soit compatible avec le postulat de relativite. 


Si l'on veut se rendre compte de la persistance et de l'équilibre d'un élec- 
tron en se servant des notions ordinaires de la mécanique, il ne suffit évidemment 
pas de considérer les actions électrodynamiques. La particule — que nous con- 
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sidérons ici comme une sphére portant une charge superficielle — exploserait 
immédiatement à cause des répulsions mutuelles ou, ce qui revient au méme, des 
tensions de MAXWELL exercées à sa surface. Il faut donc introduire autre chose 
encore, et Porncar® distingue ici des «liaisons» et des «forces supplémentaires». 
Il suppose d'abord qu'il y ait seulement la liaison représentée par l'équation 


r=bom, 


r étant le demi-axe de l'électron, r# son rayon équatorial, b et m des grandeurs 
qui restent constantes quand r et 0 (ou l'une de ces grandeurs) varient avec la vi- 
tesse de translation v. Cela posé, on connaitra pour une valeur queleonque de 
v les dimensions de l'électron — parce qu'on sait que # = (1—2?)-* — et on peut 
calculer par les formules ordinaires du champ électromagnétique l'énergie, la quan- 
tité de mouvement et la fonction de LAGRANGE. Entre ces grandeurs, considérées 


comme des fonctions de v, il doit y avoir les relations bien connues. POINCARÉ 


démontre qu'elles ne se vérifient que pour m — x ce qui nous raméne à la con- 
stance du volume, c'est-à-dire à l'hypothése de M. BucHERER et de M. LANGEVIN. 
Mais nous savons déjà que ce n'est pas cette hypothése, mais seulement celle 
d'un rayon équatorial constant, qui est en accord avec le postulat de relativité. 
Il faut done nécessairement avoir recours à des forces supplémentaires. 

En supposant qu'elles dépendent d'un potentiel de la forme 


Art 0? , 


où A, « et ÿ sont des constantes, POINCARE trouve que la constance du rayon 
équatorial exige « = 3, 9 —2, c'est-à-dire que le potentiel en question doit être 
proportionnel au volume. Il en résulte que les forces supplémentaires cherchées 
sont équivalentes à une pression ou une tension normale exercée sur la surface 
et dont la grandeur par unité de surface reste constante quelle que soit la vi- 
tesse de translation. On voit immédiatement qu'une tension dirigée vers l'inté- 
rieur convient seule; on en déterminera la grandeur par la condition que pour 
un électron qui se trouve en repos et qui a par conséquent la forme d'une sphére, 
elle doit faire équilibre aux répulsions électrostatiques. Si ensuite la particule 
est mise en mouvement, la tension de POINCARÉ, jointe aux actions électrodyna- 
miques, produira inévitablement l'aplatissement qui est exigé par le principe de 
relativite. 

Aprés avoir trouvé sa force supplémentaire, Porncar® fait voir que les 
transformations de relativité ne changent pas la forme des termes qui la 
représentent; il démontre ainsi que des mouvements quelconques d'un systéme 
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d'éleetrons peuvent avoir lieu tout à fait de la méme maniére dans le systeme 
x, y, 2, t et dans le systeme x, y, z', t'. 


J'ai déjà parlé de la nécessité de poser / — 1 (constance du rayon équatorial 
de l'éleetron). Je ne répéterai pas ici la démonstration donnée par POINCARE et 
je dirai seulement qu'il a signalé l'origine mathématique de cette condition. On 
peut envisager toutes les transformations qui sont représentées par les formules 
(1), avec des valeurs différentes de la vitesse — e, et les valeurs correspondantes 
de k et de /, ce dernier coefficient devant étre considéré comme une fonction 
de e; on peut y ajouter d'autres transformations semblables qu'on déduit de (x) 
en changeant les directions des axes, et enfin des rotations quelconques. Le 
postulat de relativité exige que toutes ces transformations forment un groupe et 
cela n'est possible que si / a la valeur constante 1. 

Le «groupe de relativité» qu'on obtient ainsi se compose des substitutions 
linéaires qui n'altérent pas la forme quadratique 


a? + y? + zd. 


Le mémoire se termine par l'application du postulat de relativité aux phé- 
nomenes de la gravitation. Il s'agit ici de trouver la régle qui en détermine la 
propagation et les formules qui expriment les composantes de la force en fonctions 
des coordonnées et de la vitesse tant du corps attiré que du corps attirant. En 
considérant ces questions, POINCARE commence par chercher les invariants du 
groupe de relativité; en effet, il est clair qu'il doit étre possible de représenter 
les phénoménes par des équations qui ne contiennent que ces invariants. Ce- 
pendant, le probléme est indéterminé. Il est naturel d'admettre que la vitesse 
de propagation est égale à celle de la lumière et que les écarts de la loi de NEWTON 
doivent étre du deuxiéme ordre de grandeur par rapport aux vitesses. Mais, 
méme avec ces restrictions, on a le choix entre plusieurs hypothéses parmi les- 
quelles il y a deux que PorwcaRÉ indique spécialement. 

Dans cette derniére partie de l'article on trouve quelques notions nouvelles 
que je dois surtout signaler. PorNcARÉ remarque, par exemple, que si l'on con- 
sidére 2, y, z et tV —1i comme les coordonnées d'un point dans un espace à quatre 
dimensions, les transformations de relativité se réduisent à des rotations dans 
cet espace. Il a aussi eu l'idée d'ajouter aux trois composantes X, Y, Z d'une 
force la grandeur 


qu us Y adt 
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qui n'est autre chose que le travail de la force par unité de temps et qu'on peut 
considérer en quelque sorte comme une quatriéme composante. Quand il est 
question de la force qu'un corps éprouve par unité de volume, les grandeurs X, 


Y, Z, TV —1: sont affectées par une transformation de relativité de la même 


manière que les grandeurs x, y, z, tV —r. 

Je rappelle ces idées de POINCARÉ parce qu'elles se rapprochent des méthodes 
dont MiNKowski et d'autres savants se sont servis plus tard pour faciliter les 
opérations mathématiques qui se présentent dans la théorie de relativite. 


Passons maintenant au mémoire sur la Théorie des quanta. Vers la fin de 
1911 POINCARÉ avait assisté à la réunion du Conseil de physique convoqué à 
Bruxelles par M. Sorvav, dans laquelle on s'était surtout occupé des phénoménes 
du rayonnement calorifique et de l'hypothése des éléments ou quanta d'énergie 
imaginée par M. PLANCK pour les expliquer. Dans les discussions POINOARÉ avait 
montré toute la vivacité et la pénétration de son esprit et on avait admiré la 
facilité avec laquelle il sut entrer dans les questions de physique les plus ardues, 
méme dans celles qui devaient étre nouvelles pour lui. De retour à Paris, il ne 
cessa de s'occuper du probléme dont il sentait vivement l'importance. Si l'hypo- 
these de M. PrawNck était vraie, «les phénomènes physiques cesseraient d'obéir 
à des lois exprimables par des équations différentielles, et ce serait là, sans doute, 
la plus grande révolution et la plus profonde que la philosophie naturelle ait 
subie depuis NEWTON». 

Mais ces conceptions nouvelles sont-elles vraiment inévitables et n'y a-t-il 
pas moyen d'arriver à la loi du rayonnement sans introduire ces discontinuités 
qui sont en opposition directe avec les notions de la mécanique classique? Voila 
la question que PorNcaARÉ se pose dans son mémoire et à laquelle il donne une 
réponse que je me permettrai de résumer briévement. 

Considérons un systéme composé de n résonnateurs de PLANCK et de p mo- 
lécules, » et p étant de trés grands nombres; supposons que tous les résonnateurs 
soient égaux entre eux et qu'il en soit de méme des molécules. Désignons par 


. £j les énergies des molécules et par 7 


rare 


.m celles des résonnateurs; cha- 


un 
B 


cune de ces variables pourra prendre toutes les valeurs positives. 
Poincaré démontre d'abord que la probabilité pour que les quantités d’ener- 
gie soient comprises entre les limites 5, et 5, + d5,,... Ep et £j c d Ej, 9, ety, dr, 


- In et Mn + din peut être représentée par 
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où w est une fonction sur laquelle on peut faire différentes hypothèses. 
Des qu'on connaît cette fonction on pourra dire de quelle manière une quan- 
tité d'énergie h se répartira sur les molécules et les résonnateurs. A cet effet, 


on peut se représenter dans l'espace à p+n dimensions 5,,... £j, Ni. -- tn la 
couche infiniment mince S, dans laquelle l'énergie totale 


Et een Speech enn 


est comprise entre À et une valeur infiniment voisine + dA. On calculera les 


trois integrales 


I= (win)... (ns) dx, . dy dE, . . dE, 


I— zw)... wGu)dy dm d&, . .. d£, 


u 


I" = |(h-2)w(n)...wm)dn...dimdE,...d&p, 


(v=, +... + In) 


if! 
étendues a la couche S, et on aura 7 pour l'énergie que prennent les résonna- 


I! 
teurs et — pour celle de l’ensemble des molécules. Par conséquent, si Y est 


I 


lénergie moyenne d'un résonnateur, et X celle d'une molécule, 
nk TiC DACIA 
Pour caleuler lintégrale /, on peut d'abord donner des valeurs fixes aux 


variables 7,,...7, et, par conséquent, à leur somme x, et étendre l'intégration 
à toutes les valeurs positives de ces variables, pour lesquelles 


Urs 


par rapport aux 
la somme £, +...+ £j est comprise entre h — x et h—a+dh. Cela nous donne 


= - I 
| dE, ...d&, — : 


é é aperte oe ee 


Ensuite on peut calculer l'intégrale 


w (ms) . +. © (mn) dm ... dn 
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étendue aux valeurs positives des 7 telles que 7, +... + 1, se trouve entre x et 
x 4 dx. Posons 


| 20 (1) - 1 (in) d. din = (a) dx; (8) 


gp sera une fonction qui dépend de la fonction w et nous aurons 


h 


dA | (h — x)?—! p(x) dx. 


een 
0 


I’ et I" se caleulent de la méme manière; on n'a qu'à introduire sous le signe 
d'intégration le facteur x ou le facteur h—a. En fin de compte, on peut écrire 


h 
n r-c| t (h — z)?-! q (x)dz, (9) 
0 
h 
p xX - cf b—ayrpiajaz, (1o) 


0 


oü le facteur C est le méme dans les deux cas. Nous n'avons pas à nous en 
occuper parce qu'il suffit de déterminer le rapport de X à Y. 


On obtient maintenant la formule de M. Planck — qui peut être regardée 
comme l'expression de la réalité — si on fait sur la fonction w l'hypothése suivante, 
qui est conforme à la théorie des quanta. 

Soit e la grandeur du quantum d'énergie qui est propre aux résonnateurs 
considérés et désignons par à une grandeur infinement petite.! La fonction w 
sera nulle, excepté dans les intervalles 


kezn<ketö(k=0,.1,2,3;-..) 


et pour chacun de ces intervalles l'intégrale 


ke+0 
| wd 
Ke 
aura la valeur r. 
‘Il s'agit ici de la première théorie de M. Praxck, dans laquelle on admet que l'énergie 


d'un résonnateur ne peut avoir qu'une des valeurs O, e, 2e, 34 ete. 
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Ces données suffisent pour la détermination de la fonction y et du rapport 


y pour lequel on trouve, comme je l'ai déjà dit, la valeur donnée par la theorie 
de M. PrLanck. Je ne m'arréterai pas à ces calculs et je passe immédiatement 
à la question principale, celle de savoir si les discontinuités que je viens d'indiquer 
doivent nécessairement étre admises. 

Je vais reproduire le raisonnement de POINCARÉ, mais je dirai d'abord que 
dans les formules que nous rencontrerons, « désigne une variable complexe dont 
la partie réelle «, est toujours positive. Dans la représentation graphique on se 
bornera à la moitié du plan « caractérisée par a,>o et dans les intégrations 
par rapport à « on suivra une ligne droite Z perpendiculaire à l'axe des a réels, 
et prolongée indéfiniment des deux cótés. Les valeurs des intégrales seront in- 
dépendantes de la longueur de la distance c, de cette ligne à l'origine des «. 

Porwcan£ introduit une fonction auxiliaire qu'il définit par l'équation 


Hj 


D(a) = | wG) eds (xr) 
$ 


et il démontre que la fonction w et la fonction y qui en dérive peuvent étre 
exprimées à l'aide de ®. 
On a d'abord, par l'inversion de (11) 
I 
w (y) = = D (a) e*"?da. (12) 
2070 
(L) 

Pour obtenir une formule analogue pour (x) nous remarquerons que dans l'équa- 
tion (rr) on peut remplacer » par une quelconque des variables ;,,...7,. En 
multipliant les n équations qu'on obtient ainsi on trouve 


oo oo 


[D (a)]" = [: E | w (m) «0 (95) € 77 dy, ...d%n, 


0 0 


ou bien, en vertu de la formule (8) 


et par inversion 
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Qa) =—— | [0 («)]" e** de. 
217t 
(L) 


Les formules (g) et (10) deviennent maintenant 


100 d €. (en —2r-1toc0 fresdxde, 


~~ 2im 
0 (L) 


= Lo P[Q n par 

pX ecce (h — x)? [0 («)]" e^" d xd « 
0 (L) 

et PorNcARÉ les transforme encore par les substitutions 


x=nw, h=np, p=nk, 


ce qui lui donne 


EXT S fs A 
ar | |- %_grdude, 


2770 4 p—w 
(L) 
B8 
Cnptt 
pX-——— uiode: 
247 ) 
0 (L) 


oü il a posé 
€) = D(a) e^? (8 — o). 


Notons que w n'est autre chose que l'énergie moyenne d'un seul résonnateur pour 
le cas où l'on aurait 


nt + mM=%, 


que ? est la valeur que prendrait w si toute l'énergie disponible h se trouvait 
dans les résonnateurs et que k est le rapport entre le nombre des molécules et 
celui des résonnateurs. 


Lorsque, dans les applications du calcul des probabilités aux théories mole- 
culaires, on cherche l'état d'un systéme, qui présente le maximum de probabilité, 
on trouve toujours que, gráce au nombre immense des molécules, ce maximum 
est tellement prononcé qu'on peut négliger la probabilité de tous les états qui 
s'écartent sensiblement de l'état le plus probable. Dans le cas qui nous occupe, 
il y a quelque chose d'analogue. 
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Admettons avec Poincaré que, pour des valeurs données de h et de ?, la 
fonction € a un maximum pour « — c, c) — «, et faisons passer par le point «,, 
le lieu du maximum, la ligne Z, dont la distance «, à l'origine pouvait étre choisie 
à volonté. Comme l'exposant » est un nombre trés élevé, le maximum de ©” est 
extrémement prononcé et les seuls éléments des intégrales que nous ayons à 
prendre en considération, sont ceux qui se trouvent dans le voisinage immédiat 
de «, et de w,. Cela nous donne immédiatement pour le rapport cherché 


nY ie Wy ; 
pX P—w 
et, en vertu de l'équation 
nY+pX=h=nß, 
Ma, EN 


— Wo 


- - fa 
A (14) 


Pour déterminer les valeurs de «, et de w,, on peut se servir des équations 


0 log 0 log © 
= — =O 
0a 2 Jw 4 
d’où l’on tire 
Q' (c) 
+ Wy = 0 I5 
@ (c) Wo o ( 5) 
et 
a E 0) ( 
— —/0% 
u P—w, (16) 


" 


On voit par ces formules que «, et w, dépendent de la grandeur 3, c'est-à-dire 
de la quantité totale d'énergie h qui a été communiquée au systéme; c'est un 
résultat auquel on devait s'attendre. L’équation (16) nous apprend en outre que 
«, sera toujours réel. Cette grandeur détermine immédiatement l'énergie moyenne 
d'une molécule, car il résulte de (14) et de (16) que 


X i 


Go 


Or, nous savons que l'énergie moyenne d'une molécule est proportionnelle à la 


température absolue 7. On peut done écrire 


— 
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C 
ay = T 


où c est une constante connue, et l'équation 


@' (c,) 

=~ (a) 117) 
qu'on tire de (13) et de (15), nous donne l'énergie moyenne d'un résonnateur en 
fonction de la température. On voit que ce résultat est indépendant du rapport 
entre les nombres n et p. 

Supposons maintenant que nous connaissions pour toutes les températures 
l'énergie moyenne d'un résonnateur. Par (17) nous connaitrons alors pour toutes 
les valeurs positives de « la dérivée 


d log D(a). 
de 


nous en déduirons @(«) à un facteur constant prés. Bien entendu, ces conclusions 
seront d'abord limitées à des valeurs réelles de «, mais le fonction ®(«) est sup- 
posée étre telle qu'elle est déterminée dans toute l'étendue du demi-plan « dont 
nous avons parlé, quand elle est donnée en tous les points du demi-axe réel et 
positif. 

Enfin, la formule (r2) nous fournira la fonction de probabilité w pour une 
valeur positive quelconque de ». Il est vrai que le facteur indéterminé de la 
fonction ( («) se retrouvera en w, mais un tel facteur n'a aucune importance. 

On peut done dire que la probabilité w est entiérement déterminée dés qu'on 
connaît la distribution de l'énergie pour toutes les températures. Il n'y a qu'une 
fonction w pour une distribution qui est donnée en fonction de la température. 
Par conséquent, les hypothéses que nous avons faites sur w et qui conduisent 
à la loi de PLANCK sont les seules qu'on puisse admettre. 

Voilà le raisonnement par lequel Porncar& a établi la nécessité de l'hypo- 
thése des quanta. 


On voit que la conclusion dépend de l'hypothése que la formule de Planck 
est une image exacte de la réalité. Cela pourrait être tiré en doute, la formule 
ne pourrait être qu'approchée. C'est pour cette raison que PorNcaRÉ reprend le 
probléme en abandonnant la loi de Pranck et en se servant seulement de la 
relation que ce physicien a trouvée entre l'énergie d'un résonnateur et celle du 
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rayonnement noir. Ce nouvel examen conduit à la conclusion que l'énergie to- 


x 


tale du rayonnement sera infinie à moins que l’intégrale 


?lo 
* 


w d 


ne tende pas vers zéro avec r,. La fonction w doit done présenter au moins 
une discontinuité (pour » — 0), analogue à celles que donne la théorie des quanta. 


! Ce résultat avait été trouvé par M. P. Exrenresr; voir Ann. d. Physik, 36 (1911), p. 91. 


L'ŒUVRE ASTRONOMIQUE D'HENRI POINCARE. 


PAR 


H. v. ZEIPEL 
à Ursar. 

Dans l’histoire de l'Astronomie, POINCARÉ restera toujours au premier rang 
des explorateurs les plus éminents qui par la force irrésistible de leur génie ont 
réussi à étendre les limites de la science de l'Univers. Au premier coup d'ceil, cette 
opinion peut paraître étrange, puisque Poincaré n'était ni observateur ni calcu- 
lateur. Mais pour justifier notre sentiment, il suffit de rappeler que l'Astronomie — 
dans ses efforts pour connaitre les lois du mouvement et l'état physique des 
corps célestes et de l'Univers — doit nécessairement rester en coopération intime 
avec l'Analyse mathématique, la Mécanique et la Physique. C'est l'honneur im- 
périssable de PorxcARÉ d'avoir renforcé les liens qui doivent rattacher |’ Astronomie 
à ces autres branches de la Science. Ainsi, l'Astronomie a pu profiter de la ri- 
gueur et de l'élégance des méthodes de l'Analyse moderne et des progrés récents 
de la Physique mathématique. 

La plupart des travaux astronomiques de PoINCARÉ se rapportent au pro- 
bléme des » corps et particuliérement au mouvement des planétes et des satel- 
lites dans notre systéme solaire. Pour bien faire comprendre l'importance de ces 
travaux, il convient de rappeler en peu de mots l'histoire de ce probléme célèbre. 

Il est bien connu que la découverte de l'attraction universelle avait été 
bien facilitée par ce fait que les masses des planétes sont petites par rapport 
à celle du Soleil. De méme, la plupart des méthodes qui ont pour but le calcu! 
du mouvement des corps célestes doivent leur succés à la petitesse des masses 
Ainsi les fondateurs de la Mécanique céleste ont développé les coordonnées ou 
les éléments des planètes suivant les puissances d'un petit paramètre ı de l'ordre 
des masses. Ces développements perfectionnés plus tard par Hansen, LEVERRIER, 
NEwcownB, Hirt et GAILLoT ont permis de déterminer quantitativement pour 
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plusieurs siécles le mouvement des planétes avec une exactitude comparable avec 
celle des observations. 

Toutefois, étant donnés les termes séculaires oü le temps sort des signes 
trigonométriques, ces théories classiques ne peuvent pas suffire pour des espaces 
de temps très longs. D'ailleurs, et pour la méme raison, ces séries ne nous ap- 
prennent pas grand'chose au point de vue de la stabilité du systéme. 

Pour démontrer la stabilité et afin d'étudier en général les orbites au point 
de vue qualitatif, LAGRANGE développa les perturbations séculaires les plus im- 
portantes en séries trigonométriques. Ensuite, DELAUNAY, dans sa théorie de la 
Lune, démontra qu'il est possible d'éviter complétement les termes séculaires. 
Mais c’est NEWCOMB qui énonca le premier en toute généralité que les coordonnées 
des planétes peuvent se développer en séries purement trigonométriques. Toutefois 
NEWCOMB n'est pas entré dans tous les détails de la démonstration. GYLDEN 
s’occupa de la méme question dans sa théorie des orbites absolues, mais sa théorie 
ne semble jamais avoir obtenu sa forme définitive. Ensuite MM. LiNpsTEDT et 
BouLIN ont traité certaines équations différentielles de types spéciaux qui se 
rencontrent dans la théorie de GYLDEn, et ont montré que ces équations peuvent 
étre intégrées au moyen de séries purement trigonométriques. 

Mais la résolution compléte du probléme formel dont il s'agit fut réservée 


à Poincaré. Il y est arrivé en généralisant la méthode de M. Linpstepr. En: 


somme, POINCARÉ démontre que les éléments canoniques des planètes peuvent se 
développer formellement en séries trigonométriques suivant les multiples d'un 
certain nombre d'arguments linéaires par rapport au temps. Les séries sont 
ordonnées aussi suivant les puissances des masses et de certaines quantités de 
l’ordre des excentricités et des inclinaisons. Mais Porncaré va beaucoup plus 
loin. Il montre, d'une part, que les séries en question ne sont pas convergentes, 
et que, par suite, elles ne donnent pas la solution compléte du probléme célébre, 
la détermination du mouvement des corps célestes pour tous les temps. Mais il 
démontre, d'autre part, que les séries trigonométriques dont il s'agit sont semicon- 
vergentes et qu'elles suffiront aux besoins de l'Astronomie pendant des espaces de 
temps extrémement longs. 

Dans ces derniers temps, M. K. SunpMAN est arrivé à une solution du pro- 
bléme des Trois Corps par une voie tout à fait différente. Ce savant a appli- 
qué une méthode générale due à PorNcanÉ, laquelle donne la solution complete 
d'un systéme d'équations différentielles tout le long de l'axe réel, si la solution 
reste holomorphe dans une bande queleonque autour de cet axe. M. SUNDMAN 
a tourné la difficulté causée par la possibilité des chocs et a montré que les coor- 
données des trois corps et le temps peuvent se développer suivant les puissances 


T 
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d'une variable auxiliaire. Ces séries sont valables pour toutes les valeurs du 
temps. Mais il reste à voir si les séries de M. SUNDMAN convergent assez rapide- 
ment pour satisfaire aux besoins pratiques de l'Astronomie. En tout cas, les 
séries en question ne résolvent pas le probléme de la stabilité. D'ailleurs la méme 
méthode n'est peut-être pas applicable au probléme général des n corps (où n> 3), 
puisque la nature des singularités des solutions de ce probléme général reste 
encore inconnue. 

Pour étudier au point de vue qualitatif les solutions du probléme des » corps 
et d'autres problémes de Dynamique beaucoup plus généraux, PorNCARÉ s'est 
engagé dans une autre voie. Il cherche avant tout les solutions spéciales les plus 
simples. Il trouve ainsi les solutions périodiques dans lesquelles le systeme re- 
prend aprés un certain temps sa configuration et ses vitesses relatives initiales. Il 
découvre aussi une classe de solutions plus générales: les solutions asymptotiques 
qui se rapprochent asymptotiquement d'une solution périodique pour t = — x 
ou pour ¢= +o. Parmi ces solutions, il y en a d'ailleurs une infinité qui se 
rapprochent de la solution périodique non seulement pour / —.— » mais aussi 
pour / — +. Ce sont les solutions doublement asymptotiques. Pour démontrer 
leur existence, POINCARÉ a dû inventer une notion nouvelle et extrémement 
féconde: celle des invariants intégraux. Tous ces résultats sont établis avee la 
rigueur absolue qu'exigent les Mathématiques. La théorie des invariants intégraux 
lui permet aussi de traiter la question de la stabilité. Il trouve ainsi que dans 
un certain cas spécial du probléme des Trois Corps, le systéme revient en géné- 
ral infiniment souvent aussi prés que l'on veut de sa situation relative initiale. 
Les solutions qui ne jouissent pas de cette propriété sont infiniment peu pro- 
bables. 

En poursuivant les recherches dont nous venons de parler, PoINCARE n'a pas 
réussi à pénétrer jusqu'au fond du probléme proposé, qui est d une complication 
extrême. Toutefois les résultats auxquels il est arrivé forment dans leur ensemble 
un terrain solide sur lequel les chercheurs de l'avenir pourront s'appuyer avec 
confiance. 

Les solutions périodiques sont surtout utiles quand il s'agit de caleuler le 
mouvement d'un systéme dont les conditions initiales sont voisines de celles qui 
correspondent exactement à la solution périodique. On peut alors prendre cette 
solution comme point de départ et développer ainsi la solution cherchée suivant 
les puissances d'un certain nombre de quantités petites. Ainsi on réussira parfois 
à résoudre certains problèmes où les méthodes anciennes ne sont pas applicables, 

Pour le caleul des perturbations, le développement de l'inverse de la distance 


de deux planétes en série trigonométrique, suivant les multiples des anomalies 
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moyennes, est d'une importance capitale. Pour étudier les coefficients de ce déve- 
loppement, qui sont certaines fonctions des éléments, PorwcanÉ applique les 
théories générales des singularités et des périodes des intégrales doubles. Enfin, 
pour caleuler certains termes éloignés et de périodes trés longues dans le déve- 
loppement considéré — termes qui donnent parfois naissance à des perturbations 
assez importantes — Poıncar& fait usage de la méthode ingénieuse de M. DARBOUx 
qui donne l'expression asymptotique d'une fonction dépendant d'un grand nombre. 

La plupart de ces travaux importants, concernant le mouvement des corps 
célestes et les propriétés générales des équations de la Dynamique, ont été publiés 
par Poincaré dans un grand mémoire couronné t. 13 des Acta mathematica, 
dans les trois volumes de son admirable ouvrage «Les méthodes nouvelles de la 
Mécanique céleste» et dans les deux premiers volumes de ses «Leçons de Méca- 
nique céleste.» 

Les chefs-d’ceuvre déjà mentionnés auraient suffi à créer la gloire impéris- 
sable d'un savant. Mais PorwcaRÉ a traité enccre avec le méme succès toute 
une foule de problèmes astronomiques des plus importants. 

Rappelons dés maintenant qu'il a perfectionné la methode de LAPLACE pour 
la détermination des orbites, de sorte que cette méthode élégante est devenue 
aussi la plus efficace au point de vue pratique. P. 


Dans la Géodésie, PorxcaRÉ a attiré l'attention sur les mesures de la pesan- 
teur en montrant que ces mesures suffisent pour déterminer les irrégularités du 
géoide. Il a signalé aussi l'importance des mesures des azimuts dans les trian- 
gulations géodésiques. 

La théorie des marées est certainement l'une des plus difficiles de la Méca- 
nique céleste. Avant PorwcARÉ, on ne savait traiter que des cas particuliers en 
admettant par exemple que la mer recouvre toute la Terre et que la profondeur 
de cette mer ne dépend que de la latitude. Deja dans ses premiers travaux sur 
ce sujet, dans le Journal de Mathématiques de 1896, Porwcan£É a recherché la 
solution générale du probléme. Les méthodes proposées et les résultats auxquels 
il est arrivé ont eu la plus grande influence sur le développement récent de Ja 
Physique mathématique en général. Maintenant, il est vrai, ces résultats s'obtien- 
nent plus facilement par la méthode de M. FnEDpHorw, laquelle constitue pour 
ainsi dire le point culminant de ce développement. C'est d'ailleurs POINCARÉ qui 
a appliqué le premier cette méthode ingénieuse à la résolution théorique du pro- 
bléme général des marées. La plupart des recherches de PorNcaRÉ sur la théorie 
en question se trouvent réunies dans le troisiéme volume de ses «Lecons de Me- 
canique céleste». C'est un travail d'une élégance et d'une clarté tout à fait re- 
marquables. 
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La théorie des figures d'équilibre relatif des masses fluides est d'une impor- 
tance capitale pour l'Astrophysique et pour la Cosmogonie. Une telle théorie 
nous permettrait de suivre le développement des nébuleuses et des astres et nous 
renseignerait probablement sur les causes de la variabilité des étoiles. Malheu- 
reusement les problémes dont il s'agit ne semblent pas encore étre abordables 
dans toutes leurs généralités. D'une part, nos connaissances sur la constitution 
de la matiére au sein des étoiles, sous les pressions et les températures énormes 
qui y régnent, sont encore tout à fait insuffisantes méme pour la mise en équa- 
tions des problémes; d'autre part, méme dans le cas idéal oü les problémes 
peuvent être analytiquement posés, les difficultés analytiques paraissent encore 
insurmontables, à moins qu'on ne se trouve dans le voisinage d'une solution 
particuliére et simple. 

Et néanmoins POINCARÉ est arrivé à plusieurs résultats d'une grande géné- 
ralité. Il a montré que la rotation doit être uniforme autour de l'un des axes 
principaux d'inertie de la masse; il a trouvé une limite supérieure de la vitesse 
de rotation; il a déduit la condition nécessaire et suffisante pour la stabilité de 
l'équilibre en tenant compte de la viscosité du fluide. 

Même si le fluide est supposé homogène, les difficultés analytiques à sur- 
vaincre sont considérables. L'une des plus belles découvertes de PoINCARÉ se 
rapporte à ce cas idéal. Par une méthode extrémement féconde, il démontre 
l'existence d'une infinité de nouvelles figures d'équilibre qui se rattachent, pour 
certaines valeurs du moment de rotation, aux ellipsoides déjà connus de Mac 
Laurin et de JacoBr. On rencontre dans cette théorie la notion nouvelle des 
coefficients de stabilité, lesquels présentent des analogies intéressantes avec les 
exposants caractéristiques des solutions périodiques dans les problèmes de la Dyna- 
mique. Poincaré démontre que les ellipsoides de Mac Laurin peu aplatis et 
les ellipsoides de Jaconr les moins allongés forment une suite continue de formes 
d'équilibre stables. Cette suite se prolonge aprés par des figures piriformes 
auparavant inconnues, dont la matiére semble enfin vouloir se partager en deux 
parties. 

Quoique les corps célestes ne soient pas homogènes, ces découvertes de Porxcan£ 
jettent une lumiére assez claire sur la genése des étoiles doubles et sur l'origine 
de la Lune. A ce point de vue, ces recherches forment pour ainsi dire le com- 
plément de celles de G. H. Darwin sur l'évolution des systémes doubles par 
l'influence des marées internes. 

Poincaré a publié aussi des «Leçons sur les Hypothèses cosmogoniques» 
Il y a exposé les hypothéses qui ont une base scientifique solide, en a fait une 
analyse approfondie et a signalé les objections que soulévent les idées émises. 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 10 mars 1915. jo 
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Personne n'était plus compétent que Poincaré pour se faire juge de toutes ces 
hypothéses parfois aussi incertaines qu'ingénieuses. — 

Essayons enfin — ce qui est impossible — de caractériser en peu de mots 
l'esprit des travaux de Poincaré. Toujours ce sont les problèmes fondamentaux 
qui attirent son attention. Toujours il fait preuve d'une faculté de généralisa- 
tion éminente. Son imagination parait presque sans limites. Ses exposés se 
distinguent par une élégance et une limpidité extraordinaires. Les cas particuliers 
et les détails l'intéressent moins, ou peut-étre le temps ne lui a pas permis de les 
approfondir. 

Il est évident que, justement à cause de cette grande généralité, l’œuvre 
astronomique de PorwcaARÉ restera pour longtemps comme une véritable mine 
d'or pour les chercheurs qui veulent y pénétrer. 

Dans ce qui suit, nous allons essayer de donner une exposition rapide de 
cette œuvre gigantesque. Nous mettrons en lumière surtout les résultats, mais 
parfois aussi l'essentiel des méthodes. 


1. Forme des équations du mouvement. 


Dans l'étude si compliquée du mouvement des corps célestes, il importe de 
donner aux équations différentielles une forme aussi simple que possible. 

On choisit d'ordinaire comme variables les coordonnées, X,, X,,... Xaxy des 
N planétes rapportées au centre du Soleil. Comme variables conjuguées Y,, 
Y,, ... Yan, on prend les composantes des quantités de mouvement dans ce 
mouvement relatif. La forme des équations devient alors semicanonique, et la 
fonction caractéristique change d'une planète à l'autre. Il y a là un inconvénient 
considérable, surtout quand il s'agit du caleul des perturbations d'ordre supérieur. 

Pour obtenir la forme canonique, il faut choisir les variables d'une autre 
manière. C'est ainsi que Rapav a fait le choix suivant. Il désigne par X,, X,, X, 
les coordonnées de la planéte P, par rapport au Soleil S, par X,, X,, X, les 
coordonnées de P, par rapport au centre de gravité de S et P,, par X7, X,, X, 
les coordonnées de P, par rapport au centre de gravité de S, P, et P, et ainsi 


= 


: A é . , : 2 1 AX; TE : 
de suite. Comme variables conjuguées, il prend Y; = m; Hi m; étant certaines 


masses fictives qui ne différent que peu des masses réelles. Avec ces variables, 
les équations du mouvement prennent la forme canonique, la fonction caractéri- 
stique. F étant l'énergie totale du système en supposant le centre de gravité 


comme fixe. 
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Les équations de Rapav n'ont pas été employées dans la pratique, puisque 
l'expression de F est trop compliquée quand il s'agit de calculer les perturbations 
d'ordre supérieur. Pour remédier à cet inconvénient, POINCARÉ [164; 187; 464, 
n? 26]' choisit les variables X; comme dans les théories anciennes. Mais comme 
variables conjuguées Y;, il prend les composantes des quantités de mouvement 
dans le mouvement absolu en supposant fixe le centre de gravité du systeme. 
Les équations ont encore la forme canonique, mais l'expression de l'énergie totale 
F en fonction des variables X;, Y; est beaucoup plus simple qu'avec les variables 
de Rapav. 

Les masses des planétes étant petites, il convient d'employer comme vari- 
ables les éléments du mouvement képlérien. Poincaré regarde les coordonnées 
relatives X et les composantes de la quantité du mouvement absolue Y qui 
correspondent à la planéte P; comme les coordonnées et les composantes de la 
quantité de mouvement d'un point mobile attiré suivant la loi de NEWTON par 
un centre fixe. La masse du centre fixe et celle du point mobile sont conve- 
nablement choisies. Soit dans l'orbite de ce point mobile az, ex, ix, lx, gx, 6; le 
demigrand axe, l'excentricité, linclinaison, l'anomalie moyenne, la distance du 
périhélie au noeud et la longitude du noeud. Les X, Y qui correspondent à la 
planète P; seront ainsi donnés comme certaines fonctions des éléments ax, . . . Op. 
Cela étant, PorwcARÉ introduit au lieu des variables X, Y les variables [278, 
n? ri; 464, n° 56] 


Li Pr Var, Gy — Lk VlI—ei, 9% = Gy cos ix 
li AUTRE : OK 


les fx dépendant de la masse du Soleil et de celle de la planète P;. Apres ce 
changement de variables, les équations restent canoniques. La fonction carac- 
téristique F peut se mettre sous la forme 


Fi UR ep ae 


« étant de l'ordre des masses des planètes. F, ne dépend que des Ly. Enfin 
uF,, qui s'appelle la fonction perturbatrice, est développable en série trigono- 
métrique suivant les multiples des variables angulaires /, g, #, les coefficients dé- 
pendant des variables conjuguées L, G, ©. Avec les variables de POINCARÉ, la 
fonction perturbatrice est aussi simple que dans les théories anciennes. Mais le 
grand avantage, c'est qu'on aura une seule fonction perturbatrice pour toutes 
les planétes. 


* Les nombres en crochets se rapportent à la bibliographie qui se trouve dans l'Analyse des 
Travaux Scientifiques de Hexer Poincaré faite par lui-même dans les Acta mathematica, tome 38 


316 H. v. Zeipel. 


‘ 
Les équations dont nous avons parlé rentrent dans le type général [278, n° 13] 


dz; dF dy; — dF NE 
(1) di dy’ dt 7 da, (PRE 
où 


F=F,+uf, + wWF,+--- 


est développé suivant les puissances d'un petit paramètre u; F, est indépendant 
des y;; F,, F,,... sont périodiques par rapport aux y; avec la période 2x. 

L'étude du probléme des N + 1 Corps est beaucoup compliquée par le fait 
que les périhélies et les noeuds sont fixes dans le mouvement non troublé. Il en 
résulte que F, ne dépend que des grands axes, c'est-à-dire seulement de quel- 
qu'unes des variables z;. Seulement dans le cas spécial le plus simple du pro- 
bléme des Trois Corps, appelé le probléme restreint, et qui comporte deux degrés 
de liberté, F, dépend de tous les z;. 

Si les excentricités et les inclinaisons sont petites, il est avantageux d'em- 
ployer d'autres variables canoniques. PorNcaRÉ fait alors souvent l'usage des 
variables [278, n? 12; 464, n? 57] 


Ly, E — V 2 (Lx — Gy) cos (gy + Ox), Ex — V 2 (Gy —O5) cos Ox, 


ix, k= — V 2 (La— Gi) sin (gx + On), vi = — V 2 (8105) sin 6, 


où 4; — 1; + gx + 0x est la longitude moyenne de Pj. Les équations rentrent alors 
dans le type 


dz; dF dy; dF 
ihn dy: dt da 
(2) d& dE dy aF 
dt dns: cm dé,’ 
ou 
JI, i UMS E IDEO Ee 
Ici F, ne dépend que des x; F,, F,,... sont périodiques par rapport aux y avec 


la période 2:r et développables suivant les puissances des £ et des 7. 


2. Solutions périodiques. 


C'est LAGRANGE qui le premier a démontré l'existence de solutions pério- 
diques dans le probléme des Trois Corps. Dans ces solutions de LAGRANGE, les 
rapports des distances mutuelles restent invariables et les trois corps forment ou 
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bien un triangle équilatéral ou bien ils se trouvent en ligne droite. Ces derniers 
temps, ces solutions de LAGRANGE ont acquis un intérét particulier par la dé- 
couverte des astéroides du type Hector ayant le méme moyen mouvement que 
Jupiter. C'est à M. G. W. Hitt que la science doit la découverte d'une classe 
nouvelle de solutions périodiques. En négligeant dans la théorie de la Lune 
l'excentricité de l'orbite terrestre et la parallaxe du Soleil, M. Hinr parvient à 
démontrer l'existence d'orbites périodiques renfermant comme paramétre le rapport 
des durées du mois et de l'année. Elles présentent des conjonctions symétriques 
au commencement et au milieu de la période. Parmi les solutions périodiques 
de M. Hirt, celle qui correspond au temps de révolution actuel de la Lune a 
servi, dans ces derniéres années, comme point de départ pour la théorie de la Lune 
de M. E. W. Brown. 

Déjà dans ses premiers travaux sur les courbes définies par des équations 
différentielles, Porxcaré fut conduit à l'étude des solutions périodiques. Dans 
ses recherches sur les solutions périodiques du probléme des Trois Corps [38; 92; 
183; 278] il se place dans les conditions actuelles de notre systéme solaire en 
admettant que les masses de deux corps sont petites par rapport à celle du 
troisiéme. 

Il est ainsi conduit à étudier le systéme [183; 278. n* 37] 

(3) d Kulm... an; u) (3 
les X; étant développés suivant les puissances d'un petit paramètre «. En sup- 
posant que pour «=o ces équations admettent une solution périodique connue 


(4) xi = qut) (t=1, 2,...n) 


de période 7', il se propose de trouver la solution périodique du systéme (3) qui 
pour # = 0 se réduit à la solution périodique (4). 

Soit q;(0)-- 3; la valeur de x; pour t— o et q;(o) + 8; + v; la valeur de 2; 
pour {= T' +r. En généralisant [183; 278, n? 27] la méthode de Cavcny appelée 
Caleul des Limites, POINCARÉ démontre que les v; sont développables suivant les 
puissances des 3;, de r et de «u, pourvu que les fonctions X; soient holomorphes 
et uniformes au voisinage de la solution périodique (4). Évidemment les w, 
s'annulent avec les §;, v et u. C’est la condition de la solution périodique 
et cela s'écrit 


(5) UB i Bayo 8s M)z0. (t—1, 2,...) 
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Puisque les équations (3) ne contiennent pas le temps explicitement, il est permis 
de mettre par ex. g,— 0. On peut en général résoudre les équations (5) en 
mettant pour j5,,...94, v certaines séries convergentes ordonnées suivant les 
puissances de & et divisibles par u. 

Ayant ainsi démontré l'existence de la solution périodique cherchée, POINCARE 
montre [278, n° 42] comment on peut développer les x; en series de FounrER de 
l'argument 2at:(7’+ v). Les coefficients de ces séries sont développés suivant 
les puissances de u. 

Il arrive souvent que les X; sont périodiques de période 2x par rapport à 
certaines des variables a;, par ex. par rapport à &,,...2;. On peut alors re- 
garder comme périodique une solution dans laquelle z,,... z; augmentent de 
certains multiples de 27, tandis que les autres x; reprennent leurs valeurs. Alors 
dans l'exposé précédent, %,,... V; signifient les incréments des z,, . . . x; diminues 
par les multiples mentionnés de 2. Les conditions (5) expriment encore la 
périodicité de la solution. 

Si les équations (3) admettent s intégrales uniformes au voisinage de la 
solution (4), les conditions (5) ne sont pas indépendantes. Si n—s des fonctions 
VU; s’annulent, les autres s'annulent alors en méme temps. A ces n—s conditions 
on peut alors adjoindre les s conditions qui expriment que les intégrales ont cer- 
taines valeurs constantes arbitraires. La solution périodique considérée contient 
alors ces s constantes comme paramétres. 

Il peut arriver que certaines des fonctions V, sont divisibles par u et que 
la solution périodique (4) contient autant de paramètres arbitraires. ll faut alors 


déterminer ces paramétres de sorte que les équations zm — o soient satisfaites 
pour j;— v— u — o. A chaque solution (4) ainsi déterminée correspond alors pour 
de petites valeurs de », une solution périodique qui coincide avec elle pour u — o. 

Poıncar& applique les principes précédents à l'étude des solutions périodiques 
du probléme des Trois Corps [92; 183; 278, n** 39, 40, 47, 48] en supposant, nous 
l'avons déjà dit, que les masses des planètes sont petites. En égalant à zéro le 
paramètre u, qui est de l'ordre des masses, le probléme admet des solutions péri- 
odiques trés simples. On obtient une telle solution en supposant que les deux 
masses infiniment petites décrivent des cercles queleonques concentriques autour 
du Soleil et situés dans le méme plan. On en obtient d'autres en supposant que 
pour «=o les orbites se réduisent à des ellipses et que les durées de révolution 
sont commensurables entre elles. Puisque, pour «=o, les périhélies et les noeuds 
sont fixes, certaines des fonctions Ww, sont divisibles par «. Pour que les coeffi- 
cients de « dans les développements de ces fonctions w, disparaissent, il faut 
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choisir les éléments (les grands axes exceptés) de sorte que les dérivées pre- 
miéres de la partie séculaire de la fonction perturbatrice (partie qui devient 
constante en vertu de la commensurabilité) s'annulent. Poincark démontre 
ainsi l'existence de trois sortes de solutions périodiques dans le probléme des 
Trois Corps. Au bout de la période, le système reprend la configuration qu'il 
avait au commencement, tout le systéme ayant seulement tourné un certain 
angle 9. Au commencement et au milieu de la période, les deux planètes se 
trouvent en conjonction symétrique, les vitesses étant perpendiculaires à la ligne 
ou au plan de conjonction. Les coordonnées relatives des deux planétes peu- 
vent être développées en series de FOURIER d'un seul argument, les coeffi- 
cients étant des séries ordonnées suivant les puissances du petit paramètre w. 
— Pour les solutions de la première sorte, les inclinaisons sont nulles, les excen- 
tricités sont de l'ordre de u et l'angle y est fini. En y mettant «=o, ces or- 
bites se réduisent à des cercles concentriques autour du Soleil et situés dans le 
méme plan. En ne considérant pas comme distinctes deux solutions qui différent 
seulement par la position des axes, par l'origine du temps ou par le choix des 
unités de longueur et de temps, les solutions périodiques de la premiére sorte ne 
renferment qu'un seul paramétre, qui est le rapport m:n’ entre les moyens mou- 
vements dans les deux orbites circulaires limites (pour # = o). — Pour les solu- 
tions périodiques de la seconde sorte, les inclinaisons sont nulles, les excentricités 
finies et l'angle y de l'ordre de u. En y mettant # — 0, ces orbites se réduisent 
à deux ellipses à foyer commun situées dans un méme plan et ayant leurs lignes 
d'apsides coïncidantes. Le rapport n:n' des moyens mouvements dans ces ellip- 
ses est un nombre rationnel. Ces solutions sont caractérisées par le nombre ra- 
tionnel n:n' et par l'excentricité de l'une des ellipses limites qui y rentre comme 
paramètre arbitraire. — Pour les solutions périodiques de la troisième sorte, l'in- 
clinaison n'est pas nulle, les excentricités sont petites et l'angle y de l'ordre des 
masses. Pour «=o les orbites se réduisent à des ellipses peu excentriques ou 
circulaires ayant le Soleil au foyer et non pas situées dans le méme plan. Les 
lignes d'apsides coincident avec la ligne des noeuds ou y sont perpendiculaires. 
Le rapport n:n' des moyens mouvements dans les deux ellipses limites est un 
nombre rationnel. Ce qui caractérise ces solutions périodiques de la troisième 
sorte, c'est d'une part le nombre rationnel »:»' et d'autre part l'inclinaison des 
orbites limites, qui y rentre comme paramétre arbitraire. 

Supposons donnée la valeur du petit paramètre u. Si le rapport des moyens 
mouvements dans les orbites limites se rapproche d'un nombre rationnel de la 
forme (p+1):p, p étant un entier, les orbites périodiques de la première sorte 
deviennent assez excentriques. Dans le voisinage immédiat de ces commensura- 
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bilités, il arrive méme que les séries ordonnées suivant les puissances de « qui 
donnent les solutions périodiques de la premiere sorte ne convergent plus pour 
la valeur considérée de u. Pour examiner ce qui se passe alors, POINCARE se li- 
mite au probléme restreint [367] en supposant que l'une des masses est nulle et 
que l'autre planéte se meut dans un cercle. Si les séries mentionnées ordonnées 
suivant les puissances de 4, qui donnent les solutions périodiques de la pre- 
miére sorte, cessent d'exister, POINCARE montre qu'on peut les remplacer par des 


De P . . f . AUSSIE E 
séries procédant suivant les puissances de Vu. L'excentricité e est alors de l'ordre 


de Vu, et c'est le rapport 9 —lime:Vyu qui rentre comme paramètre arbitraire. 
u=o 


Pour «=o l'orbite se réduit à un cercle, et le rapport entre les moyens mouve- 
ments devient (p 4- 1):p. Si g croît, il arrive enfin que ces nouvelles séries or- 
données suivant les puissances de Vu ne convergent plus. PorwcangÉ montre 
qu'on peut les remplacer alors par les séries ordonnées suivant les puissances 
de u, les mêmes qui donnent les solutions périodiques de la seconde sorte. Ainsi 
au voisinage des commensurabilités mentionnées, les solutions périodiques de la 
premiére et de la seconde sorte ne sont pas analytiquement distinctes. En 
variant le paramétre, on passe des unes aux autres. 

Évidemment, il est infiniment peu probable que les conditions initiales qui 
correspondent à une solution périodique se trouvent réalisées dans la nature. 
Mais il peut bien arriver et il arrive aussi souvent que le mouvement est à peu 
prés périodique. Alors il convient de prendre la solution périodique comme point 
de départ et de développer les coordonnées ou les éléments suivant de petits 
paramètres, ainsi que lont fait déjà DELAUNAY, HILL et Brown dans le cas de 
la Lune. Il semble que ce soit surtout les solutions périodiques de la premiere 
sorte qui auront ainsi une valeur pratique considérable et cela dans la théorie 
du mouvement des astéroides et des satellites. 


3. Exposants caractéristiques. 
Soit 


(6) SI De) (qoom) 


un systeme d'équations différentielles admettant une solution périodique v; = g;(t) 
de période T. Pour étudier les solutions voisines de cette solution, POINCARE 
introduit x; —qi(t) + E; et développe suivant les puissances des £. En ne con- 
servant que les termes du premier degré, il arrive aux équations aux variations 
[183; 278, n? 53] 


— 
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(7) P œ 


Dans les coefficients des 5 au second membre, il faut introduire pour x; ses dé- 
veloppements en séries de FOURIER. Les équations aux variations qui correspon- 
dent à une solution périodique sont donc des équations homogènes et linéaires 
à coefficients périodiques. 

On sait quelle est en général la forme des solutions de ces équations; on 
obtient n solutions particulières de la forme suivante 


(8) ETC DEN IN en CODEN in (P=T,2,...n), 


les a, étant des constantes et les S;, des fonctions périodiques de méme période 
que les q;(t). 

Si deux exposants « ont la méme valeur, on aura une solution particuliére 
de la forme 


(9) Ej = e«t (S; + (S';) (i=1,2,...n), 


les fonctions S; et S'; étant périodiques. 

Les constantes «, s'appellent les exposants caractéristiques de la solution péri- 
odique considérée, 

La nature des solutions voisines dépend en premier lieu des valeurs des ex- 
posants caractéristiques. Si tous ces exposants qui ne sont pas nuls sont pure- 
ment imaginaires, Poincaré dit que la solution périodique est stable; si au con- 
traire, pour quelques-uns des exposants, les parties réelles ne sont pas nulles, la 
solution périodique est appelée instable. Si les valeurs initiales sont voisines de 
celles qui correspondent à une solution périodique stable, le mouvement restera 
pour longtemps semblable au mouvement périodique; au contraire, les solutions 
qui avoisinent à un instant donné une solution périodique instable, s'en éloignent 
en général beaucoup plus töt. 

Rappelons briévement comment les exposants caractéristiques peuvent se 
calculer [183; 278, n? 60]. Soit T la période de la solution périodique généra- 
trice v; =gi(t); soit Pi(o) + 8; la-valeur de x; pour t— o et zx; — q;(T) + 2; + v; 
la valeur de x; pour (t — T. Alors Poincaré montre que les exposants caracté- 
ristiques « satisfont à l'équation 
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les différentiations. 

Dans le cas des équations de la Dynamique, certaines symétries apparais- 
sent, de sorte que les exposants caractéristiques sont toujours égaux deux à deux, 
mais avec des signes contraires. D'ailleurs, si la solution périodique ne corres- 
pond pas à une position d'équilibre relative deux exposants caractéristiques 
sont toujours nuls. 

Rappelons que, toutes réductions faites, les équations du probléme général 
des Trois Corps peuvent se mettre sous la forme canonique avec 4 degrés de 
liberté; dans le cas du mouvement plan, le degré de liberté s'abaisse à 3; enfin 
dans le cas restreint, on n'aura que 2 degrés de liberté. Si les masses des pla- 
nétes sont petites, les seconds membres des équations différentielles sont déve- 
loppés suivant des puissances d'un petit parametre u. Il en est de méme des 
fonctions g(t) et V;(g,, ... 9) mentionnées tout à l'heure. Cela étant, POINCARÉ 
démontre [183; 278, n° 74—78] que dans le probléme des Trois Corps les expo- 
sants caractéristiques des solutions périodiques de la deuxiéme et de la troisi- 
ème sorte disparaissent pour u — o et sont développables suivant les puissances 
de Vu. Enfin en formant les premiers coefficients de ces développements, il dé- 
montre que, dans le probléme réduit des Trois Corps, on n'aura que deux expo- 
sants caractéristiques qui sont identiquement nuls. 

D'ailleurs, PorxcARÉ résout [183; 278, n° 79] complètement les équations 
aux variations du probléme des Trois Corps et montre comment on peut déve- 
lopper en séries trigonométriques convergentes les fonctions S des formules (8) 
et (9). Les coefficients de ces séries sont développés suivant les puissances de 
Vu et convergent pour des valeurs assez petites de ce paramétre. 

Il va sans dire que, dans toutes ces discussions, POINCARE ne regarde point 
seulement les équations spéciales du probléme des Trois Corps, mais les équa- 
tions canoniques générales du type (x). 

Les solutions périodiques étudiées dépendent d'un petit paramétre u. Les 
solutions périodiques du probléme des Trois Corps renferment encore une con- 


_— — 
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stante arbitraire essentielle C. Les exposants caractéristiques qui ne sont pas 
identiquement nuls dépendent de «u et de C. En faisant varier par ex. C, les 
solutions périodiques et leurs exposants caractéristiques varient aussi. 

Supposons donc qu'un système quelconque d'équations différentielles pos- 
sède ,des solutions périodiques qui dépendent d'un paramètre C. Il peut alors 
arriver que pour C — C, une solution périodique cesse d'exister. POINCARE dé- 
montre que cela ne peut se faire que si la solution se confond pour C — C, avec 
une autre solution périodique. Ainsi les solutions périodiques disparaissent (ou 
apparaissent) par couples à la facon des racines réelles des équations algé- 
briques [183; 278, n° 37]. 

Admettons qu'il s'agisse des équations de la Dynamique, et que pour € — C, 
plusieurs solutions périodiques se confondent. PorNcaRÉ démontre que cela ar- 
rive et ne peut arriver que si pour l'un des couples d'exposants caractéristiques 
on aura «T — 4-2 kz: V —1, k étant un entier. Soit pour C>C, y» Je nombré 
des solutions périodiques considérées, pour lesquelles «T' + 2 kx V —ı soit pure- 
ment imaginaire, et p" le nombre des solutions pour lesquelles cette quantité 
soit réelle. Soit g' et q" les nombres correspondants pour C « C,. Il n'y a alors 
que trois hypothéses possibles: 


p v p q' > qus 

Petpet Ge ctt, 

p' =p —1, g — qq" —1. 
Dans tous les cas, on a 


" 


p—q pq. 


Dans le cas simple oü il n'y a que deux degrés de liberté, comme dans le 
cas restreint du probléme des Trois Corps, il n'y a qu'un seul couple d'expo- 
sants caractéristiques qui n'est pas identiquement nul. PoiNCARÉ trouve alors 
le théoréme [280, n? 378]: Si, en variant les paramétres, plusieurs solutions pério- 
diques se confondent, alors il disparait (ow apparait) toujours autant de solutions 
stables que de solutions instables. 

Voici encore un autre théorème dans ce cas de deux degrés de liberté: Si, 
pour cerlaines valeurs des paramétres, une solution périodique perd la stabilité ou 
Vacquiert (et cela de telle facon que Vexposant caractéristique « soit un multiple de 
2: V—ı), c'est qu'elle se sera confondue avec une autre solution périodique, avec 
laquelle elle aura échangé sa stabilité. 


324 H. v. Zeipel. 


4. Solutions asymptotiques. 


En étudiant les solutions voisines d'une solution périodique instable, Porw- 
CARE a découvert une nouvelle classe de solutions auparavant tout à fait in- 
connue [183; 278, ch. VII]. Il les a appelées solutions asymptotiques. Il y'en a 
deux familles: pour la premiére, la solution se rapproche asymptotiquement pour 
i— — « de la solution périodique considérée, pour la seconde famille, ce rap- 
prochement asymptotique aura lieu pour £— + 0. 

En partant des équations (6) et d'une solution périodique z;— g;(f) Poix- 
CARE y pose z;— q;(f) + £j. Il vient alors 


dt 1 


les = étant développés suivant les puissances des $;, les coefficients de ces déve- 
loppements étant périodiques de période 7 = 27. 

Au lieu des variables £;, POINCARÉ introduit des variables nouvelles 1; par 
une transformation linéaire dont les coefficients sont les fonctions périodiques 
Sip qui entrent dans les solutions (8) des équations aux variations. Les équa- 
tions différentielles des »; ont alors la forme 


dui 2 3 
(10) — — Hi = ain HP + Ay + --- 
dt 
Hj" étant un polynome homogène de degré p en 7,,...m avec des coefficients 


périodiques en ¢ de période 27. Les «; sont les exposants caractéristiques. 

Poincaré montre qu'on peut satisfaire formellement à ces équations en 
développant les r; suivant les puissances de quantités 4;ec*i'(i — 1,2,...m), les 4; 
étant des constantes arbitraires. Les coefficients de ces développements sont 
périodiques en £ de période 27. Il n'y aurait exception que dans le cas où il 
y aurait entre les «; une relation de la forme 


n 
WWE Sip EE 
(1r) yV-ı+ 2, 0k Bk — aj = 0 
k=1 


pour des valeurs entières non négatives des P; et entières (positives, négatives 
ou zéro) de y. 

En appliquant la méthode de Cavcnuv appelée Calcul des Limites, POINCARÉ 
démontre que les séries en question convergent, si l'expression (rr) ne peut de- 
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venir plus petite que toute quantité donnée e; c'est-à-dire si aucun des deux 
polygones convexes qui enveloppent, le premier les points dont les affixes sont 
les « et + V—1, le second les points ayant les affixes « et —V—1, — si aucun 
de ces polygones ne contient l'origine; c'est-à-dire si les parties réelles de toutes 
les quantités « sont différentes de zéro et du méme signe. 

Il peut arriver que ces conditions suffisantes pour la convergence ne soient 
remplies que pour un certain nombre des coefficients «, par ex. pour «,,... c. 
Si par ex. «,,...«,, ont leurs parties réelles » o, on peut mettre 4,,41— 4,4: = 
— — 4,-— 0 et développer les 4; en séries convergentes suivant les puissances 
des quantités A,e“t,... 4,,e"»*. On aura ainsi des solutions asymptotiques de 
la premiére famille. De méme, aux exposants caractéristiques dont les parties 
réelles sont «o, correspondent des solutions asymptotiques de la deuxième fa- 
mille. 

Les principes précédents s'appliquent aussi aux équations canoniques avec 
n degrés de liberté. "Toutefois deux exposants caractéristiques étant identique- 
ment nuls et ainsi égaux entre eux, la derniére des équations qui correspondent 
aux équations (ro) aura la forme 


d 12 n 


di Rak Hin + Hi» 


c étant une constante. Néanmoins le nouveau systéme se traite comme les équa- 
tions (ro) et tous les résultats précédents sur l'existence des solutions asymp- 
totiques subsistent. 

Si les équations canoniques sont du type (1), comme dans le probléme des 
Trois Corps, les exposants caractéristiques se développent suivant les puissances 
de Vu et contiennent cette quantité comme facteur. Certains diviseurs (11) sont 
done de l'ordre de Vu. Mais, en revanche, les quantités à intégrer sont toujours 
aussi au moins du méme ordre. Poincaré démontre qu'il existe aussi pour ces 
équations des solutions asymptotiques au voisinage de chaque solution périodique 
instable. Soit «,,...«; les exposants caractéristiques qui ont leur partie réelle 
positive quand Vu >o. Pour les solutions asymptotiques de la première famille, 
les a; et les y; sont développables suivant les puissances de co, — 4,64, 6 
= Axetkt, les A,,... A, étant des constantes arbitraires. Les coefficients de tous 
ces développements sont périodiques en ! de même période que la solution péri- 
odique. Enfin les coefficients constants sont des fractions dont le numérateur 
et le dénominateur sont développés suivant les puissances positives de |v. Ces 
développements des 2; et y; convergent uniformément tant que / est assez voisin 
de — « et Vu>o et assez voisin de zéro. On aura aussi des solutions asymp- 
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totiques analogues qui se rapprochent asymptotiquement de la solution périodique 
pour — 4e. 

Poincaré démontre qu'en développant les coefficients fractionnaires suivant 
les puissances de Vu, on n'aura que des puissances positives. Ainsi, pour les 
solutions asymptotiques des équations (r), les x; et les y; sont développables sui- 
vant les puissances de Vu, o, ... o, les coefficients étant périodiques en t. On 
peut ordonner ces séries suivant les puissances de Vu et déterminer les coeffici- 
ents directement en partant des équations différentielles. Malheureusement ces 
séries ordonnées suivant les puissances de Vu ne sont pas convergentes. Mais 
PorxcARÉ démontre qu'elles sont semiconvergentes. 


5. Nom-existence des intégrales uniformes. 


On sait que le probléme des Trois Corps admet plusieurs intégrales trés 
simples: celles du mouvement du centre de gravité, celles des aires et celle des 
forces vives. M. Bruns a démontré qu'il n'existe pas de nouvelle intégrale algé- 
brique en dehors de ces intégrales déjà connues. 

PorvcARÉ a complété la démonstration de M. Bruns sur un point délicat 
et a confirmé les résultats auxquels ce savant était arrivé [166]. 

Mais PoINCARÉ a examiné la question aussi d'un autre point de vue [278, 
ch. V]. Il admet toujours que deux des masses sont petites (de l'ordre de u) 
par rapport à la troisiéme. En traitant, selon son habitude, la question d'une 
manière aussi générale que possible, POINCARÉ ne regarde pas seulement les équa- 
tions spéciales du probléme des Trois Corps, mais les équations générales du type 
(1). Il démontre que, sauf certains cas exceptionnels, les équations (r) n'admet- 
tent pas d'autre intégrale analytique et uniforme que l'intégrale F — const. Voici 
ce qu'il entend par là: 

Soit D une fonction analytique et uniforme pour toutes les valeurs réelles 
des y, pour les valeurs suffisamment petites de « ct pour les valeurs des x appar- 
tenant à un certain domaine D; le domaine D peut d'ailleurs être quelconque 
et étre aussi petit que l'on veut. Enfin ® doit étre périodique par rapport aux 
y de période 2. Dans ces conditions ® est développable sous la forme 


(12) DD, FU DIEM D, EN, 


D,, D,, D,,... étant uniformes par rapport aux x et aux y et périodiques par 
rapport aux y. 
Poincaré démontre quen général une fonction ® de cette forme ne peut pas 


être une intégrale des équations (x). 
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En supposant qu'il existe une telle intégrale ® distincte de F, il est permis 
de supposer que ®, n'est pas une fonction de F,. En effet, si ®, était une fonc- 
tion de F,, PorNcARÉ montre qu'il serait possible de déduire de et F une nou- 
velle intégrale ® de la nature considérée et pour laquelle @, n'est pas une fonc- 
tion de F,. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction ® soit une inté- 
grale s'écrit 


(13) [F, 0] — o, 


la quantité au premier membre étant la parenthése de Poisson. En égalant à 
zéro les termes de diverses puissances en « dans le premier membre, on obtient 
une infinité d'équations que nous nommerons (13°), (13!), (13°), .. . 

En partant de l'équation (13°), Porncar® fait voir d'une manière très simple 
que ®, ne peut pas dépendre de celles des variables y,, y., . - , y, qui sont con- 
juguées aux variables dont dépend F,. 

En mettant ensuite dans l'équation (13!) les développements trigonométriques 
de PF, et de ®,, il montre que les coefficients du développement de F, doivent 
satisfaire à certaines conditions spéciales pour qu'il existe un certain nombre 
d'intégrales de la forme (12). Cela conduirait trop loin d'énumérer ici ces conditions 
dont l'énoncé est assez compliqué. PorNcaRÉ démontre que ces conditions ne 
sont pas satisfaites dans le probléme des Trois Corps. Pour démontrer rigou- 
reusement le théoréme, quelque petit que soit le domaine D, il faut considérer 
des termes infiniment éloignés dans le développement de F,. Poriwcan£ fut ainsi 
conduit à former certaines expressions asymptotiques pour les coefficients de trés 
haut degré dans le développement trigonométrique de la fonction perturbatrice 
suivant les multiples des anomalies moyennes. Le résultat auquel arrive Porncaré 
s'énonce ainsi: Quand deux des masses sont petites de l'ordre de u, le problème des 
Trois Corps n'admet pas d'autres intégrales de la forme (12) que celles qui sont déjà 
connues. 


6. Séries de M. LINDSTEDT, 


Pour déterminer le mouvement des planétes, les fondateurs de la Mécanique 
céleste ont cherché d'intégrer les équations différentielles en développant les 
inconnus suivant les puissances des masses. Les termes d'ordre n de ces deve- 
loppements sont des polynomes en ¢ d'ordre » au plus, dont les coefficients sont 
des développements trigonométriques d'un certain nombre d'arguments. Depuis, 
ces méthodes classiques ont été perfectionnées et employées surtout par HANSEN, 
LEVERRIER, Newcoms, Hitt et GarrLoT. Il a été ainsi possible de caleuler le 
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mouvement des planétes pour plusieurs siécles avec une exactitude comparable 
avec celle des observations modernes. 

Toutefois, étant donné que ces développements renferment le temps en dehors 
des signes sinus et cosinus, il est évident qu'ils ne peuvent pas suffire quand il 
s'agit de trouver les changements séculaires des orbites. Pour étudier ces change- 
ments, LAGRANGE développa sous forme trigonométrique les inégalités séculaires 
les plus importantes, pour lesquelles l'exposant du temps est égal à l'ordre par 
rapport aux masses. D'ailleurs LAGRANGE ne conserva que les termes du pre- 
mier degré par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. ll lui fallut pour 
ga résoudre un systéme d'équations différentielles linéaires à coefficients constants. 
La théorie de LAGRANGE fut perfectionnée par LEVERRIER et CELLÉRIER qui ont 
conservé aussi les termes du troisiéme et du cinquiéme degré par rapport aux 
excentricités et aux inclinaisons. 

Toutefois, il restait à démontrer la possibilité d'éviter complétement les 
développements suivant les puissances du temps. C’est à DELAUNAY que revient 
l'honneur d'avoir formé le premier des séries générales purement trigonométri- 
ques satisfaisant formellement aux équations du mouvement. Mais DELAUNAY 
s’est occupé seulement de la théorie de la Lune. 

C'est NEwcoMmB! qui démontra le premier que les coordonnées des 8 planètes 
peuvent être développées en séries purement trigonométriques renfermant 
3 X 8—r-—23 arguments variant linéairement avec le temps. La démonstration 
de NEwcoMB repose sur la méthode de la variation des constantes un peu géné- 
ralisée. Il avance par approximations successives, en partant des expressions de 
LAGRANGE où les termes séculaires les plus importants ont déjà la forme trigono- 
métrique. Toutefois NEWCOMB avoue lui-même dans la préface de son mémoire 
que sa démonstration ne peut être considérée comme définitive. D'ailleurs, la 
méthode de Nrwcoms, comme celle de DELAUNAY, demande un grand nombre 
de changements de variables assez compliqués. 

Le probléme dont il s'agit fut résolu aussi par GYLDÉN dans sa théorie des 
orbites absolues. Mais le mode d'exposition de GYLDÉN est malheureusement 
trés compliqué, et il n'est pas facile de dégager dans sa théorie l'idée fondamentale. 

C'est pour simplifier les méthodes de GYLDÉN que M. LINDSTEDT commença 
à s'oceuper de la question. M. LixpsTEDT? a traité les équations différentielles 
de la forme 


Pap F P = x 
(14) Ta te He + Fix Bart, 


! Smithsonian Contr. to Knowledge, Vol. 21 (1874). 
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où les fonctions #;, qui sont du premier ordre, ne renferment que des termes 
périodiques de la forme f cos(2t + b), les 4 étant incommensurables avec n. En 
supposant que l'équation ci-dessus présente certaines symétries, lesquelles d'ail- 
leurs se trouvent réalisées dans la plupart des applications, M. Linpstepr démon- 
tre que x peut se développer en série trigonométrique, où un nouvel argument 
s'est introduit par l'intégration. M. LiNpsTEDT! appliqua sa méthode au probleme 
des Trois Corps en admettant que les excentricités, les inclinaisons et le rapport 
des rayons vecteurs des deux planètes sont des quantités petites. Il montre que 
les distances des trois corps peuvent alors étre développées en séries trigonomé- 
triques avec quatre arguments. 

Voilà à quel point se trouvait la théorie en question quand PorNcaRÉ 
commença à s'y intéresser. PorNcaRÉ se propose d'abord de perfectionner la 
méthode de M. Linpstepr. Il démontre [97] qu'on peut satisfaire formellement aux 
équations (r4) par une série trigonométrique méme dans le cas général oü les fonc- 
tions #; ne présentent plus les symetries dont nous avons parlé. La démonstra- 
tion trés intéressante repose sur un théoréme de GREEN d'aprés lequel une cer- 
taine intégrale, étendue sur une surface fermée quelconque, est nulle. POINCARÉ 
fait preuve ici, comme souvent, d'une pénétration géniale qui lui permet de décou- 
vrir les liens internes qui raccordent parfois entre elles des questions en appa- 
rence tout à fait indépendantes. 

Plus tard, PorwcaRÉ trouve [115; 279, n° 127] que l'équation (r4) peut se 
réduire à un systéme canonique avec deux degrés de liberté, de la forme (1), F, 
dépendant de tous les x;. Il se pose alors le probléme d'intégrer formellement 
les équations générales de ce type sans introduire de développements suivant 
les puissances de /. Il suppose d'abord que 7, dépend de toutes les variables 
%,, ...%,. ll démontre qu'on peut satisfaire alors aux équations (r) en mettant 


z;— ad + ur + ura} +, 


yi — wi + uyi + EYE ten, 
ws nil + o. 


Les constantes d'intégration sont x} et @. Les constantes n; dépendent des x} et 
sont développées suivant les puissances de u. Les x* et yf sont des fonctions 
périodiques de période 27 par rapport aux w; et dépendent d'une manière quel- 
conque des x? mais sont indépendants des @;. Il est facile de former directement 

! Ann. de l'École Normale, Ser. 3, Vol. 1 (1884). 
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les coefficients des développements, si la fonction caractéristique #, développée 
suivant les multiples des y;, ne renferme que des cosinus. Mais en ne faisant 
pas cette hypothése, on rencontre les mémes difficultés que dans le cas général 
de l'équation (14). Par l'application de la méthode d'intégration de Jacost, 
Poincaré évite ces difficultés [279, n° 125]. 

Pour appliquer la méthode de M. LixpsrEDT au probléme général des Trois 
Corps, il était nécessaire de traiter le cas important d'exception où la fonction F, 
ne dépend pas de toutes les variables z,, ...z,. L'emploi de la méthode d'inté- 
gration de Jaconr conduit alors à certaines difficultés, puisque certaines quanti- 
tés de l'ordre des excentricités apparaissent élevées à des puissances négatives 
[279, ch. XI, XII] PorNcamÉ évite la difficulté en faisant un changement de 
variables dans lequel il fait usage des solutions périodiques de la premiére sorte. 
Toutefois, il semble que l'emploi de l'équation aux dérivées partielles de JACOBI 
ne soit pas bien convenable dans le cas dont il s'agit. 

Poincaré revient aprés quelques années à la méme question [208], mais 
alors il part des équations (2). Il suppose d'abord que les £ et » n'entrent pas, 
de sorte que F, dépende de toutes les variables de la premiere catégorie. Pour 
effectuer lintégration, il détermine les fonctions a? et y^ (k> 0) des développe- 
ments (15) de sorte que la fonction F aprés la substitution ne depende que des 


x} et non pas des w;, et de sorte que l'expression 


>> 90.3; — > xj dw; 
1 i 
soit une différentielle exacte. En prenant alors pour variables nouvelles les w; et 
les z?, la forme canonique ne change pas, et comme F ne dépend que des x} ces 
quantités seront constantes, tandis que les w; seront des fonctions linéaires du 
temps. — Poincaré démontre que les 2* et y} se déterminent très facilement 
d'aprés ces principes. 

D'une manière tout à fait analogue, Porxcan£ effectue l'intégration des équa- 
tions générales (2). En ne supposant, pour simplifier, que deux planétes, il cherche 
à exprimer les variables en fonction de six constantes a!, ©), 0,, 0, Qs, 0, et de 
six arguments fonctions linéaires du temps w,, w,, @,, €, €, €,. Les w varient 
rapidement et les w trés lentement. Il développe suivant les puissances de u 


Gi P ura? y— Dury, i — I, 2. 
(16) p p 
- - u 
Sk Dur, yk = Zur We, Jai. Gens 


p p 
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Les fonctions a?, yf, &%, 1% (p>o) seront des fonctions périodiques des w, déve- 
loppées d’autres part suivant les puissances des quantités 


(0) =, DEV — 
oxe kV L pre kY—1 


Elles dépendent en outre des x} d'une manière quelconque. Enfin les y/—w;, 
les £} et les »} seront indépendants des w. Quand on annulera les o;, les fonc- 
tions yP—w;, 5) et nk se réduiront à zéro. 

Cela étant, le probléme dont il s'agit peut étre remplacé par le suivant: dé- 
terminer les séries (16) de telle facon que d'une part la fonction F, quand on y 
a substitué les séries (16), se réduise à une fonction y ne dépendant que des x} 
et o; et de sorte que d'autre part la quantité 

D ridy: + D Exdm — d'x! du: + Dd cider 


i k i k 


soit une différentielle exacte.. Au lieu des variables z;, y;, £x, nz, on peut intro- 
duire alors les aj, 0x, w;, wy. La forme canonique subsiste. Puisque F ne dé- 
pend que des x} et des o;, ces quantités seront constantes, tandis que les w; et 
les c seront des fonctions linéaires du temps, dans lesquelles les coefficients de 
t sont développables suivant les puissances de u et des oj. — POINCARÉ démontre 
que les séries (16) peuvent étre déterminées d'aprés ces principes. 

Une dernière fois, PorNcARÉ est revenu sur le probléme fondamentale 
d'intégrer sous forme trigonométrique les équations du mouvement des pla- 
nétes [464, ch X]. Cette fois, il part des séries mixtes que donne l'application 
de la méthode classique de LAGRANGE. Il en dérive une transformation canonique, 
laquelle conduit aux équations complétes des inégalités séculaires, jamais déduites 
auparavant. 

PorNcARÉ part des équations (2). Il y satisfait à l'aide de développements 
de la forme 


k— ER + 05x, mx — hk + dx. 


un 


z;— at + da, yi— wit y? + Oy, 


Les dx;, dyi, 8Ëx, dnx sont développables suivant les puissances de x, de f, des 
E], des nj. et suivant les cosinus et les sinus de multiples des arguments tw; — 7f, 
c'est-à-dire que ces quantités peuvent étre mises sous la forme 


(17) Zur À Mt cos ( X pow; AE 
i 
Les p; sont des entiers; A et n? ne dépendent que des constantes x}; les A dé- 


pendent seulement des y}; M, est un monóme entier par rapport aux 5; et aux nk. 
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Les dx, Óy;; O&%, On, s'annulent pour # —0o; elles s'annulent également 
pour t= o, de sorte que les constantes x}, yj, 52, 7. sont les valeurs initiales des 
inconnus 2, Yi, 54, Yk pour t=o. 

Dans les développements (17), POINCARE regarde les w; comme des variables 
indépendantes. Il y pose aussi to, de sorte que les termes périodiques sont 
seuls conservés dans les perturbations dx;, Óy; 0§;%, dx. En appelant .42;, 4 yi. 
4E, Ay; ce que deviennent alors ces perturbations périodiques, PorxcaR£ forme 
les équations 


(18) Li APT AG, Yi Uri + yi Ay, Ep Eh IS, 9e Gk + dun. 


dans lesquelles les x}, w;, £}, n? sont des variables nouvelles, tandis que les y} 
sont encore regardés comme des paramètres constants. 

Évidemment, en introduisant dans F les fonctions (18) F ne dépendra pas 
des w; en vertu de l'intégrale des forces vives. 

Toutefois, POINCARE ne conserve pas les x? comme variables. En partant 
des développements (17), il forme certaines fonctions W; indépendantes des wj, 
développables suivant les puissances de u, des Ej et des 77, dépendant d'une ma- 
nière quelconque des x} et se réduisant à x! pour u—o. Il détermine ces fone- 
tions de sorte que, aprés avoir introduit dans (18) les a? exprimés comme fonc- 
tions des W;, des E; et des 17, l'expression 


D xidy: + Dd üdy = m W;dw; — N skank 
i k i k 


devienne une différentielle exacte. La transformation est alors canonique. Comme 
F ne dépend pas des w;, les W; sont des constantes, et les équations différen- 
tielles deviennent 


W;-— const 


dip dE dx dB 


(19) di dm dt —— d£&p 
dap PNE dF 
di daw; 


Les équations de la seconde ligne sont les equations completes des inegalites 
séculaires. POINCARE montre qu'on peut y satisfaire en développant les £7 et 1% 
suivant les puissances des quantités 


(20) Qy e * (nt + ex) y. 


— 
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les ox et ex étant des constantes d'intégration. Les s; sont développables suivant 
les puissances de u et des oj et sont divisibles par «. D'ailleurs l'un des 04 est 
identiquement nul en vertu des intégrales des aires. 

Ayant déterminé ces développements pour £} et 7, on obtient les w; par les 
équations de la troisième ligne des formules (r9). En désignant. par 7; certaines 
quantités constantes, développées suivant les puissances de « et des of, les w;—n;t 
seront développés suivant les puissances des quantités (20). 

Ainsi se trouvent déterminés les x}, w;, 5? et yj qui entrent dans les for- 
mules définitives (r8). 


7. Séries de M. BOHLIN. 


L'application de la méthode de M. LiwpsrEDT aux équations (1), où F, dé- 
pend de tous les x,,...%,, suppose qu'il n'existe pas de relation à coefficients 
dF, 
UU dx 


sives auxquelles conduit cette méthode, on voit apparaitre des diviseurs de la 


entiers entre les quantités n} — En effet, dans les intégrations succes- 


forme Dd mini, les m; étant des nombres entiers. Même dans le cas où un divi- 
seur est de l'orde de Vu, les series de M. LixpsrEDT deviennent illusoires, puisque 
pour certaines suites de termes (termes de méme classe) les dénominateurs sont 
du méme ordre de grandeur que les numérateurs correspondants. 

On ne diminue pas la généralité en supposant que le petit diviseur soit n°, 
de sorte que m, — I, m,—0,... ma — 0. 

Pour éviter les difficultés des petits diviseurs, une nouvelle méthode d'inté- 
gration fut imaginée par M. BourrN.' Il part de l'équation aux dérivées parti- 
elles de Jacost 

F dS dS. 


une x Mie — const. 
MN 7708 vui emp oe 


Il s'agit d'intégrer cette équation en développant la fonction inconnue S suivant 
les puissances de Vu. D'ailleurs les dérivées de S doivent être périodiques par 
rapport aux y. M. Bouin ne traite que le cas ordinaire, où le développement 
de y, renferme un terme proportionnel au temps. Il exelut le cas de la libration 
où la fonction y, contient seulement des termes périodiques. 

Immédiatement après, et d’une manière indépendante, la nouvelle méthode 
d'intégration fut découverte aussi par PorNcaRÉ [183; 279; ch. XIX, XX]. Celui-ci 
a traité aussi le cas si important de la libration. 


' Bihang till K. Svenska Vet. Akad. Handl. Bd. 14, Afd. I, N:o 5. (1888 


334 H. v. Zeipel. 
Dans le cas ordinaire, les fonctions S; qui apparaissent dans le développement 
S —S8,-- VuS, + (Vu)? 8, + (Vu S, 4 ... 


sont finies pour toutes les valeurs réelles de y,,...5,. L'application de la mé- 
thode d'intégration de Jaconr est alors facile. La forme de la solution devient 

E x 

qu— Xv uj at, ge ps (V uj yg. 

k=0 k=0 
Pour k>o, les a; et les y} sont des fonctions périodiques de » arguments w,,... Wn 
linéaires par rapport au temps. Les x} sont des constantes; les y!—w; sont des 
fonctions périodiques de l'argument w,. Le coefficient de ¢ dans cet argument 
est de l'ordre de Vu. 

Dans le cas de la libration, les difficultés sont plus graves. Alors, la fonction 
S, devient imaginaire à moins que l'argument y, soit compris entre certaines 
limites. Quand ces limites sont atteintes, les fonctions S,, S,,... peuvent devenir 
infinies. La méthode d'intégration de Jacogı doit done être abandonnée. 

Au moyen d'une fonction S satisfaisant à l'équation de JacoBr à des termes 
de l'ordre (Vu) prés, PorxcARÉ forme une transformation canonique par laquelle 
les équations différentielles (1) sont ramenées à un autre système canonique d'une 
forme analogue mais plus spéciale. La solution cherchée de ce nouveau systéme 
peut être obtenue par la méthode de M. LiNDSTEDT. 

Dans ce cas de la libration, la forme de la solution des équations (1) reste 
à peu prés la méme que dans le cas ordinaire. Seulement y?, y2—140,, . .. n— on 
seront des fonctions périodiques de l'argument w,, dont le coefficient de t est de 
l'ordre de Vu. 

PorwcaRÉ apporte aussi la plus grande attention au cas limite par lequel 
se fait le passage du cas ordinaire au cas de la libration. Ce cas limite corres- 
pond à une certaine relation entre les constantes d'intégration. Les divers termes 
du développement de la fonction S, qui satisfait à l'équation aux dérivées parti- 
elles de JacoBI, sont alors finis pour toutes les valeurs des y,,... yn. Ils sont pé- 
riodiques de période 47 par rapport à y, et de période 27 par rapport aux y; . . . Yn- 

L'application de la méthode d'intégration de Jacogı au cas limite montre 
que les variables, x,, xx, y,, yx—wx sont alors développables en séries ordonnées 
suivant les puissances de Vu et des cosinus et sinus des multiples de w,, ws, . . - Wn 
et dont les coefficients sont des fonctions uniformes de w,; ces fonctions uniformes 
sont développables suivant les puissances de et, si w, est négatif et suffisamment 
grand, et suivant celles de e—*™, si w, est suffisamment grand (a étant une con- 


foam ae 
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stante). On voit ainsi apparaitre les puissances d'une exponentielle comme dans 
les solutions asymptotiques. Et en effet, pour » — 2, les séries dont il s'agit coin- 
cident avec les développements semiconvergents des solutions asymptotiques suivant 
les puissances de Vu. En ordonnant suivant les puissances de l'exponentielle 
seule (en réunissant en un seul tous les termes qui contiennent une méme puis- 
sance de l'exponentielle mais des puissances différentes de Vu), elles deviennent 
convergentes. 

Pour n>2, les solutions formelles dont i] s'agit doivent être considérées 
comme une généralisation des solutions asymptotiques. Elles se rapprochent 
pour {= + ou pour t= — de certaines solutions renfermant » — 1 arguments 
qui forment une généralisation des solutions périodiques instables. 

POINCARÉ a essayé d'étendre la méthode de M. BonriN au cas d'exception 
où P, ne dépend pas de toutes les variables z,,... 2x, [279, ch. XXI]. Le pro- 
bléme générale du mouvement des planètes rentre dans ce cas. POINCARÉ forme 
alors aussi la fonction S de Jaconr, en la développant suivant les puissances de 
Vu et suivant les multiples des variables y,,...yn. Toutefois, dans ce cas, les 
équations auxquelles conduit la méthode d'intégration de JacoBi ne peuvent plus 
se résoudre par le procédé employé auparavant, c'est-à-dire par le théoréme de 
Caucay sur le développement des fonctions implicites. Les relations entre les 
variables xi, y; et les arguments w; sont beaucoup plus compliquées que dans le 
cas où F dépend de tous les x. Les résultats obtenus par PoINCARÉ dans le 
cas important d'exception dont il s'agit sont considérés par lui-même comme bien 
incomplets, de sorte que de nouvelles études deviendront nécessaires. 

Aprés quelques années, POINCARE est revenu sur la méthode de M. Boutin 
en supposant encore que F, dépend de toutes les variables z,, .. . 2, [280, ch. XXV ]. 

Il reprend d'abord le cas déjà traité oü il n'y a qu'une seule relation linéaire 
dF, 
daz? 
alors développables en séries trigonométriques de n— 71 arguments #,, ... Wp. 


à coefficients entiers entre les n? = — Rappelons que les x; et les y;—w; sont 


Quant aux coefficients de ces séries, PorNcaRÉ les avait développés auparavant 
en séries trigonométriques d'un argument réel w,. Maintenant, il montre que, 
pour les solutions voisines du cas limite, ces coefficients peuvent se développer 
suivant les puissances de deux quantités 


Ae"* et A'e—^*, 


où « est réel et développable suivant les puissances du produit (4.1). De cette 
maniére, c'est la période imaginaire des coefficients qui vient en apparence et 
non plus la période réelle comme auparavant. 
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Ensuite, PorxcARÉ généralise Ja méthode de M. Bonin en supposant qu'il 
y a k relations à coefficients entiers entre les n?. Il montre que les a; et y; sont 
alors développables suivant les multiples de n — k arguments rapidement varia- 


bles «x 41,... 54 et suivant les puissances de Vu et de 2k quantités 
A,ent, Al\erut;... Ayeokt, Av e—cKt 


conjuguées deux à deux. Les A et A’ sont des constantes arbitraires d'intégra- 
tion; les exposants «, qui sont de l'ordre de Vu, peuvent se développer suivant 
les puissances de Vu et des (A, A/),... (Ar A). Dans le cas particulier où k=n — 1, 
on retrouve les solutions asymptotiques en annulant tous les A ou tous les A’. 

On voit ainsi que les solutions générales qui existent au voisinage d'une 
solution périodique (véritable ou généralisée avec plusieurs arguments) ne sont 
autre chose que des séries de M. Boutin. 


8. Divergence des séries de MM. LINDSTEDT et BOHLIN, 


On pourrait étre tenté de croire que les développements trigonométriques 
généraux dont nous avons parlé donnent la solution rigoureuse et compléte des 
équations de la Dynamique qui peuvent se mettre sous la forme (1). POINCARÉ a 
brisé ces espérances et montré que les séries en question ne peuvent pas étre 
uniformément convergentes par rapport aux quantités arbitraires qu'elles renfer- 
ment [183; 279, ch. XIII, XIX]. 

L'étude de la convergence des séries (15) se subdivise. Il faut d'abord exa- 
miner la convergence des développements pour af et y} et ensuite la convergence 
des séries totales pour x; et y. 

Les quantités 2^ et y* ont la forme de séries trigonométriques des argu- 
ments w,, ...%n. Certains coefficients de ces séries sont agrandis en vertu des 


s fn, u 
diviseurs > 


mimi. 

Dans l'étude de la convergence de ces séries, POINCARE s'appuie sur un théo- 
réme démontré auparavant par lui et d'aprés lequel la somme d'une série trigo- 
nométrique ne peut constamment rester inférieure à la moitié d'un queleonque 
de ses coefficients [31; 93]. 

Ensuite, étant données certaines valeurs de 7°, ...75, il montre d'une part 
qu'on peut toujours trouver, dans tout voisinage de ces valeurs, d'autres valeurs 
n°, ...n$ telles que les valeurs absolues des coefficients dans les développements 
de x* et y* ne soient pas limitées. Alors, ces développements ne sont pas unifor- 
mément convergents pour toutes les valeurs réelles du temps. Mais POINCARÉ 
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démontre aussi d'autre part que, dans tout voisinage de ces mêmes valeurs 7°, 
...nÿ, il existe d'autres valeurs 7}, ... ^; pour lesquelles les séries convergent 
uniformément par rapport au temps. 

Cela étant, les séries donnant z^ et y ne peuvent pas converger uniformé- 
ment pour toutes les valeurs du temps et pour toutes les valeurs des x} dans un 
domaine aussi petit que l'on veut. 

Pour éviter cette difficulté, Porncar® fait la remarque qu'on peut grouper 
les termes du développement de la fonction caractéristique F des équations (1) 
suivant les puissances de u, de sorte que les développements pour z^ et yf ne 
renferment qu'un nombre limité de termes. Il suffit alors d'examiner la conver- 
gence des développements totaux (15) pour x; et yi. 

Poincaré démontre d'abord que ces séries ne peuvent pas converger uni- 
formément pour toutes les valeurs réelles des w;, pour les valeurs suffisamment 
petites de « et pour les valeurs des x} comprises dans certains intervalles aussi 
petits que l'on veut. En effet, s'il y avait convergence, on pourrait résoudre les 
équations (r5) par rapport aux x} et w;. On trouverait ainsi n intégrales uni- 
formes, périodiques par rapport aux y;. Mais il y a plus. On pourrait choisir u 
et les a} de sorte que la solution (15) soit périodique. En dérivant par rapport 
aux z? et par rapport aux paramètres additifs qui se trouvent dans les w;, on 
obtiendrait un systéme complet de solutions des équations aux variations. Ces 
solutions seraient ou bien périodiques ou bien linéaires par rapport à ¢ avec des 
coefficients périodiques. Ainsi tous les exposants caractéristiques de la solution 
périodique (15) seraient nuls. En général, il n'en est pas ainsi. Donc les séries (15) 
ne convergent pas uniformément par rapport aux quantités u, wy; et x. 

Enfin, PorwcARÉ se demande si les séries (15) peuvent converger uniformé- 
ment pour toutes les valeurs réelles des w; et pour les valeurs suffisamment pe- 
tites de u, les x} étant choisis convenablement. Les raisonnements qu'il fait ne 
lui permettent pas d'affirmer que ce fait ne se présentera pas. Toutefois, pour 
certaines raisons, PorNCARÉ regarde cette convergence comme fort invraisemblable. 

D'une manière analogue, Porycar® démontre que les séries de M. BOHLIN sont 
divergentes au méme titre que celles de M. LiNpsrEDT. En effet, si les séries étaient 
convergentes, on obtiendrait, en résolvant les formules de J'Aconr, n intégrales unifor- 
mes par rapport aux x et y et périodiques par rapport aux y, ce qui est impossible. 

Il n'est pas difficile de comprendre pourquoi les séries dont il s'agit sont 
divergentes. Pour les séries de M. LiNpsrEDT, la divergence dépend des petits 
diviseurs s'introduisant par les intégrations; pour les séries de M. BonriN an 
contraire, elle résulte des grands multiplicateurs qui apparaissent en vertu des 
différentiations successives. 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 11 mars 1815 


338 H. v. Zeipel. 


Toutefois, la divergence n'empéche pas que ces séries ne puissent rendre des 
services considérables d'une part dans l'étude qualitative des orbites et d'autre 
part quand il s'agit du caleul pratique des perturbations. En général, les astro- 
nomes ne se sont pas occupés de la question de la convergence; ils ont formé 
des séries satisfaisant formellement aux équations du mouvement; ils ont constaté 
que les premiers termes de ces séries diminuent plus ou moins rapidement et que 
la théorie est en général d'accord avec les observations. 

C'est Poincaré qui le“ premier a expliqué d'une manière satisfaisante cet 
accord. Il a montré [279, ch. VIII] que les séries qui satisfont formellement à un 
systeme d'équations différentielles sont semiconvergentes et qu'elles représentent 
asymptotiquement la solution cherchée pour un certain temps limité. Pendant ce 
temps, les séries de la Mécanique céleste jouissent done des mémes propriétés 
que la série de STIRLING. Appelons par ex. X? et Y? les sommes que l'on ob- 
tient en négligeant dans les développements (r5) et dans leurs arguments w; tous 
les termes en w?-+1, uP+?,... On aura 


lim k 
u=0 D u=0 





impe. i mn lim p a 








Puisque u est donné, l’approximation est limitée. D'ailleurs, l'approximation di- 
minue quand l'intervalle du temps augmente. Toutefois, étant donné les petites 
valeurs des masses des planétes, les développements nouveaux de la Mécanique 
céleste représenteront probablement le mouvement des corps célestes avec une 
trés grande approximation pendant des intervalles de temps extrémement longs. 


9. Invariants intégraux. 


Pour arriver à certains résultats délicats, dans ses recherches sur les équa- 
tions de la Dynamique, PorNcaARÉ s'est appuyé souvent sur une notion nouvelle 
eréée par lui, celle des invariants intégraux [183: 280, ch. XXII, XXIII]. 

Rappelons par quelques mots leur définition. Soit 


dxsa _ 
(21) X, ws didici s - dt, 


CLR CC 


un systeme d'équations différentielles. Soit x7,... 2; un point quelconque d'un 
domaine D(o) à k dimensions. Les valeurs initiales x°,... x, pour — o définis- 
sent une certaine solution des équations (21). Soit dans cette solution z,,... v, 


les valeurs des variables pour la valeur ¢ de la variable indépendante. Quand le 


EE 
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point z7,... x parcourt le domaine D (o), le point z,,... x„ parcourt un domaine 
D (t) appelé le conséquent de D (o). Considérons une intégrale 


1 [Fam dia dias 


F étant une fonction homogéne de degré k par rapport aux différentielles. Si la 
valeur de J étendue sur le domaine D (t) est indépendante de t£, POINCARE dit que 
I est un invariant intégral d'ordre k du systéme (21). 

Comme exemple, citons le volume constant d'une partie déterminée d'un 
fluide incompressible dont le mouvement est permanent. 

Soit d'une maniére plus générale M le dernier multiplicateur du systéme (21). 
Poincaré démontre que 


I E Md, aam da 


est un invariant intégral. 

Dans le cas des équations de la Dynamique, on peut former un certain nom- 
bre d'invariants intégraux trés importants. Soit z;, y; (i— 1, 2, ... n) les varia- 
bles conjuguées. En partant des propriétés des équations aux variations, POINCARE 
démontre que 


I | Daddy, 


Ham da; dy:da,dyx, 
e : pads k dyx 


In= frin an, dx, dy,...dxndYn 


sont des invariants intégraux. Le dernier peut étre obtenu aussi par le dernier 
multiplieateur qui est iei égal à l'unité. Dans ses recherches sur les solutions 
périodiques du deuxiéme genre, sur les solutions doublement asymptotiques et sur 
la stabilité du mouvement, Poincaré a tiré un grand parti des invariants 7, et 7,. 

Soit x; et y; les projections des rayons vecteurs et des quantités de mouve- 
ment d'un systéme de points matériels. En supposant que la fonction des forces 
est homogène de degré p par rapport aux x, POINCARÉ démontre que l'expression 


l= | Sexdy—pydes) 


est une fonction linéaire du temps. 
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En partant de ce théorème, PorwcARÉ déduit certaines formules de vérifica- 
tion [149; 280, ch. XXIV] auxquelles doivent satisfaire les séries générales qui 
satisfont formellement aux équations différentielles de la Mécanique céleste, séries 
dont nous avons parlé dans les trois n° précédents. Ces procédés de contrôle 
ont une grande importance pratique, vu les caleuls longs et difficiles qui sont 
nécessaires pour déduire les séries en question. 


10. Solutions périodiques du deuxième genre. 


Les solutions périodiques dépendent en général d'un certain nombre de para- 
métres. Dans plusieurs problèmes de la Mécanique céleste, la quantité «, qui 
est de l’ordre des forces perturbantes, est un de ces paramètres. Rappelons que 
dans le problème des Trois Corps les solutions périodiques de la première, de la 
seconde et de la troisième sorte renferment encore un paramètre essentiel. 

Cela étant, PoINCARÉ considère un système d'équations différentielles ayant 
une solution périodique P qui dépend d'un paramètre 4 et dont la période est T. 
Designons par P, et 7’, la solution périodique et sa période pour 4 — o. Potn- 
CARÉ se demande si les équations admettent d'autres solutions périodiques dont 
la période, pour de petites valeurs de /, est à peu prés un multiple pT, de T,, 
et lesquelles se confondent avec la solution périodique P, pour 4— o. Ces solu- 
tions, si elles existent, s’appelleront solutions périodiques du deuxième genre [183; 
280, ch. XXVIII]. 

Pour qu'une solution au voisinage de P, ait la période p(T, + r), il faut 
et il suffit que r et les valeurs initiales des variables satisfassent à certaines 
équations de condition. En formant ces équations et en partant aussi de l'équa- 
tion qui donne les exposants caractéristiques de P, considérée comme une solu- 
tion périodique avec la période pT,, PoINCARÉ arrive au résultat suivant: pour 
quil existe des solutions périodiques du deuxième genre, il faut que pour 4 — o 
lun des exposants caractéristiques de P,, qui n'est pas identiquement nul, soit 
v V—1 : 2kz V— 
pT, (soit a, = — pT, 
Cette condition n'est pas suffisante en général, puisque les nouvelles solu- 


un multiple de = =, ket p étant des entiers). 


tions peuvent ne pas être réelles. Mais Porncaré démontre que la condition 
énoncée est aussi suffisante pour l'existence de solutions périodiques du deu- 
xiéme genre, quand il s'agit des équations de la Dynamique. 

Pour la démonstration, PorxcanÉ part de l'invariant intégral /, des formules 
(22). En désignant par &; et n; les valeurs de a; et y; pour £— o et par X; et Y; 
les valeurs de v; et y; pour t= pT on aura 
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{| Y Xd Y; —d£diy) —o, 


l'intégrale double étant étendue à une aire quelconque A. En remplaçant l'inté- 
grale double par une intégrale simple étendue au contour de l'aire A, Porxcan£ 
trouve que l'expression 


aS, = DIX: — &) d(Y; + 5) — (Yi—5)d(X; + &)] 
i 
est une différentielle exacte. 

S, est une fonction holomorphe des §;, des 4; et de T au voisinage des va- 
leurs 52, r?, T,, en désignant par §}, n?, les valeurs initiales qui correspondent 
à la solution périodique P,. Poincaré démontre que S, est aussi holomorphe 
par rapport aux variables X;+ £j, Y; t v; et T. 

On peut regarder 7 comme le paramétre qui caractérise la solution péri- 
odique. Les conditions de périodicité, qui s'écrivent 


(23) N—&=0, Y—n=o MINEN) 
prennent la forme 
A Somat: dS, DT 
Dee ar) W=1,2,...n) 
ou bien 
dS ds i 
(24) QE, = 0» LÉ (i=1,2,...n) 


Ces équations sont satisfaites par les valeurs &;—=$;, 7;— 1; (fonctions de 7) 
qui correspondent à la solution périodique P de période T. PorNcaRÉ pose 
§=64 Eu, n=7: +7. Sp devient une fonction des &; et des 1; qui est sta- 
tionnaire quand les £; et les 7/; s'annulent, T étant quelconque. Les termes du 
second ordre par rapport aux £'; et ;/; peuvent se mettre sous la forme d'une 
somme de carrés de fonctions linéaires et homogènes par rapport aux 5; et 1. 
En développant les formules, PorvcanÉ démontre que les coefficients de deux de 


a, pT 


ces carrés, ayant le méme signe, renferment le facteur sin , lequel s'annule 


—I 
en changeant son signe quand 7 passe par Te. Les coefficients des autres carrés 
ne s'annulent pas alors. 

En partant de cette propriété de la fonction S,, PorxcanÉ démontre que 
les équations (24) resp. (23) possèdent encore des solutions réelles différentes di 


' 342 H. y. Zeipel. 


= Ei, 1 — i; et qui coincident avec cette solution pour T—T,. Ces nouvelles 
solutions donnent les valeurs initiales des solutions périodiques du deuxiéme genre. 

Les résultats subsistent aussi dans le cas où la fonction caractéristique F 
des équations différentielles est périodique par rapport aux y; de période 2x et 
si, dans la solution périodique, les y; augmentent de 2m; au bout de la période 
T (m; étant entier). On n'aura quà remplacer Y; par Y;— 2m;pz dans les 
raisonnements. 

Poincaré a fait une étude plus détaillée des solutions périodiques du deu- 
xiéme genre dans le cas relativement simple oü il n'y a que deux degrés de liberté 
(renfermant comme cas spécial le probléme restreint des Trois Corps). Il montre 
alors comment on peut former effectivement ces solutions [280, ch. XXX]. Les 
développements, auxquels il arrive, procèdent suivant les puissances de VA. 
Quand p>4, on aura deux solutions périodiques du deuxiéme genre essentielle- 
ment différentes, qui se confondent pour = 0 avec la solution périodique du 
premier genre, et qui sont réelles toutes les deux ou bien pour 4» o ou bien 
pour A<o. L'une de ces solutions périodiques du deuxième genre est stable, 
l’autre instable. Quand p=2, 3 ou 4, les choses se compliquent et plusieurs 
hypothéses sont possibles. 

Dans le cas des équations (1), on aura des solutions périodiques du premier 
genre dans lesquelles les variables y; augmentent de multiples de 27 au bout de 
la période. Les exposants caractéristiques sont développables suivant les puis- 
sances de Vu et sont divisibles par Vu. Pour les solutions périodiques du deu- 
xiéme genre qui y correspondent, le nombre p est done nécessairement considérable 
et la période trés longue. 

Supposons deux degrés de liberté. Admettons que pour uw -— 4, l’un des 
exposants caractéristiques de la solution périodique du premier genre soit un 
2x V —1 

pT, 
démontre que c'est pour uw >, qu'existent alors les deux solutions périodiques du 


multiple de En admettant que u, ne soit pas trop grand, POINCARÉ 


deuxiéme genre. 

Le probléme restreint des Trois Corps rentre dans ce cas, et alors ce sont 
les solutions périodiques de la deuxiéme sorte qu'il faut regarder comme du pre- 
mier;genre. 

Mais le probléme restreint posséde aussi des solutions périodiques de la pre- 
miére sorte. Si la masse & est petite, les deux exposants caractéristiques qui ne 
| aV—ı 

T 
peut regarder « comme constante, tandis que la constante C de l'intégrale de 


sont pas identiquement nuls sont voisins de + , T étant la période. On 
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JacoBi joue le rôle du paramètre 4. En admettant que la masse de la planète 
perturbante (Jupiter) soit + la masse du Soleil étant choisie comme unité, G. H. 


Darwin! a calculé par quadratures mécaniques les solutions périodiques de la 
première sorte pour diverses valeurs de C. Pour une certaine valeur C, (corres- 
pondant à un moyen mouvement de l’asteroide un peu plus grand que trois 
fois celui de Jupiter), DARWIN trouve que l'exposant caractéristique passe par la 
valeur ^ Lm (T, étant la période qui correspond à C,). Pour les valeurs de 

0 


C un peu plus grandes que C, (T<T,), l'exposant caractéristique est purement 


imaginaire, et l’orbite périodique stable; au contraire, quand C est un peu plus 
petit que C,, l'exposant caractéristique est complexe, et l'orbite périodique est 
instable. 

PoINCARÉ a repris la question [280, n° 381—384] par la voie analytique 
en négligeant, pour abréger, tous les termes de courte période dans le développe- 
ment de la fonction perturbatrice. Les équations du mouvement peuvent alors 
être complètement intégrées. POINCARE arrive aux conclusions suivantes: pour 
deux valeurs C, et C, (C, » C,), correspondant à des moyens mouvements un peu 
plus grands et un peu plus petits que le triple du moyen mouvement de Jupiter, 
la solution périodique de la premiére sorte change sa stabilité. Si C est un peu 
plus grand que C,, la solution périodique de la premiére sorte (considérée comme 
du premier genre) est stable. Quand C passe par C,, cette solution devient in- 
stable. En méme temps, deux solutions périodiques stables et du deuxiéme genre 
apparaissent qui n'existaient pas pour C» C,. Elles coincident pour C=C, 
avec la solution périodique de la premiére sorte. La période de ces deux solu- 
tions (qui ne sont pas essentiellement différentes l'une de l'autre) est d'abord 
deux fois celle de la solution périodique du premier genre. Entre C, et C,, la 
solution périodique de la première sorte reste instable. Quand C passe par C,, 
cette solution redevient stable. En méme temps apparaissent deux solutions pério- 
diques (pas essentiellement distinctes) instables et du deuxiéme genre, coincidant 
pour C=C, avec la solution périodique de la première sorte et n'existant que 
pour C «C,. Leur période est d'abord deux fois celle de la solution périodique 
de la première sorte. PoiNcaRnÉ fait la remarque que les solutions périodiques 
du deuxième genre qui apparaissent ainsi quand C passe par C, et C, ne sont 
autre chose que les solutions appelées auparavant solutions périodiques de la 
seconde sorte. 


! Acta mathematica, Tome 21 (1897 
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PorvcARÉ n'a pas étudié d'une manière générale la stabilité des solutions 
périodiques de la premiére sorte dans le probléme des Trois Corps. Il me semble 
qu'une telle étude pourrait nous donner des renseignements importants sur les 
limites entre lesquelles peuvent exister des orbites générales à peu prés circulaires. 

P 
Peut-étre serait-il possible d'expliquer ainsi les lacunes fameuses dans l'anneau 
des astéroides. 


11. Nouvelles généralités sur les solutions périodiques. 


Quand il s'agit de démontrer l'existence de certaines solutions dans un pro- 
bléme dynamique, il est souvent utile d'appliquer les principes du calcul des varia- 
tions. En effet, à chaque systéme dynamique correspond une intégrale, nommée 
l'action maupertuisienne, dont la variation est nulle quand l'intégration s'effectue 
le long d'une orbite du systéme. Pour que l'action soit effectivement minima 
en suivant une orbite S entre deux points M, et M,, il faut et il suffit qu'il n'y 
ait aucun foyer de M, entre M, et M,. Rappelons que le foyer de M, est un 
point M', sur l'orbite S tel qu'il y ait des orbites qui se rapprochent de M, et de 
M', à des distances infiniment petites du second ordre. 

Poincaré applique la théorie des foyers aux solutions périodiques des équa- 
tions de la Dynamique ayant deux degrés de liberté [280, ch. XXIX]. Il montre 
que chaque point d'une orbite périodique stable posséde un foyer. Au contraire, 
les orbites périodiques instables peuvent se répartir en deux catégories. Sur une 
orbite périodique de la premiére catégorie aucun point n'a de foyer. Une orbite 
périodique de la seconde catégorie se partage en un nombre pair d'ares. Chacun 
des points de l'un des ares aura son premier foyer sur l'are suivant. 

Cela étant, PorwcARÉ démontre la proposition: Pour qu'une courbe fermée 
corresponde à une action moindre que toutes les courbes fermées infiniment voisines, 
il faut et il suffit que cette courbe fermée corresponde à une solution périodique in- 
stable de la premiere catégorie. 

En partant du principe de moindre action, POINCARE démontre encore une 
fois lexistence des solutions périodiques du deuxiéme genre, en supposant qu'il 
y a deux degrés de liberté et qu'il s'agit du mouvement absolu [280, n° 371—376]. 
Soit P une orbite périodique stable renfermant un paramètre 4. Soit T la 
période et admettons que pour A=o lexposant caractéristique « ait la valeur 
«— 2kzV—z1:pT, k et p étant des entiers (p» 4). PorwcARÉ démontre d'abord 
que, sur lorbite périodique qui correspond à 4 — o, chaque point coincide avec 
son 2kitme foyer et qu'on arrive à ce foyer aprés avoir fait p fois le tour de 
l'orbite P. Puis il démontre que, 7 étant à peu prés zéro et situé d'un certain 
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côté de zéro, il est possible de dresser par chaque point M de l'orbite périodique 
deux autres orbites qui se recoupent en ce méme point aprés avoir fait p fois le 
tour de lorbite P et en la coupant 2k fois. A chaque point de P correspondent 
ainsi deux boucles. En faisant la méme construction pour tous les points M de 
P, on obtiendra deux séries de boucles. L'action calculée le long d'une de ces 
boucles variera avec la position du point M; pour chaque série elle aura au 
moins un maximum et un minimum. PoiNcanRÉ démontre que, si l'action est 
ainsi maxima ou minima, les deux tangentes de la boucle au point M coincident 
de sorte que la boucle est une solution périodique. On obtiendra ainsi 4k solu- 
tions périodiques mais dont seulement deux sont essentiellement différentes. L'une 
correspond au maximum, l’autre au. minimum de l'action. Les solutions ainsi 
trouvées sont évidemment les solutions périodiques du deuxiéme genre. 

La démonstration ne s'étend au cas du mouvement relatif que si l'action 
reste positive tout le long de P, ce qui n'arrive pas toujours. — 

PoINCARÉ a consacré [361] ses derniers efforts à la démonstration d'un 
théoréme de Géométrie qui lui permettrait d'étendre considérablement nos con- 
naissances sur les solutions périodiques des problémes de la Dynamique ayant 
deux degrés de liberté. Le théoréme dont il s'agit fut démontré quelques mois 
après la mort de Poıncar& par M. G. D. Birknorr!. En voici l'énoncé: 

Regardons une couronne limitée par deux circonférences concentriques. Sup- 
posons qu'une transformation ponctuelle biunivoque transforme la couronne en 
elle-même, de sorte que les deux circonférences tournent en sens contraires. Ad- 
mettons de plus que la transformation conserve les aires ou, plus généralement, 
qu'elle admet un invariant intégral positif, c'est-à-dire qu'il existe une fonction 
positive f(a, y) telle que l'on ait 


re. y) dx dy — | Era. Y)dXdY, 


les deux intégrales étant étendues à une aire quelconque et à sa transformée. 
Alors, i] existera toujours à l'intérieur de la couronne deux points qui ne seront 
pas altérés par la transformation. 

Porncar® applique [361] ce théorème, de l'exactitude duquel il était con- 
vaincu, aux problémes de Dynamique ayant deux degrés de liberté et en parti- 
culier au probléme restreint des Trois Corps. Rappelons brievement en quoi 
consiste ce probléme: Un corps A, dont la masse est infiniment petite, est attirce 
par deux corps S (Soleil) et J (Jupiter), qui se meuvent en cercles concentriques. 


! Transactions of the American Mathematical Society, Vol 14, Nr 


Acta mathematica, 38. Imprimé le 11 mars 1015. 14 


346 j H. v. Zeipel. 


Le mouvement de A a lieu dans le plan de ces cercles. Le probleme restreint admet 
une intégrale première, appelée l'intégrale de Jacogr. Il est bien connu par les 
travaux de MM. Hitz et BonriN que, pour des valeurs grandes de la constante 
de l'intégrale de JacoBr, le mouvement de A est limité par une certaine courbe 
fermée, sur laquelle la vitesse relative de A est nulle. Si la constante de JACOB] 
est assez grande, il y a trois courbes limites fermées, la premiére entourant le 
corps S, la seconde le corps J et la troisième l'infini. 

Porncark admet que la force vive dans le mouvement relatif ait une valeur 
déterminée et si grande que la courbe limite entourant S existe; il admet aussi 
que le corps 4 se trouve à l'origine du temps à l'intérieur de cette courbe. Cela 
étant, em admettant qu'il existe une solution périodique stable, PorxcARÉ montre 
qu'il y a nécessairement une infinité de solutions périodiques (ce qui n'était démontré 
auparavant que pour de petites valeurs du rapport des masses de J et de 5). 
Rappelons en peu de mots les principes de la démonstration. 

Étant donnée l'intégrale de JacoBr, qui donne en chaque point la grandeur 
de la vitesse relative, le mouvement dépend seulement de trois éléments: les deux 
coordonnées relatives du point mobile A et la direction de sa vitesse relative. 
POINCARE montre qu'on peut faire correspondre d'une manière univoque à chaque 
élément un point de l’espace. A chaque solution correspond ainsi une courbe 
dans cet espace; et par chacun des points de cet espace passe toujours une 
courbe et une seule. A chaque solution périodique correspond une courbe fermée 
et inversement. Soit C, la courbe fermée qui correspond à la solution périodique 
stable donnée. Imaginons maintenant une aire D limitée par cette courbe. Pory- 
CARÉ suppose que cette aire D est simplement connexe et ne se recoupe pas 
elle-méme, et de plus qu'elle est sans contact, c'est-à-dire qu'en aucun point de 
cette aire une courbe C (correspondant à une solution générale) ne vient toucher 
la surface courbe dont cette aire fait partie. 

Soit alors P un point quelconque de D, et P' le conséquent de P c'est-à-dire 
le point où la courbe ©, qui passe par P, recoupe la prochaine fois l'aire D. 
Poincaré démontre que la transformation 7 qui fait passer d'un point à son 
conséquent est une transformation ponctuelle continue de l'aire D en elle-méme. 
D'ailleurs, il résulte de la théorie des invariants intégraux [280, ch XXVII] que 
la transformation T admet un invariant intégral positif. 

Soit maintenant + «V —r les exposants caractéristiques de la solution pé- 
riodique stable considérée. Poincaré démontre qu'on peut assimiler l'aire D à 
l'aire d'un cercle, au point de vue de l’Analysis Situs, de cette manière que par 
la transformation T ce cercle se transforme en lui-même, la périphérie ayant tourné 


l'angle 27:(«@ + m), m étant un certain entier. 
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Un théorème de KmoNECKER enseigne alors qu'il y a, à l'intérieur de D, 
un nombre impair de points inaltérés par la transformation; à chacun de ces 
points correspond une solution périodique; une au moins de ces solutions est 
stable. Soit P, le point correspondant; nous pouvons choisir nos coordonnées 
de sorte que ce point corresponde au centre du cercle. 

Soit -- 2? V —1: les exposants caractéristiques de la solution périodique stable 
qui correspond à Ja courbe fermée C', qui passe par P, Poincaré démontre 
que, par la transformation 7’, la région prés du centre du cercle tourne de l'angle 
2;t (9 +n) autour du centre, # étant un certain entier. 

L'aire du cercle peut étre considérée comme une couronne dont le rayon 
intérieur est nul. Cela posé, effectuons d'abord la transformation 77, puissance 
peme de T, et ensuite une seconde transformation qui tourne tout le plan du cercle 
l'angle 2g:c, q étant un entier quelconque. En combinant ces transformations, 
les deux circonférences de la couronne tourneront les angles 


(25) 2n 


p L 3 2 3 2 N 
en q) et 2x (pl; ped ws 


A moins que (3+ n)(@+m)=1, on pourra trouver une infinité de couples de 
nombres entiers p et g tels que les deux angles (25) soient de signes contraires. 
Le théorème géométrique de PoINCARÉ-BIRKHOFE est done applicable. 

Comme p et q peuvent prendre une infinité de valeurs, cela nous fait ume 
infinité de solutions périodiques. 

En variant les données du probléme, les solutions périodiques et les exposants 
caractéristiques changent. Les solutions périodiques qui correspondent au couple 
p,qne peuvent disparaître qu'en se confondant avec l'une ou l'autre des deux 


solutions périodiques qui correspondent aux courbes fermées €, et C^, c'est-à-dire si 


On retrouve ainsi les solutions périodiques du deuxiéme genre. 

Il reste à dire que, pour de petites valeurs de la masse « du corps J, on peut 
s'arranger de sorte que C, et C’, correspondent aux deux solutions périodiques 
de la premiere sorte. Y 

Evidemment, ces derniéres recherches de l'illustre savant ouvrent des per- 
spectives trés étendues sur la théorie générale des solutions périodiques. POINCARE 
dit lui-même qu'il entrevoit, mais d'une manière beaucoup plus vague, qu'on 
pourrait se servir de cette méthode pour montrer que les solutions périodiques 
sont überalldicht. 
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12. Solutions doublement asymptotiques. 


Les solutions asymptotiques qui existent au voisinage d'une solution pério- 
dique instable se partagent en deux familles. La premiére famille renferme les 
solutions qui pour ^ — — c se rapprochent asymptotiquement de la solution pério- 
dique; dans Ja seconde famille au contraire, ce rapprochement asymptotique a lieu 
pour £— +. Il est facile d'étudier les solutions asymptotiques de la premiere 
famille pour des valeurs trés grandes et négatives de /; mais il est encore impos- 
sible de poursuivre cette étude pour des valeurs très grandes et positives de f. 
Inversement, l'étude des solutions asymptotiques de la seconde famille doit étre 
trés compliquée pour des valeurs trés grandes et négatives de f. 

L'une des plus belles découvertes de Porwcan£ se rattache à la théorie des 
solutions asymptotiques. La théorie des invariants intégraux, créée dans ce but, 
lui permet en effet de démontrer l'existence de solutions doublement asymptoti- 
ques qui se rapprochent asymptotiquement d'une solution périodique d'une part 
pour £ — — « et d'autre part pour t= + c [183; 280, ch. XXVII, XXXIII]. 

Dans l'étude de ces solutions, PorxcARÉ se borne à un cas trés particulier, 
celui du probléme restreint des Trois Corps. Il admet que le rapport « des deux 
masses attirantes est trés petit. Il admet aussi que la constante de JACOBI a 
une valeur si grande que la courbe limite entourant S existe, et que le corps 4 
se trouve à l'origine du temps à l'intérieur de cette courbe. Alors le corps A 
n'en sortira jamais. (Cf. page 345, 346). 

Les équations du mouvement peuvent se mettre sous la forme (x) avec deux 
degrés de liberté. PorxcaRÉ démontre d'abord que l'on peut définir les variables 
canoniques z,, %, y,, Y, de sorte que la variable angulaire y, soit toujours crois- 
sante. Il y parvient en choisissant les variables de maniére que les solutions 
périodiques de la premiére sorte et à mouvement rétrograde prennent une forme 
particuliérement simple. 

Enfin, pour faciliter l'exposition, POoINCARÉ fait usage d'un mode de repre- 
sentation géométrique. Par les conditions 


o<y,<2n, oXgy,«2z, F(a%,,72, 4,92) =—C 


se définit une multiplicité à trois dimensions. Entre cette multiplicité et les points 
X, Y, Z de l'espace tout entier, Poincaré établit une correspondance ponctuelle 
" biunivoque au moyen des relations 


Vz cos y, Y Vzsin y, 2 sin y, 


X= 


iia = Sul je 
V4t+z2—20cosy, V4+z—2c08y, 


— V44-2— 2 cosy, 


eee 
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où z—z,:z,. A la surface z — const. correspond ainsi un tore autour de l'axe 
des Z. Ce tore se réduit à l'axe des Z pour z — o et au cercle Z — o, X?+ Y* — 1 
pour z — o. 

Pour une orbite quelconque, le point représentatif X, Y, Z tourne toujours 
autour de l'axe des Z dans le sens direct. A chaque solution périodique corres- 
pond une courbe fermée faisant un certain nombre de tours autour de l'axe des Z. 

Regardons une solution périodique instable de la deuxiéme sorte et l'ensem- 
ble des solutions asymptotiques qui y correspondent. Ces solutions engendrent dans 
l'espace X, Y, Z deux surfaces asymptotiques se coupant suivant la courbe fermée 
qui correspond à la solution périodique. Pour u — 0 les solutions asymptotiques 
deviennent toutes périodiques, les deux surfaces asymptotiques coincident et se 


M, 


o0 


réduisent à l’un des tores men- 





tionnés, qui coupe le demi-plan 
XZ (où X>o, Y —o) suivant 
un certain cercle ©. Supposons 
maintenant u>o et trés petit. 
Admettons, pour fixer Jes idees, 
que Vorbite périodique rencontre 
le demi-plan X Z en deux points 
M, et M,. Ces points se trou- 
vent à peu prés aux deux bouts 
d'un diamétre du cercle C. Soit 
P,M,4, et P, M, A, deux par- 
ties de lintersection de la pre- 


/ 


miére surface asymptotique avec le demi-plan X Z et Q, M, B,, Q, M, B, deux 
parties de l’intersection de la seconde surface asymptotique avec ce méme 
demi-plan. Si u est assez petit, les deux courbes M, A, et M, B, suivent étroite- 
ment le cercle C aussi loin que lon peut admettre que 4, et B, se trouvent 
sur le méme rayon du cercle C. Poincaré montre sur un exemple particulier 
que les deux branches M, A, et M, B, ne coincident pas en général. Cela étant, 
soit A, et B, les premiers conséquents de A, et B,, A, et B, les premiers 
conséquents de A, et B,. Poincaré montre que les distances A, 4, et B, B, sont 
de l'ordre de Vu, tandis que les distances A, B, et A,B, sont de l'ordre infini 
par rapport à u. 

PorvcARÉ démontre que les deux ares A, 4, et B, B, se coupent nécessaire- 
ment. S'il en est ainsi, l'existence d'une solution doublement asymptotique est 
évidente. 
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C’est dans cette démonstration qu'intervient la théorie des invariants inté- 
graux. En partant de l'invariant intégral 


ja dy, dz, dy, 


et en introduisant comme variables d'intégration C, y,, VX? + Y? et Z, Poincaré 
arrive à un invariant intégral positif, où la fonction à intégrer est périodique 
par rapport à y,. En y mettant successivement y, — 0, 2:7, 4:5, .. . et en laissant 
de cóté dC et dy,, il trouve enfin une intégrale 


= | |D(X,2)d4X dZ 
jouissant de la propriété suivante. Soit ¢ une courbe fermée quelconque dans le 
demi-plan X Z. Les orbites qui passent par o forment une surface tubulaire dont 
les intersections successives avec le demi-plan X Z soit o,, 6,,... (appelées les 
conséquents de o). Alors, l'intégrale 7, étendue successivement sur les aires limi- 
tées par 6, 6,, 6,,..., aura toujours la méme valeur. Enfin, en vertu des sup- 
positions faites, la fonction ® est finie et positive dans tout le demi-plan. 

Jomme courbe 6, PorxcaARÉ choisit la courbe fermée M, A, B, M, A, B, M,. 
Sa conséquente 6, sera M, A, B, M, A, B, M,. Puisque l'intégrale J aura la méme 
valeur pour l'aire limitée par o que pour l'aire limitée par o,, les arcs A, A, et 
B,B, ne peuvent pas étre situés comme le montre la figure. Car alors l'intégrale 
I étendue sur l'aire 4,4, B, B, serait nulle, ce qui n'a pas lieu. Ainsi les ares 
A,A, et B, B, se coupent nécessairement. Par leur point de rencontre passe 
évidemment une solution doublement asymptotique. 

PoINCARÉ va beaucoup plus loin en démontrant qu'il existe une infinité de 
solutions doublement asymptotiques. Pour le faire voir, il choisit A, sur Ja solu- 
tion doublement asymptotique déjà trouvée. Alors A, et B, coincident. d'une 
part et A, et B, d'autre part. Cela étant, de l'existence de l'intégrale 7 il n'est 
pas diffieile de tirer la conséquence qu'il passe en effet une infinité de solutions 
doublement asymptotiques entre A, et 4,. 

Citons enfin quelques mots de POINCARE en ce qui concerne ces solutions: 
«Que l'on cherche à se représenter la figure formée par ces deux courbes et leurs 
intersections en nombre infini dont chacune correspond à une solution double- 
ment asymptotique, ces intersections forment une sorte de treillis, de tissu, de 
réseau à mailles infiniment serrées; chacune des deux courbes ne doit jamais se 
recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur elle-méme d'une maniére trés 
complexe pour venir reeouper une infinité de fois toutes les mailles du réseau. 
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«On sera frappé de la complexité de cette figure, que je ne cherche même 
pas à tracer. Rien n'est plus propre à nous donner une idée de la complication 
du probléme des trois corps et en général de tous les problémes de Dynamique 
où il n'y a pas d'intégrale uniforme et où les séries de BoHLIN sont divergentes.» 

Évidemment, en vertu de leur caractère tout à fait spécial, il est infiniment 
peu probable qu'une solution asymptotique ou doublement asymptotique se trouve 
jamais réalisée dans la nature. Néanmoins l'importance de ces solutions au point 
de vue des recherches qualitatives ne peut.étre estimée trop haut. Prises ensemble 
avec les solutions périodiques, ces nouvelles solutions découvertes par POINCARÉ 
forment pour ainsi dire le canevas du tissu si enchevétré formé par la totalité 
des orbites générales. 


13. Stabilité du mouvement. 


La question sur la stabilité du systéme solaire n'a pas cessé d'intéresser les 
astronomes et les g‘omètres: Rappelons à cet égard les théorèmes célèbres de 
LAGRANGE et de Porsson sur l'invariabilité des grands axes et aussi les travaux 
classiques de LAGRANGE, de LEVERRIER et de CELLERIER sur le développement tri- 
gonométrique des perturbations séculaires des autres éléments. Étant donné l'état 
plutôt formel de la science en ce temps-là il n'est pas étonnant que les géomètres 
fussent alors convaincus de la stabilité du mouvement. 

Aujourd'hui nous sommes plus sceptiques. Il arrive souvent avec le 
développement de la science que les difficultés paraissent s'augmenter à la 
lumiére des découvertes nouvelles. Par ses travaux admirables sur la conver- 
gence des séries trigonométriques [93], sur les solutions périodiques, asymptotiques 
et doublement asymptotiques, POINGARÉ a dirigé ainsi l'attention sur de nouvelles 
difficultés qui embrouillent la question de la stabilité du mouvement. Voila 
déjà qui est important, car avant de pouvoir vaincre les difficultés il faut les 
connaitre. 

Mais PoINCARÉ a étudié aussi directement le probléme de la stabilité du 
mouvement et est arrivé à des découvertes trés importantes. C'est encore la 
théorie des invariants intégraux qui lui a servi comme point de départ dans ces 
recherches [183; 280, ch. XXVI]. 

Rappelons d'abord la définition précise de la stabilité donnée par POINCARE: 
Pour qu'il y ait stabilité compléte dans le probléme des Trois Corps, il faut trois 
conditions: 

1° Qu'aueun des trois corps ne puisse s'éloigner indéfiniment; 

2? Que deux des corps ne puissent se choquer et que la distance de ces deux 
corps ne puisse descendre au-dessous d'une certaine limite; 


352 H. v. Zeipel. 


3? Que le systéme vienne repasser une infinité de fois aussi prés que l'on 
veut de sa situation initiale. 

Si la troisiéme condition est seule remplie, sans que l'on sache si les deux 
premières le sont, PorNcARÉ dit qu'il y a seulement stabilité à la Porssox. 

Cela étant, PorxcARÉ démontre qu'il y a stabilité à la Poisson, si le mou- 
vement est limité à un certain domaine et si, de plus, il existe un invariant inté- 
vral positif et fini dans ce domaine. 

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de considérer le mouvement permanent 
d'un fluide incompressible enfermé dans un vase. Dans ce cas, le volume d'une 
partie queleonque du fluide est invariable pendant le mouvement, c'est-à-dire 
l'intégrale triple qui mesure ce volume est un invariant intégral. 

Soit U, un volume quelconque intérieur du vase, les molécules liquides qui 
remplissent ce volume à l'instant zéro rempliront à l'instant r+ un certain volume 
U,, à l'instant 27 un certain volume U,..., et à l'instant nr un certain volume U,. 

Le volume V du vase étant fini, les volumes U,, U,,.. U, ne peuvent pas 
tous être extérieurs les uns aux autres, si x est assez grand. Si U; et Ux ont 
une partie commune, il en sera de méme de U, et U,_;, puisque le mouvement 
est permanent. On peut done choisir le nombre « de telle sorte que U, et Ux 
aient une partie commune. Apres des considérations de cette nature, POINCARÉ 
arrive à la conclusion, qu'il y a des molécules qui traversent le volume U, une infinité 
de fois tant avant qu’aprés l'époque zéro, et cela quelque petit que soit ce volume. 

D'autre part, en général il y a d'autres molécules qui ne traversent U, 
qu'un nombre fini de fois. Poincaré montre que ces dernières doivent être 
regardées comme exceptionnelles ou, pour préciser d'avantage, que la probabilité 
qu'une molécule ne traversera U, qu'un nombre fini de fois est infiniment petite, 
si l'on admet que cette molécule est à l'intérieur de U, à l'origine du temps. 

Enfin, ces résultats sont indépendants de la définition du mot probabilité. 

Les principes mentionnés s'appliquent presque sans modification au probléme 
restreint des Trois Corps. Soit S et J les deux masses attirantes se mouvant en 
cercles concentriques. Soit 4 la masse infiniment petite se mouvant dans le plan 
de ces cercles sous l'attraction de S et J. Pour des valeurs assez grandes de la 
constante de l'intégrale de JacoBI, le mouvement relatif de A par rapport à la 
ligne tournante SJ est limité par l'une ou par l'autre de trois courbes fermées 
C,, C, et C, entourant respectivement les points S, J et ©. PorwcanÉ admet 
que la valeur de la constante de JaconBr est si grande que les deux courbes C, et 
C, existent et que le corps A se trouve, à l'origine du temps, à l'intérieur de C, 
(ou de C,) Alors, le corps A n'en sortira jamais, et la premiere condition de 
stabilité est remplie. 
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Les équations pouvant se mettre sous la forme canonique, il existe certaine- 
ment un invariant intégral positif. En désignant par £, n les coordonnées rela- 
tives de A et par Z', ı/ les composantes de la vitesse relative, l'invariant inté- 
gral devient 

I= | 454548 dr. 

Poincaré montre que cette intégrale est finie si l'intégration est effectuée sur le 
domaine limité par la courbe C, (ou C,) et par deux valeurs de la constante de 
Jacogr voisines l'une de l'autre. Dans l'étude du mouvement dont il s'agit, l'inté- 
gral I peut donc jouer le méme rôle que le volume invariable d'une partie du 
liquide dans le cas du mouvement permanent d'un fluide incompressible. Il en 
résulte que la troisieme condition de stabilité est aussi remplie. La masse A 
repassera une infinité de fois aussi prés que l'on voudra de sa position initiale, 
si l'on n'est pas placé dans certaines conditions initiales exceptionnelles dont la 
probabilité est infiniment petite. La théorie des solutions asymptotiques montre 
que de telles orbites exceptionnelles existent vraiment. 

En voulant appliquer ces considérations au probléme général des Trois Corps 
on rencontre certaines difficultés. Les limites que l'intégrale des forces vives 
impose au mouvement ne suffisent pas pour rendre l'invariant intégral fini. Mais 
par lintroduction d'une nouvelle variable indépendante ¢ au lieu du temps t, 
PorvcaRÉ déduit néanmoins un invariant intégral positif qui est fini. Toutefois 
il peut arriver que ¢ devient infini pour des valeurs finies de f. En prolongeant 
la solution au delà d'une telle valeur de /', on rencontrera une autre trajectoire 
qui doit être considérée comme un prolongement analytique de l'autre. Ainsi, 
on arrive à la conclusion que l'orbite considérée et ses prolongements analytiques 
mentionnés repasseront en général une infinité de fois aussi prés que l'on veut 
de la situation initiale. 

«Il semble d'abord que cette conséquence ne puisse intéresser que l'analyste 
et n'ait aucune signification physique. Mais cette maniére de voir ne serait pas 
tout à fait justifiée. On peut conclure en effet que si le systéme ne repasse pas 
une infinité de fois aussi prés que l'on veut de sa position primitive, le temps 
pendant lequel le périmétre du triangle des trois corps reste inférieur à une quan- 
tité donnée est toujours fini.» 


r4. "Théorie de la Lune. 


Dans la théorie de la Lune de DELAUNAY, les éléments elliptiques sont 
développés en séries trigonométriques suivant les multiples de quatre arguments 
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wi = nt + oi (i=1, 2, 3, 4) fonctions linéaires du temps; n, et n, sont les moyens 
mouvements de la Lune et du Soleil, n, et n, sont ceux du périgée et du noeud. 
DELAUNAY pose n,ın, — m. Les coefficients des séries trigonométriques ainsi que 
les quantités n, et n, sont développés suivant les puissances de m et de certaines 
petites quantités a, e' e, y qui signifient respectivement le rapport entre les dis- 
tances moyennes de la Lune et du Soleil, l'excentricité de l'orbite terrestre, les 
modules de l'exentricité et le module de l'inclinaison de l'orbite dela Lune. Les 
formules de DELAUNAY ne contiennent que des puissances positives de m, c, e', e et y. 

Poincaré démontre [372] que, si on poussait assez loin les développe- 
ments de DELAUNAY, on arriverait à des termes où m figurerait à une puissance 
négative. Dans l'expression de la longitude, les termes correspondants renferment 
au moins en facteur e*ey? et dans l'expression de la latitude au moins ee? y. 

La démonstration de Porwcan£ est intéressante aussi au point de vue de la 
méthode. Il part d'équations différentielles de la forme (2). Au moyen de trans- 
formations canoniques successives, il arrive à d'autres équations de la méme forme 
mais où le développement de F, jusqu'à un degré quelconque, est indépendant 
des variables y et ne dépend des £ et 7 que dans la combinaison i*--;?. En 
négligeant les autres termes de F, l'intégration des équations est immédiate. C'est 
peut-étre la maniére la plus rapide de démontrer les théorémes fondamentaux re- 
latifs à la forme des développements qui satisfont aux équations (2), bien que 
cette méthode ne puisse étre recommandée pour le calcul direct de ces déve- 
loppements. 

En somme, l'apparition des puissances négatives de m est due à l'introduc- 
tion de petits diviseurs d'intégration de l'ordre de »?. D'ailleurs, l'existence de 
ces petits diviseurs de l'ordre de m? dépend de ce fait que, dans les expressions 
des moyens mouvements du noeud et du périgée, les termes en m? sont égaux 
et de signes contraires, c’est-à-dire en rapport rationnel. — 

En mettant e'— e— y — o, les développements de DELAUNAY ne renferment 
qu'un seul argument = w,—w,. La solution est alors périodique. 

En négligeant les paramètres « et e', les équations du mouvement de la Lune 
deviennent particulièrement simples. Ces équations simplifiées ont été l'objet de 
recherches magistrales de M. Hırr.! 

Ce savant a calculé directement la solution périodique mentionnée tout à 
l'heure (pour «— 0). Il a développé les coordonnées relatives de la Lune en 
séries de FOURIER de l’argument r. Les coefficients qui dépendent de m appa- 
raissent sous la forme de séries à termes rationnelles qui convergent trés rapide- 
ment. 


1 American Journal of Mathematics, Vol. I (1878). Coll. Works Vol. I p. 284. 
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M. Hirt ne s'est pas occupé de la question de convergence. Les travaux 
généraux de PorwcaRÉ sur les solutions périodiques montrent que la convergence 
a certainement lieu. 

Pour étudier les solutions voisines de la solution périodique, M. Hırr! a 
formé les équations aux variations. Elles peuvent se mettre sous la forme parti- 
culièrement simple 

d*z 
(26) des + 19, + 29, cos2r + 20,C084T + ...j2 —0. 

Le coefficient 9, contient en facteur m** de sorte que les coefficients © de- 
croissent trés rapidement. On aura deux équations de la forme (26). L'une donne 
les inégalités du premier degré par rapport au module 7; l’autre les inégalités du 
premier degré par rapport au module e. Les parties principales des moyens 
mouvements du noeud et du périgée (parties indépendantes de «, e, e, y) sont 
déterminées par les exposants caractéristiques des équations (26). 

Une équation de cette forme admet deux solutions 


z= Xe Gk g)ry-—. 
k 


Il s'agit de déterminer l'exposant caractéristique g et les rapports des coefficients 
b, M. Hırı a ramené le probléme à la résolution d'une infinité d'équations du 
premier degré à une infinité d'inconnues. M. Hitt admet sans démonstration 
que les déterminants d'ordre infini qu'on rencontre ainsi sont convergents. 

Poincaré démontre la convergence et en méme temps la légitimité de la 
méthode de M. Hitt [9r; 270, n° 185—189; 215]. Par ces travaux de Hirr et 
Poincaré, les déterminants d'ordre infini ont été introduits dans l'analyse. Il 
est inutile de rappeler ici l'importance capitale de cette notion nouvelle. 

Poincaré donne aussi une autre méthode pour calculer l'exposant caracte- 
ristique g et les coefficients b; [214; 464 n° 332—335]. Il développe en effet les 
inconnues cos gw et b,:b, suivant les puissances des quantités 9,, ©,, €, 
En vertu d'un théorème général démontré par Porncar® [60], les séries en question 
représentent des fonctions entiéres et sont ainsi toujours convergentes. 

Il est bien connu que M. E. W. Brown® a élaboré dans ces derniers temps 
une théorie complète pour la Lune en partant des travaux mentionnés de M. Hitt 
Pour déterminer les inégalités d'un degré quelconque par rapport aux quantites 


! Acta mathematica Vol. VIII (1886) [1811]. 
? Memoirs of the Royal Astron. Soc. t. LIIT, LIV, LVII 
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«, €, e, y M. Brown est conduit chaque fois à un système d'équations linéaires 
à seconds membres. Le systéme se partage en deux, l'un du quatriéme et l'autre 
du second ordre. L'essentiel de la méthode de M. Brown, c'est que la valeur 
numérique de m est introduite dés le commencement, de sorte que les développe- 
ments suivant les puissances de m ou de m:(1—m) sont évités. 

PoINCARE propose une autre méthode pour le calcul des termes de degré 
supérieur [216; 464, ch. XXIX]. Cette méthode tout à fait analytique est trés 
originale mais moins directe que celle de M. Brown. Les développements procé- 
dent suivant les puissances de m:(r—7), «, e', e, y. Dans la méthode de Porx- 
CARÉ, les systémes d'équations linéaires à seconds membres qu'il faut résoudre 
sont seulement du deuxiéme ordre. 


I5. Théorie des petites planétes. 


A cóté de la théorie de la Lune, la théorie du mouvement d'une petite pla- 
néte troublée par Jupiter doit être considérée comme un cas particulier assez 
simple du probléme des Trois Corps. 

En négligeant lexcentricité de l'orbite de Jupiter, les équations se mettent 
sous la forme (2) avec trois degrés de liberté. On aura un couple 2, y et deux 
couples Ë, n; 


4? 


y sera la différence des deux longitudes moyennes, les autres variables 
tl Ir tll Il 


x, §', n', E", n' seront définies comme a la page 316. 

Si l’excentricité de l'orbite de Jupiter n'est pas négligée, la fonction F dé- 
pend aussi de lanomalie moyenne de Jupiter, c'est-à-dire du temps. Pour éli- 
miner le temps, on peut introduire un couple z' y! (y' étant cette anomalie moyenne 
et + une variable auxiliaire). Le probléme est alors ramené à la forme canonique 
(2) avec quatre degrés de liberté (deux couples x, y et deux couples §, ;). 

En voulant intégrer ces équations par des séries, il faut distinguer les pla- 
nétes ordinaires et les planétes caractéristiques. La période de révolution de ces 
derniéres est à peu prés commensurable avec celle de Jupiter. 

En voulant appliquer les séries de M. LixpsrEDT aux planètes ordinaires et 
les séries de M. BoHLIN (généralisées) aux planètes caractéristiques, on rencontre 
cette difficulté que les termes en u dans les expressions des moyens mouvements 
du noeud et du périhélie sont égaux et de signes contraires. Pour éviter la diffi- 
eulté en question, on pourrait appliquer un procédé analogue à celui employé par 
PorwcaRÉ dans la théorie de la Lune (page 354). On démontrerait ainsi que les 
séries. de M. LrxpsrEDT (pour les astéroides ordinaires) ne renferment que des 
puissances positives de la masse perturbante s. Au contraire, pour les planètes 
caractéristiques, en admettant que le petit diviseur A, dà à la commensurabilité 
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approchée, est de l'ordre de V u, on rencontrerait (comme dans la théorie de la 
Lune) dans les séries de M. BonriN généralisées des termes d'ordre négatif, Z et 
Vu étant du premier ordre. Toutefois dans les développements des coordonnées 
de l'astéroide, les termes correspondants sont au moins du 7* degré par rapport 
aux excentricités et à l'inclinaison. Évidemment, l'introduction des termes d'ordre 
négatif par rapport à A et Vu n'empêche pas que les séries de M. Bonriw ainsi 
généralisées ne renferment que des termes d'ordre positif, en admettant que cha- 
cune des quantités e!, e et y est aussi de l'ordre de Vu. On pourrait ainsi pousser 
lapproximation jusqu'à un ordre quelconque. 





En mettant dans tous ces développements e'— e — y — o, on rencontrerait la 
solution périodique de la premiére sorte qui correspond au rapport admis entre 
les moyens mouvements. Évidemment, on pourrait aussi faire la théorie de l'asté- 
roide en partant de cette solution périodique (analogue à celle de M. Hirr dans 
le cas de la Lune) et en appliquant ensuite la méthode de M. Brown ou de 
PoivcanÉ pour le caleul des termes renfermant les puissances de e, e et 7. 

Quand il s'agit d'une théorie approchée permettant de retrouver l’asteroide 
pendant quelques centaines d'années, on pourrait se contenter des premiers termes 
des séries mentionnées. Plusieurs astronomes se sont occupés en détail de cette 
question de donner des expressions générales permettant de calculer rapidement 
les perturbations les plus importantes. 

Poincaré a ébauché une méthode de ce genre applicable aux planètes carac- 
téristiques [368; 464, n** 206—210]. Les équations sont de la forme (2) avec trois 
degrés de liberté (un couple x, y et deux couples §, 7). Les 5 et » sont de l'ordre 
de l'excentricité et de l'inclinaison. En premiere approximation, POINCARÉ néglige 
dans F tous les termes qui dépendent de la variable angulaire y, qui signifie 
la différence des deux longitudes moyennes. Les variables sont choisies de sorte 
que l'intégration des équations ainsi abrégées nous donne les perturbations qui 
varient lentement à cause de la petitesse de « ou en vertu de la commensura- 
bilité approchée entre les moyens mouvements. Les inégalités obtenues ainsi en 
premiére approximation sont les plus importantes, puisqu'elles ont été agrandies 
par les petits diviseurs. Enfin, dans une seconde approximation, POINCARE tient 
compte aussi des termes de F qui dépendent de la variable y. Les perturbations 
qui en résultent sont moins considérables. 


16. Développement de la fonction perturbatrice. 


Dans notre systéme solaire, les masses des huit planétes principales sont trés 
petites par rapport à celle du Soleil. Les masses des astéroides et des cometes 
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sont méme tout à fait insensibles. Le mouvement de l'un quelconque de tous 
ces corps, qui ne se rapproche pas trop d'une planéte principale, aura done lieu 
à peu prés suivant les lois de Képler au moins pendant un certain temps limité. 
Les forces qui empéchent le mouvement de rester képlérien dérivent d'une fonc- 
tion de force qui s'appelle la fonction perturbatrice. 

En ehoisissant dans la théorie des planétes les variables proposées par 
Poincaré (voir page 315), la fonction perturbatrice ne sera autre chose que la 
fonction uF, de la page 315. Elle sera la méme pour toutes les planètes et aura 


la forme [164; :87; 464, n? 43] 
uF, = V mm} rof V;V;cos Wii, 
tot > 714, J ar 


m; et m; étant les masses des planètes P; et Pj, 4;,; leur distance mutuelle, V; 
et V; les vitesses absolues des planetes P; et P; (le centre de gravité de tout le 
systeme étant supposé fixe) et enfin W;; l'angle compris entre les directions de 
ces vitesses. 

En introduisant pour les coordonnées relatives et les vitesses absolues les 
expressions des coordonnées et des vitesses dans le mouvement képlérien autour 
d'un centre fixe d'attraction, la fonction perturbatrice et ses dérivées par rapports 
aux variables employées deviennent des fonctions périodiques de toutes les ano- 
malies moyennes, développables en séries trigonométriques suivant les multiples 
de ces anomalies, les coefficients des développements étant des fonctions des 
autres éléments elliptiques ou canoniques. Avant de pouvoir calculer les pertur- 
bations, il faut savoir calculer les coefficients de ces développements. 

Le développement de la seconde partie de la fonction perturbatrice, celle 
qui dépend des vitesses, n'offre pas de difficultés sérieuses [187; 464, n? 239]. 
Il s'agit done avant tout de développer l'inverse de la distance / de deux pla- 
nétes en série trigonométrique suivant les multiples des deux anomalies moyennes. 

Le développement analytique de la fonction perturbatrice a fait l'objet de 
travaux d'un grand nombre d'astronomes et de géométres. Le développement 
analytique le plus simple est celui de NEwcome. 

En supposant nulles les excentricités, le développement de la fonction .7-! 
suivant les multiples des deux longitudes, comptées à partir du noeud, est assez 
simple. Les coefficients de ce développement dépendent des grands axes et de 
l'inclinaison mutuelle des orbites et sont connus sous le nom des coefficients de 
JACOBI. 

Newcome a déduit les coefficients du développement général de la fonction 
4! suivant les multiples des deux longitudes moyennes et des deux anomalies 
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moyennes et suivant les puissances des excentricités, en effectuant sur les coeffi- 
cients de Jaconr certaines opérations différentielles. Les opérateurs de Newcome 


d 
"da? 


« étant le rapport des deux grands axes. Pour calculer successivement les coef- 


sont certains polynomes à coefficients rationnels du symbole différentiel D — 


ficients de ces opérateurs, NewcomB a donné des formules de récurrence assez 
compliquées. 

Poincaré a simplifié beaucoup [464, ch XIX] la théorie des opérateurs de 
NEWCOMB, en montrant que ces opérateurs rentrent comme coefficients dans le 
développement de la fonction 


ae 
a 


suivant les multiples de l'anomalie moyenne et suivant les puissances de l'excen- 
tricité (r,a, v désignent le rayon vecteur, le demi grand axe et l'anomalie vraie, 
tandis que s est un nombre entier) Le développement trigonométrique de la 
fonction considérée avait été étudié déjà par HANSEN. 

Étant donnée cette découverte de Porxcan£É, il était facile de déduire pour 
les opérateurs de Newcoms certaines formules de récurrence beaucoup plus simples 
que celles qu'avait employées NEwcoMB lui-méme. Ainsi, le calcul des termes de 
degré trés élevé dans le développement de la fonction perturbatrice a été con- 
sidérablement simplifié. — 

Soit maintenant / et /' les anomalies moyennes, # et w' les anomalies excen- 
triques des deux planétes. On aura les développements 


4a = 2 A ge EVA (ml + m'l') — 2j Bam EYA (m u + m' u*) i 


, ' 
mim mm 


(E étant la base des logarithmes naturels). 
Pour étudier les coefficients Am ," et Bm.m de ces développements, POINCARE 


les exprime au moyen d'intégrales doubles. En mettant 


,V—lu Y-1wu 


=F , y= 


il obtient la formule [209; 464, n° 242] 


4 I ff VE9?dxdy 
4m, m' 4 a? | | J - am + 1 yn" * 
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| ; ; a : I I 
V, 2 et 4° (le carré de la distance) étant certains polynomes en z, „yet Ji 


Pour obtenir l'expression de 5,,,;, il faut mettre V —4-— 1 dans l'expression de 
Am». Les intégrations doivent s'effectuer suivant les cercles |z| — 1, |y| — x 
dans les plans des variables complexes x et y. La fonction x°y° 4? est un poly- 
nome du sixiéme degré en x et y dont les coefficients dépendent des éléments 
des orbites. 

Les coefficients 4,,,; et B,,,' peuvent se développer suivant les puissances 
des excentricités et de l'inclinaison. Par les travaux de LEVERRIER, de NEWCOMB 
et de BoquET, on connait les premiers termes de ces développement (jusqu'au hui- 
tiéme degré incl.. Poincaré montre comment il est possible de trouver les rayons 
de convergence des ces développements [209, 464, ch XX]. Il s'agit d'indiquer 
les singularités qui déterminent les domaines de convergence. 

Pour. cela, PorxcARÉ se pose le probléme général de trouver les singularités 
d'une fonction définie par une intégrale complexe prise suivant une courbe ou 
une surface fermée. En connaissant les relations qui donnent les singularités 
de la fonction sous le signe d'intégration, considérée comme? fonction des vari- 
ables d'intégration, il est possible d'écrire les relations qui donnent les singularités 
de l'intégrale, considérée comme fonction des paramétres. I] faut exprimer que 
deux singularités de la fonction sous le signe d'intégration coincident, et que ces 
deux singularités se sont trouvées auparavant sur des cótés opposés du chemin 
d'intégration, de sorte qu'il n'est pas possible de les éviter en déformant ce che- 
min. Il n'est pas difficile d'écrire les conditions pour que deux singularités coinci- 
dent. La difficulté est de trouver parmi toutes les singularités possibles celles 
qui appartiennent à la branche considérée de la fonction multiforme qui est dé- 
finie par l'intégrale donnée. 

Poincaré résout la question complètement quand les excentricités sont nulles 
ou quand Vinclinaison est nulle. Pour le cas général, la discussion devient trop 
compliquée. Mais PorwcARÉ arrive presque immédiatement à la conclusion: Pour 
tous les coefficients Ay,m et B, "les développements possèdent le méme do- 
maine de convergences. — 

Ensuite Poincaré poursuit l'étude des coefficients Am,m et Bm,m dans une 
autre direction. Evidemment, le calcul de ces coefficients serait facilité par 
l'emploi de formules de récurrence. Poincaré a ébauché la question en démon- 
trant l'existence de relations linéaires entre les coefficients A et B et leurs déri- 
vées par rapport aux éléments qu'ils renferment [168; 196; 206; 207; 351; 464, 
ch XXI]. 


Dans ces recherches, POINCARE considérefles intégrales 
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étendues suivant une surface fermée dans le domaine des variables complexes x 
et y. 2 et F sont des polynomes donnés en x, z-!, y et y—!, H un polynome arbi- 
traire; 2s est un nombre entier et impair. Poincaré démontre que les intégrales 
II, considérées comme fonctions des paramètres qui entrent dans 2 et F, peuvent 
se réduire à un certain nombre d'entre elles qui sont linéairement indépendantes. 
Si f et w sont les degrés des polynomes F et 2, le nombre des intégrales II qui 
sont linéairement indépendantes est « 8(f + &)*. Si les polynomes F, 2 et H sont 
symétriques, de sorte que leurs signes ne changent pas si z et y changent leurs 
signes simultanément, alors le nombre des intégrales linéairement indépendantes 
est <4(f+ w)’. Ces nombres ne dépendent pas de s. 

Les coefficients Am et Bm,m ainsi que leurs dérivées partielles d'ordre 
quelconque par rapport aux éléments sont des expressions de la forme II. 

Pour les coefficients Bm,m, ona f — 2, v — o, 4(f + w)*— 16. Si l'on envisage 
le développement de la fonction 4°! suivant les anomalies excentriques, il y aura 
ainsi, entre les coefficients, des relations linéaires de récurrence dont les coef- 
ficients seront des fonctions rationnelles des éléments. Ces relations permettent 
d'exprimer tous ces coefficients en fonction de seize entre eux. De plus, chacun 
des coefficients B,,,', considéré comme fonction de l'un quelconque des éléments, 
satisfait à une équation différentielle linéaire du seizième ordre au plus, dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles des éléments. 

Pour les coefficients Am,m,on a f —2, w=1, 4(f + v)! ^36. Le polynome 
2, qui dépend de m et m’, n'est pas le même pour deux coefficients 4,, m diffé- 
rents. Par suite, on ne peut trouver ainsi des formules de récurrence à coefficients 
rationnels entre les A». Mais chacun de ces coefficients, considéré comme fonc- 
tion de l'un quelconque des éléments, satisfait à une équation différentielle liné- 
aire du trente-sixiéme ordre au plus. 

L'intégrale II est une période de l'intégrale double indéfinie 


Do [T E"dzduy 


xy Fs 


Soit k le nombre des périodes fondamentales. Ce nombre k ne dépend pas des 
polynomes H et £2 mais seulement du polynome F. Considérons k + 1 intégrales 
II qui peuvent différer par rapport à H et 2, le domaine d'intégration et le 
polynome F étant le méme dans toutes. Chacune de ces b + r intégrales I 
s'exprime au moyen des périodes fondamentales correspondantes par la méme 
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fonction linéaire à coefficients entiers. Si les paramétres qui entrent dans II 
décrivent dans leurs plans des contours fermés, les périodes subiront une transfor- 
mation linéaire qui sera la méme pour tous les II. Il en résulte qu'il existe entre 
k--1 quelconques des intégrales IT une relation linéaire à coefficients uniformes 
par rapport aux paramétres qui entrent dans F. 

Pour les coefficients B,,,", on a k € 16. Alors, il en est ainsi de méme pour 
l'ensemble des coefficients 4 et B et de toutes leurs dérivées. 

Ainsi, entre tous les coefficients Am,m et leurs dérivées, il existe des relations 
linéaires à coefficients uniformes par rapport aux éléments, de sorte que toutes 
ces quantités peuvent s'exprimer par seize entre elles. 

PorwcARÉ semble espérer qu'une étude plus détaillée des périodes de l'inté- 
grale double qui correspond à Bm,» montrera que le nombre Æ est < 16, quand 
il s'agit du développement de la fonction perturbatrice. 

Si les excentricités sont nulles, la fonction F se simplifie de sorte que k — 4. 
Les relations linéaires correspondantes étaient connues déjà par JACOBI. 

JacoBr a démontré aussi, par des considérations tout à fait élémentaires, que 
les B peuvent s'exprimer linéairement par quinze entre eux. On aurait done 
k € 15 dans le cas général. — 

Arrivons maintenant aux recherches de POINCARÉ sur les expressions asymp- 
totiques des termes de degré trés élevé dans le développement de la fonction 47! 
[120; 173; 278, ch. VI; 464, ch. XXIII]. 

Supposons que les moyens mouvements n et »' de deux planétes soient à peu 
prés commensurables de sorte que mn + m'n' soit une quantité trés petite. Alors 
les perturbations des longitudes qui aprés deux intégrations proviennent du terme 
dont largument est ml--m'l peuvent devenir sensibles quoique le coefficient 
Am,» soit lui-même trés petit. Il serait alors important d'avoir une expression 
analytique qui se rapproche de 4,,,' quand m et m’ sont trés grands. Pour 
trouver une telle expression, POINCARE pose 


+ 
t (2) = * Aavtb;ev+a 2275 


y oo 


a, b, c, d étant de petits entiers donnés. Cette fonction peut se mettre sous la 
forme d'une intégrale simple 


(zy | eae aes 


2 V —1, 


prise le long de la circonférence |?| — 1. Dans 4 (la distance des deux planètes) 
il faut introduire 
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a et y étant deux entiers tels que a« + cy — 1. 

Pour trouver l'expression asymptotique des coefficients 4,5 +4 pour v très 
grand, PorwcARÉ applique la méthode importante de M. DarBovx, qui donne 
précisément l'expression asymptotique des coefficients éloignés d'une série de puis- 
sance, quand on connait la nature des singularités de la fonction sur le cercle de 
convergence. 

La détermination des points singuliers de la fonction ®(z) ne présente pas 
de difficultés, puisque c'est une fonction donnée par une intégrale simple prise 
le long d'un contour fermé. Pas de difficultés non plus en ce qui concerne la 
nature de ces points singuliers, qui sont bien tels que suppose la méthode de 
M. DanBoux. La difficulté provient de ce fait que tous les points singuliers qu'on 
trouve n'appartiennent pas à la branche considérée de la fonction @(z). La dis- 
cussion pour reconnaitre l'admissibilité des points singuliers est assez délicate et 
a été jusqu'ici le principal obstacle à l'emploi général de cette méthode. Poincaré 
n'en a fait l’application que dans le cas spécial où l'inclinaison est nulle, l'une 
des excentricités nulle et l'autre trés petite. 

Ce serait certainement un travail utile de poursuivre ces recherches, au moins 
dans le cas oü les excentricités et l'inclinaison sont petites. 


17. Détermination des orbites. 


Le mouvement d'une planéte ou cométe qui ne se rapproche pas trop d'une 
planéte principale reste sensiblement képlérien pendant un certain temps. Pendant 
ce temps, les éléments osculateurs de l'orbite ne varient que trés peu et peuvent 
étre regardés comme invariables au moins dans une premiére approximation. 
Après la découverte d'un tel astre, il importe de déterminer les éléments de son 
orbite en partant d'observations séparées l'une de l'autre par quelques semaines. 
Pour le caleul des six éléments, trois observations complétes, donnant la longitude 
et la latitude géocentrique (4 et 3), sont en général nécessaires. 

Le probléme de la détermination des orbites au moyen d'observations voisi- 
nes fut résolu par LaPrLAcE en 1780. Rappelons brièvement les principes de sa 
solution. En partant des observations, au moins trois en nombre, et en employant 
la méthode d'interpolation, LAPLACE calcule pour une certaine époque f, la longi- 
tude A et la latitude 3 de l'astre ainsi que les deux premières dérivées de ces 
angles. Les coordonnées rectangulaires héliocentriques de l'astre à l'époque f, 
sont alors des fonctions linéaires, à coefficients connus, de la distance géocentri- 
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que inconnue g. En introduisant ces coordonnées et leurs dérivées secondes dans 
les équations du mouvement képlérien, LAPLACE obtient trois équations linéaires 
par rapport à o et ses dérivées g' et 9", équations dont les coefficients dépendent 
de la distance héliocentrique r de l'astre à l'époque t,. En éliminant 9' et 9", il 
trouve une relation entre g et r. La résolution du triangle formé par le Soleil, 
la Terre et lastre donne encore une relation entre ces mêmes quantités. En 
éliminant r entre ces deux relations, il obtient une équation du 7* degré qui déter- 
mine g. Cette quantité connue, les équations du mouvement donnent l'inconnue 
9 comme fonction linéaire de g. En connaissant ainsi o et o, il est possible de 
calculer pour t=, les valeurs initiales des coordonnées héliocentriques et de leurs 
dérivées du premier ordre. Enfin, en partant de ces valeurs initiales, LAPLACE 
arrive facilement aux valeurs cherchées des éléments. 

LAPLACE n'avait pas élaboré son procédé dans tous ses détails. Les métho- 
des les plus usitées dans la pratique ont été celle de Gavss et celles qui en sont 
dérivées. Gauss part de trois équations linéaires entre les trois distances géo- 
centriques inconnues @ 


Nb? 


Q, et o,, équations qui expriment que le mouvement 
est plan. Les coefficients de ces équations dépendent des deux rapports entre 
les surfaces des trois triangles plans formés par le Soleil et par deux quelconques 
des trois positions de l'astre. Ces rapports sont développables suivant les puis- 
sances des intervalles de temps t,—t, et 4, — t,. Dans les développements de 
Gauss et d'ENCKE, les coefficients ne dépendent que de la distance héliocentrique 
r,; les développements plus approchés d'OrrorzER renferment 7, et 7,, tandis que 
dans les développements encore plus exacts de GIBBs les coefficients renferment 
toutes les distances 7,, r, et r,. En éliminant o, et o, Gauss et ENCKE obtien- 
nent une équation pour g,, donnant o, avec une erreur du premier ordre par 
rapport aux intervalles £, — {, et t,—t,. L'équation de Gauss pour o, est ana- 
logue à l'équation pour o de Larrace. Dans la méthode d'OPPOLZER, on aura à 
résoudre deux équations algébriques entre o, et o. L'erreur des inconnues qui 
s'obtiennent par des approximations successives est du second ordre. Enfin dans 
la méthode de GrBBs on aura trois équations entre g,, o, et o,, et l'erreur des 
inconnues est du troisiéme ordre. En connaissant les coordonnées héliocentriques 
qui correspondent aux observations extrêmes ainsi que l'intervalle de temps f, — f,, 
il est facile de calculer les éléments. Dans les méthodes de Gauss, d'ENCKE, 
d’OPPOLZER et de GiBzs, le degré de l'exactitude augmente d'une unité si les obser- 
vations sont équidistantes de sorte que f,— t, — t, —t,. 

PorxcaARÉ a perfectionné considérablement [371] la méthode de LAPLACE en 
choisissant pour l'époque t, la valeur moyenne des trois époques d'observation 
t,, t, et t,. Alors, les erreurs des valeurs interpolées de la longitude et de la 


— Y^ 
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latitude géocentrique sont du troisième ordre, tandis que les valeurs des deux 
premières dérivées de ces angles sont en erreur du second ordre par rapport 
aux intervalles de temps. Il en résulte que les valeurs calculées de o, o' etc. 
et de tous les éléments sont en erreur du second ordre. Ainsi, la méthode de 
LaPLACE donne en général une plus grande approximation que celle de Gauss, 
quoique la rapidité des calculs soit la même dans les deux méthodes. Si les ob- 
servations sont équidistantes, ces deux méthodes sont équivalentes. La méthode 
d'OrPoLzER l'emporte sur celle de LaPracE seulement si les observations sont 
équidistantes, mais les calculs qu'elle exige sont plus compliqués. Enfin la 
méthode de G188s donne toujours la plus grande exactitude mais seulement au 
prix d'un travail considérable de calcul. D'ailleurs, il ne faut pas pousser 
lapproximation des calculs trop loin, puisque les observations sont elles-mêmes 
erronées. 

Les erreurs du second ordre dans la méthode de LarLacz dépendent des 
dérivées du troisième et du quatrième ordre de la longitude 4 et de la latitude 57 
pour t=t,. PoiNCARÉ montre comment ces dérivées AU, ZI, gU! 3!V et enfin 
les corrections du second ordre des éléments peuvent s'exprimer par des fonc- 
tions rationnelles par rapport aux o, cos À, sin 4, A 4", cos 9, sin P, v, 9" (o étant 
lui-même racine de l'équation déjà mentionnée du 7° degré). 

PorwcaARÉ démontre aussi qu'il est possible d'exprimer de la méme manière 
les corrections dues à l'aberration. 

PorwcaARÉ indique enfin comment on peut appliquer, par la méthode d'inter- 
polation et au début du calcul, la correction de la parallaxe aux coordonnées 
de la Terre et éviter ainsi toute espéce de tátonnement. 

La méthode de Larra4cE, bien que présentant certains avantages dont le 
principal est la facilité de se servir de plus de trois observations, était tombée 
dans un injuste diserédit. Grâce à PoINCARE, cette méthode élégante et pratique 
a été enfin réhabilitée. — 

Les méthodes déjà mentionnées et ayant pour but la détermination des 
éléments elliptiques supposent que les intervalles entre les époques des trois ob- 
servations sont petits, sans toutefois étre trop petits. La résolution du probléme 
plus général de caleuler les éléments moyennant trois observations queleonques 
est beaucoup plus difficile. On aura évidemment six équations pour déterminer 
les six éléments inconnus, mais ces équations sont transcendantes comme l'équa- 
tion de K&rter. Le probléme est done théoriquement possible, mais les res- 
sources actuelles de l'Analyse ne permettent pas de le résoudre en toute rigueur 
et dans toute sa généralité. 

Toutefois PoINCARÉ fait la remarque que, si l'orbite est parabolique, il est 
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possible de déterminer les éléments moyennant trois observations complétes et 
quelconques [281] En effet, dans ce cas, les équations de condition deviennent 
algébriques et le nombre des équations dépasse par l'unité le nombre des incon- 
nues. Les équations devant étre compatibles, on aura une certaine relation entre 
les données d'observation et exprimant que le mouvement est parabolique. Toutes 
réductions faites, on aura enfin les éléments de l'orbite parabolique sous la forme 
de fonctions rationnelles des époques des trois observations ainsi que des cosinus 
et sinus des trois longitudes et latitudes observées, Evidemment, il serait inté- 
ressant de former ces expressions rationnelles. Il pourrait arriver que l'applica- 
tion de cette méthode directe soit plus simple que l'emploi des méthodes actu- 
ellement en usage. 


18. Figure de la Terre. 


Dans son travail célèbre Figure de la Terre tirée des lois de Ü Hydrostatique 
(1740), CLAIRAUT a étudié l'état d'équilibre d'une masse fluide hétérogéne qui se 
trouve en rotation lente autour d'un axe et dont les particules sont soumises à 
la loi de l'attraetion universelle. Si la rotation est nulle, on suppose que les sur- 
faces d'égale densité sont sphériques et concentriques et que la densité diminue 
constamment quand on s'éloigne du centre. Soit D(r)la densité moyenne à l'in- 
térieur de la sphére de rayon r. En vertu de la rotation lente, les surfaces de 
niveau primitivement sphériques deviennent sensiblement des ellipsoides de révo- 
lution autour de l'axe de rotation. L'aplatissement e de la surface de niveau de 
rayon moyen r satisfait à l'équation de CLAIRAUT: 


D (ry! + 742+ 59) + 2rD'(x + 93) — 0, 


où z— re':e. (1, D',e' signifient les dérivées de y, D et e par rapport à r). 
Pour n il faut prendre la solution particuliére qui satisfait à la condition 
n=o pour r —o. 
Rappelons aussi que si 7, est la valeur de 7 à la surface l'aplatissement e, 
de la surface libre est donné dans la théorie de CLAIRAUT par la formule 


€; (1, 2 2) = fs 


© Jor 


i étant! le rapport entre la force centrifuge à l’equateur et la pesanteur à la 
surface libre. Cela étant, la fonction e est complétement déterminée à l'intérieur 
du corps. 


so mi ad m 
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Ajoutons enfin que CLAIRAUT avait déjà démontré que o < 1, < 3 de sorte que 


fj 
Paci. 


PorwcanÉ, en traitant le probléme de CLAIRAUT, montre que la solution par- 
ticulière définie par la condition ; — o pour r — o existe toujours et qu'elle est 
unique [112; 203; 462, ch IV]. PorwcaRÉ montre de plus qu’on a toujours 


(27) 0<7 <3. 


Ces inégalités lui permettent de compléter un résultat obtenu par Rapav. 
En partant de la théorie de CLAIRAUT, ce savant avait déduit la formule curieuse 


où J désigne le rapport (C—A):C, (A et C étant les deux moments d'inertie 
principaux de la Terre), tandisque § est une certaine valeur inconnue de » à 
l'intérieur du corps. 

Les valeurs de I et 9 sont connues: la première est mesurée par la pré- 
cession des équinoxes, la seconde par la physique. On a trouvé /=1:305,;:, 
Pp = 1 : 288,38. 

Rapav avait admis que ;/»0, de sorte que o«£ <n, —0,;54. On a alors 
K < 100075. Cela étant, la valeur e, = 1:293,; (CLARKE 1880) ne peut pas satis- 
faire à la formule de Rapav. Ainsi, les valeurs admises de / et de e, ne sont 
pas d'aecord avec la théorie de CLAIRAUT. 

Étant donnée l'inégalité (27) de PorNcARÉ, il arrive qu'on a toujours K < 1,5», 
puisque o<Ë<3. Le résultat de Rapau subsiste done aussi dans les cas où ; 
peut devenir négatif à l'intérieur du corps. 

Ajoutons que les valeurs suivantes de l'aplatissement: e, — 1:200,: (BESSEL 
1841); e,— 1:298, (HELMERT 1907); e, — 1:297,» (HAYFORD 1909) ne sont pas 
en contradiction avec la théorie de CLAIRAUT. — 

PoINCARÉ a aussi écrit deux mémoires qui se rapportent étroitement aux 
méthodes actuellement en usage dans la Géodésie. Il est bien connu que les sur- 
faces de niveau de la Terre, qui sont orthogonales aux directions de la pesan- 
teur, ne sont pas tout à fait. des ellipsoides de révolution. Le géoide (consti- 
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tuant la surface libre moyenne de la mer prolongée analytiquement, ou par des 
nivellements pensés au-dessous des continents) présente en vérité des souléve- 
ments et des abaissements de quelques centaines de métres par rapport au sphéroide 
de référence. Rappelons aussi que les opérations géodésiques ordinaires, qui 
embrassent des mesures de distances, d'angles horizontaux et verticaux ainsi que 
des déterminations d'azimuts et de latitudes — que toutes ces opérations ont 
pour but d'étudier en détail les irrégularités du géoide. 

Les mesures de l'intensité de la pesanteur sont aussi d'une importance capi- 
tale dans les recherches géodésiques. Au moyen de ces mesures M. HELMERT a 
déterminé l'aplatissement de la Terre. Il semble toutefois qu'on n'ait pas encore 
tiré tout le parti possible de cette espece d'observations. 

Dans le premier des deux mémoires mentionnés [217] PorNcARÉ montre que 
les mesures de l'intensité de la pesanteur, si elles sont assez multipliées et suffi- 
samment exactes, peuvent remplacer les opérations geodésiques ordinaires et 
qu'elles suffisent pour déterminer complétement la forme du géoide. 

Mais avant de pouvoir utiliser ainsi les valeurs mesurées de la gravité, il faut 
y appliquer deux corrections: d'abord la correction de FayE dépendant de l'alti- 
tude et donnant la réduction au niveau de la mer et ensuite une seconde correc- 
tion qui s'obtient par le procédé de condensation de M. HELMERT. Après l'appli- 
cation de ces deux corrections, on trouve, à des quantités prés du second ordre 
par rapport à l’aplatissement, la valeur g' de la gravité qu'on aurait observée 
sur le géoide, si toutes les masses situées à l'extérieur d'une sphére 5 tangente 
intérieure du géoide avaient été condensées sur cette sphére. Les changements 
du géoide en vertu de la condensation sont du second ordre et peuvent étre 
négligés. Aprés la condensation, on peut développer le potentiel V dà à l'attrac- 
tion suivant les puissances négatives de r, les coefficients du développement étant 
des fonetions sphériques, et ce développement sera convergent sur toute la sur- 
face de la Terre. 

Soit £ le soulèvement du géoide au-dessus de la sphère S. Il est clair 
quil y aura des relations simples (en négligeant les quantités du second ordre 
par rapport à l'aplatissement) entre les coefficients correspondants dans les déve- 
loppements de V, de g' et de 5 suivant les fonctions sphériques. 

Soit maintenant 

g'—gy-— > gn Xs 


n=2 


le développement suivant les fonctions spheriques X, qui donne les valeurs ob- 
servées et corrigées g. Poincaré démontre que le soulèvement © du géoide au- 
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dessus de la sphére S est donné, aux termes du second ordre prés, par le déve- 
loppement 


( étant une fonction linéaire connue du carré du cosinus de la latitude. 

Il n'est pas nécessaire de calculer les coefficients g',, qui convergent néces- 
sairement trés lentement. En effet la fonction 2x (g',¢—) aura la forme d'une 
intégrale, qui donne le potentiel d'une couche sphérique attirante, dont la densité 
est donnée par la fonction connue g' — g',, la loi de l'attraction étant représentée 
par une certaine fonction de la distance, et coincidant à peu prés avec la loi 
universelle. 

En introduisant dans cette intégrale, au lieu de g — g',, seulement la pertur- 
bation locale pour un certain lieu, l'intégrale en question donnera le souléve- 
ment du géoide qui correspond à cette perturbation, 

Poincaré a développé cette idée aussi d'une autre manière en négligeant, 
non plus le carré de l'aplatissement, mais le carré du relévement du géoide au- 
dessus de l'ellipsoide, c'est-à-dire une quantité beaucoup plus petite. Alors, au 
lieu de la sphère S, on aura à faire avec un ellipsoide, et les fonctions de Lam& 
s'introduiront au lieu des fonctions sphériques. — 

Dans un autre mémoire, PoINCARÉ traite la question des déviations de 
la verticale en Géodésie [365]. Il s'agit d'un géoide trés peu différent d'un ellip- 
soide de révolution. Soit M un point quelconque du géoide, N sa projection 
sur l'ellipsoide de telle facon que MN soit normale à l'ellipsoide. On définit la 
position de M en donnant la longitude / et la latitude 4 de N ainsi que la lon- 
gueur { de la ligne MN. Soit MP la verticale vraie au point M. On définit 
la déviation de cette verticale en donnant les composantes £ et ; de l'angle très 
petit de MN avec MP vers le Nord et vers l'Est. 

Le long d'une courbe quelconque sur le géoide, /, £, £, y ainsi que l'azimut 
p de la tangente seront certaines fonctions de 4. Soit /' et /" les deux dérivées 
premières de / par rapport à 4. En négligeant toujours les termes du second 
ordre, POINCARÉ démontre que sur une courbe quelconque, tg q est une fonction 
linéaire et homogene de /' et ; dont les coefficients dépendent de 4. Tl donne 
ensuite l'équation d'une ligne géodésique quelconque sur le géoide. Ce sera une 
relation linéaire et homogène entre /', /", £ et n dont les coefficients dépendent 
de A et q. 

Cela étant, PoINCARÉ admet qu'on décrit par des moyens géodésiques une 
ligne géodésique sur le géoide en partant d'un point 4. Admettons, pour sim- 


Acta mathematica. 38. Imprimé le 13 mars 1815 un 
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plifier l'exposition, que l'azimut y s'annule en A. En suivant cette ligne géodé- 
sique, la longitude ne sera pas constante. L'équation de la ligne géodésique 
sera en effet 

— l'" cos À + 2l'sin À — 1 — o. 


Ensuite l'azimut ne restera pas constamment nul.~ On aura 
q —l' cos À + v tg À. 


Il s'agit de caleuler 7 en connaissant y par observation. En différentiant l'ex- 


4 
pression de y par rapport à A, on aura trois relations linéaires en U etl’. Apres 
avoir éliminé /' et 7", on obtient pour » une équation différentielle linéaire et du 


premier ordre. L'intégration donne 
à 
i— 1 = q cot À + | p cot*A4d4, 


i 
40 


No et A, étant les valeurs de 7 et À au point À. 

En général, on a négligé le second terme dans l'expression de »— n,. Porw- 
CARH veut dire que cela n'est pas permis dans les régions équatoriales si A — 4, 
est du méme ordre que la latitude 4. 

Dans le cas général ot l'azimut en A n'est pas nul, on rencontre une cor- 
rection analogue qu'il ne faut pas négliger dans le voisinage de l'équateur. 

Ainsi, si l'on veut déterminer la déviation 7 en mesurant des azimuts, il ne 
suffit pas toujours de faire ces mesures au commencement et à la fin de l'arc. 
Parfois, il est nécessaire de les faire aussi en des stations intermédiaires. 

Poincaré est d'avis qu'on peut expliquer ainsi pourquoi M. OUDEMANS 
dans sa triangulation de Java avait trouvé que les déviations de la verticale 
déduites des mesures d'azimut étaient en général et systématiquement trois fois 
plus grandes que les déviations déduites des mesures de longitude. 


19. "Théorie des marées. 


Dans la théorie des marées, il s'agit d'étudier les oscillations de Ja mer sous 
l'influence de l'attraction de la Lune et du Soleil. Le potentiel de cette attrac- 
tion se compose d'un grand nombre de termes de la forme Cet, C étant une 
fonction sphérique du second degré des coordonnées du lieu, 4 une constante 
purement imaginaire et ¢ le temps. 


INT 
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Étant donnée la petitesse de tous ces termes, qui sont divisés par la troi- 
siéme puissance de la distance de l'astre, il est permis d'étudier séparément les 
oscillations harmoniques causées par chacun d'eux et d'appliquer ensuite le prin- 
cipe de la superposition des petits mouvements. 

D'aprés leurs périodes, les oscillations harmoniques se partagent en plusieurs 
groupes. On aura ainsi une groupe de marées à courtes périodes (semi-diurnes et 
diurnes) qui dépendent de la rotation de la Terre. On aura aussi des marées 
lunaires à longues périodes (semi-mensuelles et mensuelles) ainsi que des marées 
solaires à longues periodes (semi-annuelles et annuelles). 

Pour déterminer les marées à longues périodes, LAPLACE et ses successeurs 
avaient négligé l'aecélération et la vitesse du liquide. Le probléme des marées 
est alors relativement simple et peut se résoudre par les méthodes de la Statique. 
Il suffit d'exprimer que le potentiel des forces agissantes est constant sur la sur- 
face de la mer. Cette condition s’écrit 


(28) gt -H o 0-—k. 


Ici £ désigne le déplacement vertical et cherché de l'eau. Le premier terme g 
est le potentiel de la gravité. Le second terme II est le potentiel du bourrelet 
liquide qui se trouve entre la surface soulevée ou déprimée et la surface d'équi- 
libre de la mer, c'est-à-dire le potentiel au point considéré d'une couche sphérique 
dont la densité est donnée par la fonction inconnue 2. Le troisième terme ® 
représente la partie considérée du potentiel de l'astre. Enfin la constante k du 
second membre doit étre choisie de sorte que la masse totale du bourrelet soit nulle. 

Le probléme en question fut résolu déjà par BERNOUILLI dans le cas où il 
n'y a pas de continents, et par Lord KELVIN en supposant que II soit négli- 
geable. { est alors une fonction linéaire de ®, et la marée statique aura pour 
effet de modifier périodiquement l'aplatissement de l'ellipsoide de révolution formé 
par la surface de la mer. En calculant ainsi les marées à longues périodes et en 
comparant les résultats des calculs avec celui des observations, DARWIN a trouve 
des écarts qui ne peuvent s'expliquer que si l'on admet que la Terre n'est pas 
tout à fait rigide mais qu'elle se déforme en méme temps que la mer sous l'attrac- 
tion des astres. D'aprés ce savant, la Terre serait à peu prés aussi rigide que 
l'acier. 

Toutefois, il n'est pas certain que l'effet du bourrelet soit négligeable. Porw- 
CARÉ a done résolu le probléme dans toute sa généralité [146, 195]. En intro- 


: x Mer. dll , VAM ELE EET 
duisant pour Ë sa valeur exprimée en II et en à la surface, les équations qui 


dr 
définissent le potentiel II deviennent 
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ALE o6 


à lintérieur de la Terre et 


en EI SIE ERST 47 e(D— k) 
dr g 
à la surface. On a posé ud D'ailleurs & est — o sur les continents et — 1 


sur la mer. 

En mettant £ — o, on se trouve dans les conditions de Lord KELVIN. Porw- 
CARE développe II suivant les puissances de 5. Il démontre d'une manière trés 
ingénieuse que 11 et ¢ sont des fonctions méromorphes de £ n'ayant que des 
póles simples, réels et positifs. 

Soit 5, §,... ces pôles. Le résidu U; de II par rapport au pôle §; satisfait 
aux relations homogènes qu'on obtient en supprimant  — k dans la seconde des 
équations ci-dessus et en y écrivant U; au lieu de 11, 5; au lieu de £. On aura 
done, en supposant le développement convergent, 


men a 


Les constantes A; dependent de la fonction ® et les u; sont certaines fonctions 
fondamentales qui dependent seulement de la forme des continents et qui se ré- 
duisent aux fonctions spheriques ordinaires quand il n’y a pas de continents. 
Ces fonetions satisfont aux relations 


eu; uu do — JO zr iz 
re «ert Eds 


do étant l'élément de la sphére. Il est done facile de calculer les coefficients du 
développement d'une fonetion quelconque en série de fonctions fondamentales. 
Evidemment, 4; sera le coefficient de w; dans le développement de la fonction 


zn Les A; sont linéaires en k. Enfin, la constante k se determine 


par la condition que la masse du bourrelet soit nulle. 

Ainsi, le probléme des marées statiques se rapporte à la formation des fonc- 
tions fondamentales w;. Le caleul de ces fonctions dans le cas de la nature serait 
sans doute extrémement compliqué à cause de la forme capricieuse des continents. 
Mais il serait évidemment possible d'appliquer la méthode en admettant que les 
cótes sont définies par certaines fonctions simples et de comparer ensuite le 


résultat avec celui qu'on obtient en négligeant avec Lord KErviw l'attraction du 
bourrelet. 


ee 
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Évidemment, le problème peut se résoudre aussi par la méthode de M. 
FREDHOLM, puisque la relation (28) est une équation intégrale. Il est intéressant 
de reconnaître que POINCARÉ avait démontré déjà en 1894 que la solution du 
probléme spécial dont il s'agit est une fonction méromorphe de &. — 

Pour étudier les marées qui correspondent à une valeur quelconque de 7, il 
faut avoir recours aux méthodes de l'Hydrodynamique. En négligeant les termes 
du second ordre par rapport aux accélérations et aux vitesses du liquide, les 
équations du mouvement deviennent linéaires. Enfin, puisque la profondeur de 
la mer est relativement petite, on n'aura que deux variables indépendantes: la 
colatitude # et la longitude v. Les équations de la théorie des marées, déduites 
déjà par LaPLACE, deviennent ainsi 


d a ap d | k, dg Q(h;,p) ... 

40 (^ ne 39] + dy \sind dy) * 2(0, y) 20 

(29) Les 
-95*039—1I — Ce. 


£ est l'élévation inconnue de l'eau; IT est le potentiel du bourrelet, dont l'épais- 
seur est 7; y est une fonction inconnue auxiliaire; on a de plus 
Mas: irat a HE 20 COS 6 ie 
42 + 40° cos* 0 À 

h étant la profondeur de la mer; ensuite w est la vitesse de rotation de la Terre; 
enfin le coefficient C dans le terme considéré du potentiel de l'astre est une fone- 
tion sphérique du second ordre de la forme /(0)evY—! (s— 0, +1 ou +2). 

Si la profondeur À s'annule aux côtes, la solution du probléme sera déter- 
minée par la condition que y reste fini. Au contraire, si À ne s'annule pas, la 
condition aux limites s'écrira 


dp  20cos0 dp — 


- Oo, 
dn À ds 


les dérivées étant prises suivant le normal et la tangente de la côte. 

En supprimant les forces extérieures (C = o), il est possible de satisfaire aux 
équations (29) en choisissant pour A certaines valeurs spéciales. Les solutions 
de mee ER ds 2: } 

dont il s’agit donnent les oscillations propres de la mer avec les périodes 
Si, au contraire, C et A sont donnés, la solution des équations (29) qui s'annule 


sd E ^e : Ae 2x V — 1 
avec C définira une oscillation contrainte ayant la période 
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Dans le cas relativement simple où il n'y a pas de continents et où la profon- 
deur h ne dépend que de 9, la fonction p (et aussi 2) aura Ja forme ei Y iit p (9). 
On n'aura done qu'une seule variable indépendante 4. Il est alors possible d'inté- 
grer les équations (29) en développant les fonctions inconnues y et © en séries 
suivant les fonctions adjointes de rang s, lesquelles entrent comme coefficients 
de e'"Y—! dans les expressions des fonctions sphériques. M. HoueH a effectué les 
calculs nécessaires en choisissant pour h quatre valeurs constantes (f — 2, 4, 8, 17*"). 

M. Houcx a fait ainsi la découverte intéressante qu'en faisant tendre 4 
vers zéro, on n'obtient pas la marée statique de LAPrAcE. On obtient au con- 
traire un état particulier d'équilibre, qui est caractérisé par l'existence de courants 
continus régnant sous la surface libre sans en altérer la forme. Ce sont les 
marées statiques de la seconde sorte, tandis que les marées calculées par la théorie 
de l'équilibre s'appellent les marées statiques de la première sorte. 

Sil n'y avait pas de frottement, toutes les marées à longues périodes se 
rapprocheraient des marées statiques de la seconde sorte. Au contraire, si le 
frottement était considérable, les marées à longues périodes seraient à peu prés 
égales aux marées statiques de la première sorte. M. HouGx a montré qu'il faut 
une dizaine d'années pour que le frottement se puisse sentir. Par conséquent les 
marées annuelles et de périodes plus courtes seront bien de la deuxiéme sorte; 
au contraire, la marée ayant pour période 18 ans serait une marée de premiére 
sorte, que l'on devrait caleuler par la théorie de l'équilibre. 

Vu l'importance des marées statiques de la seconde sorte, POINCARÉ en 
a donné la théorie complete [464, t. 3, ch. 8]. Il s'agit de calculer le terme 
principal de ?@, qui reste finie pour 4— 0o. Ce terme ® ne dépend que de 
la variable »—h:cos#. La fonction ®(n) satisfait à une équation différentielle 
linéaire du second ordre, dont le second membre dépend aussi du bourrelet II. 
On obtient ® par approximations successives en négligeant d'abord IJ. 

Malheureusement lapplication de cette méthode au caleul des marées stati- 
ques de la seconde sorte se heurte à des difficultés pratiques insurmontables, vu 
la complication de la fonction h qui définit la profondeur de la mer. Néanmoins 
il reste un résultat bien simple: les courants internes se propagent toujours sui- 
vant les lignes » — const, lignes qu'on peut facilement tracer sur la carte. Toute- 
fois ces courants sont bien faibles (leur vitesse est de quelques métres par heure 
seulement) de sorte qu'il est trés difficile de les déceler par l'observation. — 

Avant la découverte de la méthode de M. FREDHOLM, POINCARÉ [195] avait 
essayé d'intégrer d'une maniére générale les équations de la théorie des marées 
en développant les fonctions inconnues suivant les puissances de 4 et en négli- 
geant l'influence du bourrelet. Pour déterminer les coefficients des développe- 


i 
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ments, on est ramené à des équations différentielles linéaires du second ordre et 
avec une seule variable indépendante. Les fonctions p et © considérées comme 
fonctions de 4 n'auront d'autres singularités que les valeurs particulières 4, (« — x, 
2, 3...) qui correspondent aux diverses oscillations propres. En connaissant les 
valeurs 4, les plus voisines de l'origine, il serait possible d'augmenter le domaine 
de convergence des développements. 

Pour trouver les 4,, Poıncar& étudie d'abord les oscillations propres d'un 
systeme mécanique ayant n degrés de liberté autour d'une position d'équilibre 
stable. Rappelons que les A, satisfont alors à une équation algébrique de degré 
2n. Poincaré démontre [195, 464 ch. 1] que la quantité — 42 est le minimum 
absolu d'un certain rapport À, entre deux formes quadratiques qui se forment 
facilement, quand on connait les expressions de l'énergie cinétique et de l'énergie 
potentielle du système. Cette propriété des quantités 4, peut se généraliser à un 
systeme qui dépend d'un nombre infini de paramétres. Il arrive alors que la 
quantité — 4; est le minimum absolu d'un certain rapport À, entre deux inté- 
grales qui renferment un certain nombre de fonctions arbitraires. Pour trouver 
ha, il s'agit de déterminer ces fonctions de sorte que le rapport en question soit 
aussi petit que possible. Mais, évidemment, POINCARÉ a trouvé ici plutôt une propri- 
été générale des quantités 4, qu'une méthode pratique pour en calculer les valeurs. — 

Il est bien connu que la théorie des équations intégrales de M. FnEDpHorw 
permet de résoudre un grand nombre de problémes de la Physique Mathématique 
qui étaient auparavant inabordables. Poincaré a appliqué cette méthode [464, 
ch. ro] pour intégrer complétement les équations de Ja théorie des marées, quelles 
que soient la forme des continents et la loi des profondeurs de la mer. 

En faisant de la surface de la sphére terrestre une représentation conforme 
sur une Carte géographique et en désignant par z, y les coordonnées rectangu- 
laires sur cette Carte du point 6, v, les équations de la théorie des marées pren- 
nent la forme 


(o — IT — C e##) = = 


d dq d r dy\ , 9(h,, q) I E 
| (hs dy d(x,y) kg k* 


dz V^ dz] * dy : 


k étant le rapport de similitude (la signification des autres quantités se trouvant 
à la page 373). De plus, il faut tenir compte des conditions aux limites déjà 
mentionnées (page 373). 

Poincare fait d'abord abstraction de l'attraction du bourrelet de sorte qu 
II — o. Alors, il s'agit d'intégrer une équation de la forme 


al! ; p d : 


(30) 24 dz "dy 


eq t fF, 
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a, b, c, f étant des fonctions données de x et y. Ces fonctions sont finies à 
moins que 


h=o ou 2 + 4o? cos 0 — o. 


Les valeurs de 6 qui satisfont à la derniére condition appartiennent aux paral- 
leles critiques. 

Poincaré admet d'abord que la mer est limitée par des falaises verticales 
et qu'elle n'est pas traversée par un paralléle critique. Alors les coefficients a, 
b, c, f sont finis. 

La condition sur le contour sera 


BO ee e 
dn ase 


0, 


2) cos 


C étant une fonction donnée de s |C = — ; 
En désignant par G(x, y; §, 7) la fonction de GREEN généralisée relative à 


l'aire considérée qui est définie par la condition aux limites 


dG dG 

= ee 
diy ee? 

la fonction q satisfaisant à l'équation (30) sera encore définie par l'équation 


— 20 p= | F'Gdo', 


F' étant ce que devient F en y substituant pour x, y les coordonnées §, 1 de 
l'élément do'. En intégrant par parties, pour faire disparaître les dérivées de p 
qui se trouvent dans l'expression de F', POINCARÉ arrive à une équation intégrale 
renfermant une intégrale simple et une intégrale double. Le noyau de l'intégrale 
simple devient infini comme un logarithme, celui de l'intégrale double est infini 
du premier ordre quand la distance des points x, y et 5, 7 s'annule. Ainsi, la 
méthode des noyaux reitérés est applicable, et la methode de M. FREDHOLM peut 
donner l'expression de la fonction inconnue 9. 

Ensuite, POINCARÉ passe au cas plus général, en admettant que la profondeur 
h s’annule aux côtes et que la mer est traversée par des parallèles critiques. ll 


considére d'abord l'équation 
Au— Cu =}, 


laquelle peut se résoudre par la méthode précédente. La solution aura la forme 


I 
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u = ['G (x, y; §, y) de', 


G étant une fonction de GREEN généralisée et f' ce que devient f en y mettant 
£, 7 au lieu de z, y. 
Cela étant, la fonction cherchée y satisfait à la relation 


p - Nat + D! d 4 Ioas. 
Après l'intégration par parties, on sera conduit à une équation intégrale. Poiw- 
CARE démontre qu'on peut déformer l'aire d'intégration afin d'éviter la frontiére 
et les parallèles critiques où les coefficients sont infinis. La méthode de M. Frep- 
HOLM reste ainsi applicable. 

Porxcaré démontre enfin que, en voulant tenir compte du bourrelet, on 
aura à résoudre deux équations intégrales à deux fonctions inconnues q et 7; 
la méthode de M. FREDHOLM conduit encore au but. 

Évidemment, l'application pratique de la méthode de M. FREDHOLM au pro- 
bléme général des marées conduirait à des caleuls trop compliqués. Toutefois, il 
est probable que la méthode se montrera utile quand il s'agira de certains cas 
particuliers plus simples. — 

PorwcaARÉ se demande aussi [464, ch. 10] s'il ne serait pas possible de se servir, 
dans la théorie des marées, d'une méthode toute nouvelle de M. Rrrz. Cette 
méthode s'applique au cas oü l'on a à déterminer une fonction par le caleul des 
variations. L'expression dans l'intégrale dont il faut chercher le minimum est 
un polynome du second degré, non homogéne, par rapport à la fonction inconnue 
et à ses dérivées premiéres. M. Rırz développe la fonction inconnue en série 


Dan Un suivant certaines fonctions v^, W,, ... dont le choix dépend des conditions 


aux limites. Les inconnues du probléme sont alors les coefficients «,, &,, . .. 
Elles se déterminent par une infinité d'équations linéaires. 

Poincaré démontre que le probléme des marées peut en effet se réduire à 
la recherche du minimum d'une certaine intégrale. Mais il n'entre pas dans tous 
les détails nécessaires, de sorte que l'application de la méthode de M. Rrrz à la 
théorie des marées reste encore une question ouverte. — 

PorwcaRÉ a traité aussi [464, ch. 19] la question de savoir si l'attraction de 
la Lune et du Soleil sur le bourrelet de l'eau soulevée ne pourrait augmenter sécu- 
lairement la durée de la rotation terrestre. L'importance du probléme est évidente, 
puisqu'il s'agit de l'invariabilité de l'unité de temps qui nous sert à évaluer la 
durée des mouvements des corps célestes. 
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Poincaré démontre que le moment de la résultante de l'action de la Lune 
et du Soleil sur le bourrelet des eaux soulevées a toujours sa valeur moyenne 
nulle, de sorte que, s'il n'y avait pas de frottement, il ne pourrait y avoir aucun 
changement séculaire dans la durée de la rotation de la Terre. 

En partant des recherches de M. Hovan sur l'effet du frottement des marées, 
POINCARE montre que l'action de la Lune par l'intermédiaire des marées est plus 
de rooooo fois trop faible pour expliquer l'avance séculaire résiduelle de 4" que 
présente la longitude moyenne de la Lune. 

Ajoutons enfin que Darwin, en faisant intervenir les marées du noyau ter- 
restre, a pu attribuer à celui-ci la viscosité nécessaire pour obtenir l'augmentation 


voulue de la durée du jour sidéral. 


20. Figures d'équilibre de masses fluides. 


Une théorie générale de l'équilibre relatif d'une masse fluide hétérogéne, 
soumise seulement aux forces intérieures dues à l'attraction newtonienne, serait 
évidemment de la plus haute importance pour l’Astrophysique. Elle nous per- 
mettrait de suivre le développement des nébuleuses et des étoiles. Elle nous 
donnerait peut-étre aussi la solution de l'énigme des étoiles variables et des étoiles 
«nouvelles». PorwcARÉ a fait faire à cette théorie les plus importants progrès. 

Ainsi il a démontré d'abord [462, ch. 2] qu'une masse fluide quelconque en 
équilibre relatif se trouve nécessairement en rotation uniforme autour d'un axe 
fixe, qui coincide avec l'un des axes principaux d'inertie de la masse. 

Cela étant, considérons une masse fluide, animée d'un mouvement de rota- 
tion uniforme autour d'un axe fixe. L'Hydrostatique montre que, dans le cas 
de l'équilibre relatif, les surfaces de niveau sont les surfaces d'égale pression et 
aussi d'égale densité. A la surface libre, la pression est nulle. La surface libre 
est done une surface de niveau, et la résultante de l'attraction et de la force 
centrifuge est perpendiculaire à la surface libre. Voilà des conditions nécessaires 
pour l'équilibre relatif. 

Poincare fait la remarque qu'il faut aussi que cette résultante soit dirigée 
vers l'intérieur de la masse, autrement une partie se détacherait. Pour qu'il en 
soit ainsi, POINCARÉ démontre [94; 462, ch. 1] quil faut que 


w? « 27t Om; 


w étant la vitesse de rotation et o, la densité moyenne de la masse fluide. 
Rappelons maintenant la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre. 
D'aprés le principe des vitesses virtuelles, il faut et il suffit que le travail résul- 


Pug, Ad 


4 
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tant d'un déplacement virtuel soit nul. Ce travail comprend le travail de l'attrac- 
tion, plus le travail dà à la force centrifuge. Soit —W l'énergie potentielle, I 
le moment d'inertie par rapport à l'axe. La condition d'équilibre est done que 
(31) OW 4 = bf =0 
pour tout déplacement compatible avec les liaisons. 

Soit o la densité, V le potentiel et U la fonction de force totale de sorte que 


2 
U= ya eta yn). 
En désignant par dr l'élément de volume on aura 
(i 
Ww | = dr, 


I= Hz y’)dr, 


m, 


les intégrales étant étendues à tout l'espace. La condition (31) peut done s’écrire 


(32) | Udedr—o 


* 


pour toutes les variations de qui sont compatibles avec les liaisons. — 

J’usqu’iei nous n'avons pas parlé de la stabilité de l'équilibre. 

Quand il s'agit de l'équilibre absolu, la question est facile. La condition 
nécessaire et suffisante de la stabilité est alors que l'énergie potentielle — W soit 
minima. 

Au contraire, dans le cas de l'équilibre relatif, le probléme est beaucoup plus 
difficile. Lorp Kevin a distingué alors entre deux sortes de stabilités: la sta- 
bilité ordinaire ayant lieu quand il n'y a pas de frottement, et la stabilité 
séculaire qui se trouve réalisée méme avec frottement. L'étude de la stabilité 
séculaire est beaucoup plus simple que celle de la stabilité ordinaire. Lorp 
KELVIN a énoncé que la condition nécessaire et suffisante de la stabilité séculaire, 
c'est que W + ew soit maximum. 


PorNcanÉ fait remarquer [72] que ce résultat n'est pas applicable quand il 
s'agit de l'équilibre d'un fluide. En effet, la démonstration de Lorp KELVIN 
suppose que tout mouvement détermine un frottement, mais cela n'a pas toujours 
lieu pour la masse fluide, qui peut se déplacer d'un bloe comme un corps solide. 

Pour traiter la question rigoureusement, PorxcaRÉ introduit une nouvelle 
notion: celle du solide équivalent à la masse fluide [462, ch. 2]. C'est un solide 
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oü, à l'instant considéré, les molécules ont la méme position que dans le systéme 
fluide. La vitesse de son centre de gravité est la méme que pour le fluide. Les 
trois moments de rotation autour des axes principaux d'inertie sont les mémes 
que pour la masse fluide. Son mouvement est done bien défini à l'instant con- 
sidéré, mais le solide équivalent à l'instant ¢ n'est pas le solide équivalent a 
l'instant '. 

Poincaré démontre que la force vive du fluide est égale à la force vive 7" 
du solide équivalent, augmentée de la force vive 7" du fluide dans le mouvement 
relatif par rapport à des axes invariablement liés au solide équivalent. 

Cela étant, la condition nécessaire et suffisante de la stabilité séculaire de 
l'équilibre relatif d'un fluide, c'est que l'énergie totale 


I 
(33) SAT, SS! 


du solide équivalent soit minima, en considérant le moment de rotation # comme 
donné. 

Gráce à la notion nouvelle du solide équivalent, la démonstration de ce 
théoréme important est presque immédiate [462, ch. 2]. Elle repose sur le prin- 
cipe que l'énergie totale 7'-- T"—W ne peut jamais croître (principe de de- 
gradation de l'énergie). 

Porxcaré démontre aussi [462, ch. 2] que, pour la stabilité séculaire, il est 
nécessaire que l'axe de rotation soit le plus petit axe de l'ellipsoide d'inertie re- 
latif à la masse fluide. — 

Retournons maintenant à la condition (3r) ou (32). 

Admettons dés maintenant que le fluide est homogene et que o — 1. On 
aura alors dg — o, sauf dans le voisinage de la surface libre, où óg — +1. Alors, 
la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre, c'est que la surface libre soit 
une surface de niveau. 

Étant donné ce principe, on a trouvé, il y a longtemps, que chaque ellipsoide 
de révolution aplati qui est animé d'un mouvement de rotation autour de son 
axe peut se trouver en équilibre relatif, si seulement la vitesse de rotation est 
convenablement choisie. Soit s le rapport des axes. Le moment de rotation u 
croit constamment de zéro vers l'infini, quand s augmente de l'unité vers l'infini. 
Ce sont les ellipsoides de Mac Laurin. 

Rappelons aussi qu'il y a une suite d'ellipsoides à trois axes (ellipsoides de 
JacoBr) qui sont des figures d'équilibre, si seulement la rotation a lieu autour 
de l'axe le plus petit et avec une vitesse convenable. Soit s et ¢ les longueurs 
des autres axes par rapport au plus petit axe. ¢ sera une certaine fonction de s, 
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: t 2 , 
On a toujours 1«5s« oc, »>t>1 et rc Le moment de rotation u est mi- 


nimum (— 4) quand s=t=s, et croit sans cesse vers l'infini quand s ou t 
augmente de s, vers l'infini. 

Une solution d'un probléme d'équilibre quelconque qui dépend d'un paramètre 
arbitraire u est appelée par PorNcanÉ une série linéaire de formes d'équilibre [72]. 

Il peut arriver qu'une méme forme d'équilibre appartienne à la fois à deux 
ou plusieurs séries linéaires. POINCARE dit alors que c'est une forme de bifurcation. 

Il peut arriver également que deux séries linéaires de formes d'équilibre 
réelles, viennent, quand on fait varier le paramètre u, à se confondre, puis à 
disparaitre, parce que les racines des équations d'équilibre deviennent imaginaires. 
La forme d'équilibre correspondante s'appellera alors forme limite. 

D’après cette terminologie, les ellipsoides de Mac Laurin et de Jaconr sont 
deux séries linéaires de formes d'équilibre. Pour u = u, (s — t — s,), les deux séries 
se coupent dans une forme de bifurcation. Cette forme est en méme temps une 
forme limite pour la serie de JAcoBr, qui n'existe que pour «> uy. 

Poincaré a fait l'une de ses plus belles découvertes en démontrant [72; 402 
ch. 7] que chacune des deux séries linéaires considérées de formes d'équilibre 
(celle de Mac Laurin et celle de JacoBI) renferme une infinité de formes de 
bifurcation, où apparaissent de nouvelles séries linéaires de formes d'équilibre. 

L'étude des formes limites et des formes de bifurcation est intimement liée 
à l'étude de la stabilité de l'équilibre. 

Pour trouver ces formes particulières, POINCARÉ admet d'abord que le systeme 
dépend d'un nombre fini de variables z,,...2,. Il s'agit alors de résoudre des 
équations de la forme 


(ea) dF dF SS ee 
34 dz, dz, dan 57 
F étant une fonction des variables x,,... x, et d'un paramètre «. Soit y, — 1, (1) 


(r—1,2,...») une série linéaire de formes d'équilibre. 

Pour que la forme qui correspond à «= u, soit une forme limite ou une 
forme de bifurcation, il faut évidemment que u = n, est une racine du Hessien de 
F par rapport aux 2,,...2%,, où on a posé z, — q,(u). 

PorNCARÉ démontre [72] qu'on aura certainement une forme de bifurcation 
si le Hessien change son signe quand on traverse i. 

Supposons que les équations (34) soient satisfaites pour x, =, Tn 
En développant F suivant les puissances des z,, on peut toujours écrire les termes 


n 
fi , Y 3 . t 
du second degré sous la forme d'une somme de carrés Xo Y}, les Y; étant homo- 


=! 
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gènes et linéaires par rapport aux ®,. D'après POINCARE. les «, s'appellent coef- 
ficients de stabilité [72]. 

Admettons que P soit l'énergie du systeme. Pour qu'il y ait équilibre stable, 
il faut et il suffit que tous les coefficients de stabilité soient positifs. 

Supposons maintenant que «, change son signe, tandis que les autres «; ne 
sannulent pas quand on traverse u,. Aprés avoir éliminé a, ... x, des équations 
(34), on obtient une relation 


(35) DL EL) 0 


à laquelle correspond un certain nombre de courbes (au moins deux) passant par 
Je point z, — o, « —yu, du plan des z,, 4. A chacune de ces courbes correspond 
une série linéaire de formes d’équilibre. 

En admettant que les «,,...a, sont >o pour u —u,, POINCARE démontre 
quil y a échange de stabilité pour u — u, [72]. Voici ce qu'il entend par là: les 
formes qui se prolongent de part et d'autre de u, deviennent instables pour u > u, 
si elles étaient stables pour u < u, et vice versa; enfin les branches de la courbe 
(35) qui partent vers le méme cóté de la ligne u — u, correspondent alternative- 
ment à des formes stables et à des formes instables. : 

Tous ces résultats subsistent si la fonction F dépend d'un paramètre u et 
d'une infinité de variables z,, z,,...x5..., en supposant toutefois que, dans le 
développement de F suivant les puissances des x, les termes du second degré 


(36) 0% 70,8% oos + Cp tp do 


soient tous quadratiques et que les coefficients de stabilité «; soient positifs a 
l'exception d'un nombre fini d'entre eux. 

Poincaré démontre [72] ainsi le théorème suivant: Si, en traversant u,, l'un 
des coefficients «; change son signe tandis que tous les autres ne s'annulent pas, 
la forme d'équilibre x; o sera une forme de bifurcation pour «= u,; si, de plus, 
tous les autres c; sont positifs pour u — i, il y aura échange de stabilité pour 
I dt. 

PorncaRE a appliqué ces principes à l'étude des figures d'équilibre qui diffe- 
rent peu des ellipsoides de Mac Laurin et de Jacosr. Soit Z un quelconque 
de ces ellipsoides. La fonction (33) jouera le róle de F. Une figure quelconque 
voisine de E est définie par l'élévation 5 de sa surface au dessus de la surface 
de E. 

La théorie des fonctions de LAMÉ fournit [72; 462, ch. 6] une suite de fonc- 


tions orthogonales y;, jouant par rapport à la surface E le méme róle que les 


ve 
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fonctions spheriques par rapport à la sphère. L'élévation Z peut se développer 
en série suivant les fonctions y;, de sorte que 


C= Nay, 


les +; étant des constantes arbitraires. Ainsi la fonction (33) se trouve déve- 
loppée suivant les puissances des x;. Les termes du premier degré disparaissent, 
puisque / est une figure d'équilibre. Les termes du second degré sont de la 
forme (36), puisque les fonctions y; sont des fonctions orthogonales. 

Les coefficients de stabilité «; dépendent seulement du paramétre s (ou du 
moment de rotation «) qui définit complétement la forme de E. En variant s 
(ou 4), certains de ces coefficients ne s'annulent jamais, les autres s'annulent 
une seule fois et en changeant le signe. 

Pour les ellipsoides de Mac Laurin, tous les «; sont >o, tant que u<u,. 
L'équilibre est alors stable. Pour # —u,, un premier coefficient « change son 
signe. On retrouve ainsi la forme de bifurcation où apparaissent les ellipsoides 
de Jacogr. Pour u > 14, les ellipsoides de Mac Lauris sont instables. En faisant 
croître « à partir de «,, on rencontre, parmi les ellipsoides de Mac Laurin, une 
infinité de formes de bifurcation, où apparaissent de nouvelles séries linéaires de 
formes d'équilibre. Elles sont toutes instables. 

Pour les ellipsoides de JacoBI, on aura une nouvelle suite de coefficients de 
stabilité «;; En vertu du principe de l'échange des stabilités, ils sont tous posi- 
tifs, quand « est un peu plus grand que u,. Soit «, la première valeur de u 
pour laquelle un coefficient « disparaît. Tant que ru, « n <u,, les ellipsoides de 
Jacosr sont stables. Pour u > u,, ces ellipsoides sont instables. En faisant croître 
u à partir de «,, on rencontre une infinité de formes de bifurcation où de nou- 
velles séries linéaires de formes d'équilibre rencontrent la série de Jaconr. Ces 
nouvelles figures d'équilibre sont toutes instables. 

Retournons à la forme de bifurcation pour «= u,. C’est une forme limite 
pour la nouvelle série linéaire de formes d'équilibre qui y apparaissent. D'aprés 
les calculs de Darwin, cette nouvelle série est réelle quand « est un peu plus 
grand que u,. Étant donné le principé de l'échange des stabilités, les nouvelles 
figures d'équilibre «les apioides de Poincaré» sont done stables. (D'aprés M. Lra- 
POUNOFF, c'est le contraire qui aurait lieu.) 

Dans ce qui précéde, nous avons regardé le moment de rotation comme 
paramétre variable et la densité du fluide comme invariable. Imaginons main- 
tenant que la masse fluide homogéne se contracte lentement en se refroidissant 
En vertu de la viscosité, le fluide tendra toujours à prendre une forme d'équi- 


384 H. v. Zeipel. 


libre relatif stable. S'il n'y a pas de forces extérieures, le moment de rotation 
restera constant. Si la masse est d'abord à peu prés sphérique, elle parcourra 
dans son développement les formes d'équilibre stables déjà mentionnées. Elle 
aura d'abord la forme d'un ellipsoide de Mac Laurin dont l'aplatissement aug- 
mente constamment. Des que la premiere forme de bifurcation sera atteinte, 
la masse prendra la forme d'un ellipsoide de JacoBI. Le rapport du grand axe 
au petit axe croitra constamment; celui du moyen axe au petit axe diminuera. 
On arrivera ensuite à la seconde forme de bifurcation. Désormais, la masse aura 
la forme d'un apioide de Poincaré. La plus grande partie du corps tendra à se 
rapprocher de la forme sphérique, tandis que la plus petite partie semblera vouloir 
se détacher de la masse principale. Il parait difficile de suivre plus loin le deve- 
loppement. Peut-étre le corps finira-t-il par se partager en deux corps isolés. Peut- 
étre aussi le développement sera-t-il soudainement interrompu par une forme limite. 
Alors, l'équilibre finira par être bouleversé, et la masse prendra aprés une pé- 
riode d’oscillations considérables une forme d'équilibre toute à fait différente. — 

Ajoutons que PorNcaRÉ [94; 95; 72; 462, ch. 8], en partant de la condition 
(31), a démontré aussi l'existence d'une série linéaire de formes d'équilibre ot la 
masse fluide homogéne prend la forme d'un anneau trés mince et peu différent 
d'un tore. La vitesse de rotation w est trés petite. En faisant w infiniment 
petite, l'anneau prend la forme d'un cercle de rayon infiniment graud. Ces figu- 
res annulaires sont probablement instables. — 

Rappelons enfin quelques résultats généraux sur les formes d'équilibre de 
masses fluides homogènes obtenus par POINCARE. 

Si la rotation est nulle, la sphére est évidemment une figure d'équilibre. 
M. Liapounorr a démontré que la valeur absolue W de l'énergie potentielle 
atteint son maximum absolu, si la masse a la forme d'une sphére. POINCARE 
donne une nouvelle démonstration de ce théorème [ro8; 212; 462, ch. 2]. Il 
démontre d'abord que, pour chaque figure d'équilibre sans rotation, on a 

out 


W = , 
BO) 


T étant le volume et C la capacité électrostatique du corps. I] montre ensuite 
que la capacité électrostatique, qui dépend de la forme du conducteur, a un 
minimum absolu et que ce minimum est atteint seulement pour la sphére. Il 
en résulte le théorème de M. Liapounorr. 

PorwcaRÉ est arrivé aussi [462, ch. 2] au résultat que voici: Pour un fluide 
homogene en équilibre relatif, la quantité W—«°7 a toujours le méme signe 


que 27 — w?. 
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Il prouve, d'autre part [462, ch. 2], qu'on aura pour toutes les figures d'équi- 
libre la relation 


U, étant la valeur constante de Ja fonction de force U à la surface libre, En 
regardant w comme paramètre variable et le volume 7 comme constant, les 
quantités W, I et U, varient avec w. En partant de la relation indiquée tout 
à Vheure, Poincaré démontre que U, croit toujours avec w. Si alors w peut 
eroitre indéfiniment sans que la figure d'équilibre cesse d'exister, il en sera de 
méme avec U,. Quand U, sera trop grand, la surface du corps ne pourra plus 
rencontrer l'axe, et la masse prendra enfin la forme annulaire. 
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HENRI POINCARE UND DIE QUANTENTHEORIE. 


Vox 
MAX PLANCK 


in BErLix. 


§ x. 

Nur in seinem letzten Lebensjahre hat sich H. Poincaré mit der Quanten- 
theorie beschaftigt, aber dies in einer Weise, die auf die Denk- und Arbeits- 
richtung dieses Meisters seiner Wissenschaft ein ungemein bezeichnendes Licht 
wirft. Denn wie das wahre Temperament eines Menschen sich dann am deut- 
lichsten offenbart, wenn er sich einmal unversehens einem seltsamen Ereignis 
gegeniibersieht, so verrät sich auch die Eigenart eines Forschers am untrüglich- 
sten in seiner Stellungnahme gegenüber einer in seiner Wissenschaft plötzlich neu 
auftauchenden Hypothese, welche zu gewissen im Laufe der Zeit festgewurzelten 
Anschauungen in mehr oder minder ausgesprochenen Gegensatz tritt. Der Ge- 
alterte wird geneigt sein, die Hypothese zu ignorieren, der Enthusiastische wird 
sie unbesehen willkommen heissen, der Skeptiker wird nach Gründen suchen sie 
abzulehnen, der Produktive wird sie prüfen und gegebenenfalls befruchten. 
H. Poıncar& hat sich in dem tiefgründigen Aufsatz,' den er der Quantentheorie 
widmete, als jugendlich, kritisch und produktiv erwiesen. Die Anregung zu die- 
ser Untersuchung empfing er ohne Zweifel in den Verhandlungen des denkwür- 
digen Solvay-Kongresses vom Jahre 1911,* und der Gedanke, mit dem er an sie 
herantrat, wird am besten durch seine am Sehluss jener Versammlung gesproche- 
nen Worte? bezeichnet. Er wirft darin die grundsützliche Frage auf, ob denn 


! Sur la Théorie des Quanta, Journ. de Physique, T. II, 1912, p. 5 

2 La Théorie du Rayonnement et les Quanta, Rapports et Discussions, publiés par MM 
P. LaxGEvIN et M. oe Brosuır, Paris, 1912, 

Lac Dish 
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das Wesen der Quantentheorie es überhaupt gestattet, die Naturgesetze durch 
irgendwelche Differentialgleichungen auszudrücken — ganz abgesehen von der 
speziellen Form der Gleichungen der klassischen Mechanik — und diese Frage 
eben ist es, deren Prüfung und Beantwortung den Inhalt seines oben erwühnten 
Aufsatzes bildet. 

Als Ausgangspunkt dient ihm darin die physikalische Tatsache, dass in 
einem abgeschlossenen System von zahlreichen, mit bestimmten Eigenperioden 
schwingenden geradlinigen Resonatoren sich im Laufe der Zeit vermóge ihrer wech- 
selseitigen Stósse ein durch die gesamte Energie des Systems vollkommen bestimm- 
ter Zustand statistischen Gleichgewichts herstellt. Gefragt wird nach dem statio- 
nären Mittelwert der Energie eines Resonators von bestimmter Periode, unter der 
alleinigen Voraussetzung, dass die Stossgesetze durch Differentialgleichungen von 
der Art der HawiLTON'schen, aber noch viel allgemeiner als diese, geregelt sind. 
Um die Betrachtung móglichst zu vereinfachen, ohne ihre allgemeine Bedeutung 
zu beeinträchtigen, werden nur zwei Arten von Resonatoren angenommen, näm- 
lich P Resonatoren von »langer» Periode, und N Resonatoren von »kurzer» 
Periode, die ihre Energien gegenseitig durch Stósse austauschen. Diese Auswahl 
bringt zugleich den Vorteil mit sich, dass dadurch die Einführung des Begriffs 
der Temperatur ganz entbehrlich wird. Denn die mittlere Energie der Resona- 
toren von langer Periode ist tatsüchlich nichts anderes als dass Mass für die 
Temperatur, weil für diese Resonatoren, auch vom Standpunkt der Quantentheorie 
aus, die Gesetze der klassischen Mechanik gelten, und weil nach der klassischen 
Mechanik die mittlere Energie ganz allgemein der Temperatur proportiona! ist. 

Das Resultat, zu welchem Poıncar& nach einer ausführlichen, weitausgreifen- 
den Untersuchung schliesslich gelangt, lüsst sich in*der folgenden einfachen Form 
aussprechen, in welcher auch die Bezeichnungen seines Aufsatzes móglichst bei- 
behalten sind. Wird die mittlere Energie der langperiodischen Resonatoren mit 


bezeichnet, so ist die mittlere Energie der N kurzperiodischen Resonatoren: 
« 


7= ae log (a), (1) 
wobei gesetzt ist: 
D(a) = | w (1) .e-*"da (2) 


Unbestimmt und willkürlich wählbar bleibt hierin noch die Grösse w(r), welche 
dadurch definiert ist, dass w(n)d» die »Wahrscheinlichkeit» dafür bedeutet, dass 


die Energie eines kurzperiodischen Resonators zwischen » und » + d y; liegt. 
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Der Thermodynamiker erkennt in diesen Gleichungen die Formeln wieder, 
welche die mittlere Energie einer grossen Anzahl gleichartiger Systeme von einem 
einzigen Freiheitsgrad mit dem sogenannten »Zustandsintegral» ® verknüpft. Die 
Konstante « ist der reziproke Wert von & T, (T absolute Temperatur) und das 
Produkt w(n)dn ist die »Wahrscheinlichkeit a priori» oder die Grösse des durch 
(5, dr) charakterisierten Elementargebiets im GrBBs'schen Phasenraum eines kurz- 
periodischen Resonators. 

Nach der klassischen Theorie ist w(n) konstant, und daher nach (2): 


à (a) — const (3) 
(44 
woraus nach (1) der Aquipartitionssatz der Energie: 
n= : (4) 


folgt, weleher bekanntlich den Erfahrungen widerspricht. 

Fragt man aber nach demjenigen Ausdruck, den man für w(r) annehmen 
muss, um zur Quantentheorie zu gelangen, so braucht man nur den umgekehrten 
Weg zu gehen, und zu dem von der Quantentheorie geforderten Wert von » den 
passenden Wert von w(x) zu suchen. Nun ist, in der ursprünglichen Form die- 
ser Theorie, die mittlere Energie eines kurzperiodischen Resonators: 


y= , (3) 


wo e die Grösse des Energiequantums bedeutet. Für unendlich kleine & geht 
daraus wieder der Aquipartitionswert (4) hervor. 
Im allgemeinen folgt aber aus (5) und (1): 


i= o 
const \ 
D(a) = — const. M e-"a:, (6) 
I—e- "* -— 
n=0 
und ein Vergleich mit (2) zeigt, dass nur dann Ubereinstimmung zu erzielen ist, 
wenn für alle Werte von 7, die kein ganzzahliges Vielfaches von & sind, (1) 


während für y — ne w(n)=», in der Art, dass für lim 5 — o: 


nets 
| w (1)d 5 = const. (7) 


4 » 
ne— 
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Dieses Resultat ist natiirlich gleichbedeutend mit einer Verneinung der zu 
Anfang aufgeworfenen Frage, ob die Stossgesetze durch Differentialgleichungen 
darstellbar sind; denn derartige Gleichungen wiirden doch jedenfalls einen steti- 
gen Charakter der Funktion w(n) erfordern. Insofern darf man also das ganze 
Problem als erledigt betrachten. 


§ 2. 


Indessen hat die Methode Potncarh’s doch eine mehr als blos negative 
Bedeutung. Denn dadurch, dass sie ein Limesverfahren kennen lehrt, durch wel- 
ches man, mittelst einer nachträglichen Korrektur der ursprünglichen unzuläng- 
lichen Voraussetzungen, schliesslich doch zum gewünschten Ziele gelangen kann, 
weist sie sozusagen über sich selber hinaus, und zeigt die Richtung, die man ein- 
schlagen muss, um der drohenden Unstimmigkeit von vornherein zu entgehen. 
Wenn ein Resonator kurzer Periode wirklich nur solche Werte der Energie be- 
sitzen kann, welche ein ganzes Vielfaches von € darstellen, so heisst dies, dass er 
seine Energie nur plötzlich, sprungweise, ändern kann, oder mit anderen Worten: 
dass die Stossgesetze nicht durch Differentialgleichungen, sondern durch Diffe- 
renzengleichungen dargestellt werden. Und es liegt die weitere Frage nahe, ob 
es nicht möglich ist, cine Form des Stossgesetzes anzugeben, welche auf direk- 
tem Wege zu dem von der Quantentheorie geforderten Resultat führt. Diese 
Frage móchte ich hier ein kleines Stück weiter verfolgen. 

Wir wenden uns zu diesem Zwecke wieder zur Betrachtung der Stosswir- 
kungen zwischen den P Resonatoren von langer Periode und den N Resonatoren 
von kurzer Periode, und nehmen an, dass das Energiequantum der letzteren ein 
ganzes Vielfaches des Energiequantums der ersteren ist; denn sonst ware ein un- 
mittelbarer Energieaustausch zwischen ihnen garnicht möglich. Bezeichnen wir 
die Zahl derjenigen langperiodischen Resonatoren, deren Energie zwischen « und 
u+du liegt, mit P,dw, und die Zahl derjenigen kurzperiodischen Resonatoren, 
deren Energie ne beträgt, mit N,, wobei: 


x 
^ n=x 


P,du=P, und N,=N, (8) 


und betrachten wir die wechselseitigen Zusammenstósse dieser beiden Arten von 
Resonatoren während eines Zeitintervalls ¢. Ihre Anzahl wird ausser der Länge 
des Zeitraums ¢ den Grössen P,du und N, proportional sein. Daher wird die 
Anzahl derjenigen unter diesen Zusammenstössen, bei denen i Energiequanten 
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von einem Resonator der ersten Art auf einen Resonator der zweiten Art über- 
- tragen werden, dargestellt werden durch einen Ausdruck von der Form: 


ts P, du NR Wilu,n;i), (9) 


wobei die von u,n und i abhängige Funktion W auch als die Wahrscheinlichkeit 
dafür bezeichnet werden kann, dass zwei Resonatoren von den Energien w und 
ne so miteinander zusammenstossen, dass die Energie ie von dem ersten auf den 
zweiten Resonator übergeht. Die ganze Zahl i, die auch Null oder negativ sein 
kann, ist durch die Bedingung eingeschränkt: 


u . 

à >1>—n, (ro) 
welche ausspricht, dass keiner der beiden einander stossenden Resonatoren mehr 
als seine ganze Energie abgeben kann. Nach Beendigung des Stosses besitzen 
die beiden Resonatoren bezw. die Energien: ; 


u' =u—te>o und ne=(n+i)e>o. (rr) 


Die Bedingung des statistischen Gleichgewichts erfordert dann, das der Anzahl 
der betrachteten Art von Stóssen eine gleich grosse Anzahl in entgegengesetzter 
Richtung erfolgender Stösse gegenübersteht, d. h. dass, wenn i’ = — i gesetzt wird, 


PIN OW (um, tt. Pada-Na Wu n, (12) 


und aus dieser Gleichung gehen, wenn W als Funktion von w,n,1 bekannt ist, 
die statistischen Mittelwerte der Energien beider Arten von Resonatoren hervor. 
Dieselben hängen natürlich in hohem Masse von der Form des Ausdrucks für 
W ab. 


Wir wollen nun die einfache Hypothese einführen: 
W(u,n,i).dwu — W(w,n',v).dw, (13) 


und nach der Art der ihr entsprechenden stationären Energieverteilung fragen. 
Es folgt dann aus (12) und (rr): 


ae a x Hn Iw ts (14) 


und, für i— r und we: 


P, 


I = Nu: P — Ns Pr (15) 
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andererseits, für = — 1 und » — r: 
NG 
Pute= Pur a Pup. (16) 
0 


Aus (15) ergibt sich, wenn man darin für » nach der Reihe die Werte o, 1, 2,... 
(n — 1) setzt und die daraus entstehenden Gleichungen miteinander multipliziert: 


NN pr (17) 


und aus (16), wenn man darin für u die Werte 0,0 + £&,0 4- 26,...0 - (n— x)e 
(o « &) setzt, auf demselben Wege: 


JP aet ir mJ 570-5 (18) 


Die Ausdrücke (17) und (r8) befriedigen die Funktionalgleichung (r4) identisch, 
sie stellen also die allgemeine Lósung derselben dar. Aus ihnen ergeben sich nun 
auch die stationären Mittelwerte für die Energien der beiden Arten von Resona- 


: ; : AT i 
toren, die wir, wie oben, mit — und n bezeichnen wollen: 
a 


x 
nen 


TN I : t > asd I 3 I 
PUES JuPudu und = N S Hue Na, (19) 


0 n=0 

wo die Werte von P und N den Gleichungen (8) zu entnehmen sind. Bei der 
Integration von P, ist zu beachten, dass das Integral, bei Benutzung von (18), 
in eine Summe von Einzelintegralen zerfällt, deren jedes von o— o- bis o — € zu 


erstrecken ist; also 


| uPudu= 2 | (0 + ne) P, "d o 
e. n=0% 
à A 
= 1L fePede+ —P- | Pode. 
ID pr 
0 0 
Auf diesem Wege ergibt sich: 
=o EP undue E. (20) 
« I—fp I 
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wenn 9 die mittlere Energie derjenigen langperiodischen Resonatoren bedeutet, 
deren Energie zwischen o und « liegt: 


e. | Pode [eP.de. (21) 
, 


Man sieht, dass nach unserer Hypothese 7 durch « noch nicht vollkommen be- 
stimmt ist. Vielmehr hat man aus (20): 


| 
i 
> 
— 
D 
to 
— 


Hiernach erscheint die mittlere Energie ; der kurzperiodischen Resonatoren zu- 
rückgefübrt auf das Gesetz, nach welchem die Energie unter den langperiodischen 
Resonatoren verteilt ist. Nimmt man für diese die klassische Theorie als zu- 
treffend an, setzt also in Übereinstimmung mit (8): 


Ip pe on. (23) 


so folgt aus (21) 


== — —— (24) 


und damit nach (22) der quantentheoretische Wert (5) von n. 

Die Quantenbeziehung (5) ergibt sich also nach dem von uns angeführten 
Stossgesetz mit Notwendigkeit aus der klassischen Energieverteilung für lang- 
periodische Resonatoren, und darin liegt die Bedeutung dieses Gesetzes. 


$ 3. 


Die hier angestellte Betrachtung kann uns aber noch einen Schritt weiter 
führen, und eben dieser Punkt ist es gerade, der mir die vorliegende Unter- 
suchung nahegelegt hat. H. Porscar& hat nämlich seine Analyse ausser auf die 
ursprüngliche Formulierung der Quantentheorie auch auf die spätere Formulierung 
erstreckt, welche er die »zweite» Quantentheorie nennt. Diese Theorie scheint 
mir deshalb einstweilen den Vorzug zu verdienen, weil die Grundvoraussetzung der 
ersten Theorie: die quantenhafte Absorption strahlender Energie seitens eines 
Resonators, ihrem Wesen nach unvertrüglieh ist mit der sonst überall vorzüglich 

el Fey ofp fo 


Acta mathematica. 3. Imprimé le 20 décembre 192) 90 
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bewührten elektromagnetischen Wellentheorie der Lichtfortpflanzung im leeren 
Raum, und weil beim Aufbau der Quantentheorie doch jedenfalls dafür Sorge 
getragen werden muss, dass die Abweichungen von der klassischen Theorie nicht 
schroffer ausfallen als unumgänglich notwendig erscheint. Nach der zweiten 
Quantentheorie können auch die kurzperiodischen Resonatoren von vornherein 
jeden beliebigen Wert der Energie besitzen, und zwar ist im Zustand des stati- 
stischen Gleichgewichts die mittlere Energie aller derjenigen Resonatoren, deren 
Energie im Elementargebiet n, d. h. zwischen ne und (n+1)é liegt, gleich 


buds 


Dementsprechend tritt für die mittlere Energie sämtlicher kurzperiodischer 
Resonatoren anstelle von (5) der Wert: 
€ GIO SEAT: 


di ee am (23) 


e —r1 2e5—r 





Es fragt sich nun, welcher Ausdruck für die Wahrscheinlichkeitsfunktion w (1) 
in die Gleichung (2) einzusetzen ist, damit aus (1) der letztgenannte Wert für 
n hervorgeht. Um dies zu entscheiden, berechnet Poıncar& aus (25) und (1): 


D (a) = =e ?+e ?+4e ? +... (26) 


c mp 


und findet, dass diese Funktion nur dann mit (2) übereinstimmt, wenn w(n) für 


M — 


alle Werte von 7 verschwindet, ausser für die ungeraden Vielfachen von -, für 


1 


die w(n) unendlich wird. Das steht aber offenbar im Widerspruch mit dem 
Grundsatz der zweiten Theorie, dass ein Resonator jeden beliebigen Wert der 
Energie besitzen kann. 

Dieser Befund scheint, wenn man ihn mit dem in § r festgestellten zusam- 
menhält, ein Argument von schwerwiegender Bedeutung zu Ungunsten der zwei- 
ten Theorie und zu Gunsten der ersten Theorie zu liefern. Indessen muss zu- 
niichst daran festgehalten werden, dass ja, wie bereits oben hervorgehoben ist, 
auch schon die erste Theorie sich als unvertrüglich mit der Voraussetzung einer 
endlichen und stetigen Funktion w(n) erwiesen hat, dass also tatsächlich keine 
der beiden Theorien in den durch die Gleichung (1) und (2) festgelegten Rahmen 
hineinpasst. Wie steht es nun aber mit der oben für den Zusammenstoss zweier 
Resonatoren eingeführten Hypothese, die sich bei der ersten Theorie gut bewährt 


hat, gegenüber der zweiten Theorie? 


om 
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Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir also jetzt an, die Energie eines 
der N kurzperiodischen Resonatoren kónne jeden beliebigen Wert 1 besitzen, und 
zwar sei die Zahl derjenigen dieser Resonatoren, deren Energie zwischen ; und 
n + dy liegt, gleich N„dn, sodass: 


Jman=2. (27) 
ö 


Ferner finde der Energieaustausch beim Zusammenstoss wiederum nur nach gan- 
zen Vielfachen i des Elementarquantums : statt, so dass anstatt (ro): 


“>i>—!. (28) 
Ups XE € 


Dann lassen sich genau die nümlichen Betrachtungen anstellen, wie im vorigen 
Paragraphen, und man erhält für den Zustand des statistischen Gleichgewichts 
anstelle von (r4) die Funktionalgleichung: 


Pu: Nam Puis: Nass, (29) 


deren allgemeine Lósung durch (18) und durch 


Noins = Nop" (30) 
gegeben wird, wo 
Ps Ne 
p= P, "an N, (31) 


Daraus ergeben sich dann wieder die Mittelwerte für die Energie der beiden Ar- 
ten von Resonatoren: 
I ep 


=o+- und. 7 =p + — —» 
a ? ni, 158 I—p 


wenn wir mit o' die mittlere Energie derjenigen kurzperiodischen Resonatoren be- 
zeichnen, deren Energie zwischen o und « liegt: 


5 r- 
p. | N,do= | oN, do. (33) 


U 0 
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Für den Zusammenhang zwischen ; und « erhalten wir also: 
=F = I 
eet ead a (34) 


und hieraus, wenn wir für o wieder den Ausdruck (24), für xy aber den Ausdruck 
(25) einsetzen: 


Qr (35) 


und dieser Wert stimmt in der Tat vollkommen überein mit der oben eingeführ- 
ten Grundannahme der zweiten Theorie, dass die mittlere Energie der im Ele- 


mentargebiet n befindlichen Resonatoren gleich ist [^ + ‘| €. 


Somit kónnen wir als Resultat dieser ganzen Untersuchung den folgenden 
Satz aussprechen: Wenn für die stationäre Energieverteilung der langperiodischen 
Resonatoren das Gesetz der klassischen Theorie als gültig angenommen wird, so 
führt die Hypothese, dass beim Zusammenstoss zweier Resonatoren der Energie- 
austausch nur nach ganzen Vielfachen eines Energiequantums e stattfindet, und 
dass zwei Zusammenstósse mit entgegengesetztem Resultat gleich wahrscheinlich 
sind, für die mittlere Energie eines kurzperiodischen Resonators mit Notwendig- 
keit zur Formel der Quantentheorie, und zwar zur »ersten» Quantentheorie, wenn 
ein solcher Resonator keine zwischen o und « liegende Energie besitzen kann, zur 
»zweiten» Quantentheorie aber, wenn die mittlere Energie derjenigen Resonatoren, 


deren Energie zwischen o und « liegt, gleich : ist. 


$ 4: 

Schliesslich liegt noch die Frage nahe, ob und in welcher Weise sich die 
PorwcaRÉ'schen Ansätze (1) und (2) so verallgemeinern lassen, dass man zu den 
Formeln der beiden Quantentheorien gelangt, ohne auf die Schwierigkeiten zu 
stossen, die auf jeden Fall mit der Einführung einer nicht stetigen und nicht 
endlichen Funktion w(7) verbunden sind. 

In formaler Beziehung erledigt sich diese Frage einfach und in positivem 
Sinne, und zwar durch die Einführung einer passenden Modifikation des Ausdrucks 
für das Zustandsintegral (2). In der Quantentheorie bleibt die Gleichung (r) be- 
stehen, dagegen tritt an die Stelle des Zustandsintegrals (2) die Zustandssumme: 


(pi. Seren (36) 


n=0 


4> 
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wo zr, die mittlere Energie der im Elementargebiet n befindlichen Resonatoren 


bezeichnet. Je nachdem für rz, der Wert ne oder der Wert (n+ ‘| € angenom- 


men wird, erhält man ans (1) und (36) für die mittlere Energie ; eines kurz- 
periodischen Resonators den Ausdruck (5) der ersten Quantentheorie oder den 
Ausdruck (25) der zweiten Quantentheorie. 

Ein anderes, weit schwierigeres Problem aber ist es, diejenigen physikalischen 
Hypothesen zu ersinnen und mathematisch zu formulieren, welche mit Notwen- 
digkeit zu dem Ausdruck (36) des Zustandsintegrals fiihren. Denn mit seiner 
Lösung wäre auch der geheimnisvolle Schleier gelüftet, welcher noch bis zum 
heutigen Tage die Quantentheorie von allen Seiten umgibt. Es liegt eine eigen- 
artige Schicksalstragik darin, dass der geniale Mathematiker und theoretische 
Physiker, dessen Andenken dieser Aufsatz gewidmet ist, gerade im Verlauf des- 
jenigen Jahres, in welchem er sich für die Quantentheorie zu interessieren begann, 
von seiner Arbeit abberufen wurde. Niemand kann ermessen, welch unersetz- 
liche Werte dadurch der wissenschaftlichen Forschung verloren gegangen sind. 
Indessen wir müssen uns zufrieden geben und dankbar sein dafür, dass es 
ihm überhaupt noch vergönnt war, einmal selber Hand ans Werk zu legen und 
seiner Mitwelt damit die Schwierigkeit, aber auch die fundamentale Wichtigkeit 
der hier noch zu bewältigenden Aufgabe deutlich zu machen. 
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HENRI POINCARE. 
Par 
PAUL PAINLEVE 
à Panis. 


HENRI PorNCARÉ est mort ce matin,' foudroyé par une embolie. C'est le 
cœur consterné par la nouvelle de cette catastrophe que j'écris à la hâte ces 
quelques lignes, et je m’excuse et de leur désordre et de leur insuffisance. Com- 
ment embrasser, en un court article improvisé, cette ceuvre colossale qui se pro- 
longera indéfiniment dans l'avenir? Aujourd'hui, sur toute Ja face de la terre, 
les quelques milliers de savants, de chercheurs, d'ingénieurs qui poursuivent la 
lutte éternelle de notre espéce avec le mystére, avec l'inconnu, avec la matiére 
rebelle, accuilleront la nouvelle de cette mort comme un deuil personnel, comme 
une diminution de forces de l'humanité. 

C'est que HENRI Poincaré était vraiment le cerveau vivant des sciences 
rationnelles: mathématiques, astronomie, physique, cosmogonie, géodésie, il a tout 
embrassé, tout pénétré, tout approfondi. Inventeur incomparable, il ne s'est pas 
borné à suivre ses inspirations, à ouvrir des voies inattendues, à découvrir dans 
l'univers abstrait des mathématiques mainte «terre inconnue». Partout où la 
raison d'un autre homme a su se glisser, si subtils, si hérissés qu'aient été ses 
chemins, qu'il s'agit de télégraphie sans fil, de phénoménes radiologiques ou de 
la naissance de la terre, HENRI PorNcanÉ s'est glissé prés de lui pour aider et 
prolonger ses recherches, pour poursuivre le précieux filon. Effort autrement 
merveilleux que celui de l'eneyclopédiste dont la mémoire puissante se borne à 
enregistrer des faits dont la compréhension est immédiate! 

Avec le grand mathématicien francais disparait done le seul homme dont 
la pensée füt capable de faire tenir en elle toutes les autres pensées, de com- 


prendre jusqu'au fond et par une sorte de découverte renouvelée tout ce que 


! Cet article à paru dans le journal Le Temps le jour méme de la wort d Henri Poincare. 
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la science humaine peut aujourd’hui comprendre. Et c’est pourquoi cette dis- 
parition prématurée, en pleine force intellectuelle, est un désastre. Des décou- 
vertes seront retardées, des tátonnements s’obstineront dans mauvais chemins, 
parce que le cerveau puissant et lumineux ne sera plus là pour rapprocher des 
recherches qui s'ignorent ou pour jeter, dans un monde de faits obscurs brus- 
quement révélés par l'expérience, le coup de sonde hardi d'une théorie nouvelle. 

La vie de HENRI PoiNCARÉ n'a été qu'une meditation intense et ininter- 
rompue. Comme il dédaignait les publications fragmentaires, sa précocité 
n'apparut pas exceptionnelle. C'est à l'École polytechnique, vers la vingtième 
année, qu'il se manifesta comme n'étant pas taillé à la mesure commune. 
C'est alors qu'il devint vraiment le possédé de la pensée intérieure, de cette 
pensée despotique qui coube les épaules et incline le front de celui qu'elle 
habite. Inattentif aux spectacles de la réalité, tout son étre se donnait à cette 
silencieuse harmonie des idées abstraites que sans bruit, sans heurt, notre raison 
entreméle et enlace sur un rythme toujours juste et qui ne se rompt jamais. 
A vingt-quatre ans, le cerveau déjà chargé de découvertes, il inaugurait la série 
de ses innombrables publications sur les problémes les plus difficiles et les plus 
nouveaux des mathématiques, et provoquait l’admiration et l’&tonnement des 
maitres les plus renommés d'Europe. A trente ans, la chaire de physique géné- 
rale que lui confiait la Sorbonne offrait à sa puissance d'investigation une acti- 
vité nouvelle: ce fut d'abord une revision des principes généraux des sciences 
expérimentales, principe de la conservation de l'énergie, principe de Carnot, ete.; 
puis une étude approfondie des phénoménes optiques et des rapports encore si 
incertains de l'éther lumineux et de la matière; enfin toute la mécanique nou- 
velle issue des radiations mystérieuses et des conceptions qu'elles suggérent sur 
la constitution de l'univers. 

Mais l’œuvre qui porte peut-être la marque la plus profonde de son origina- 
lité et qui suffirait à lui assurer une gloire immortelle, c'est sa Mécanique céleste. 

Dans ce domaine, Newron et LAPLACE avaient été les investigateurs; mais 
Henri PorwcARÉ a été celui qui affouille le sous-sol et qui bätit des villes. La 
stabilité mécanique de notre systéme solaire a été le grand probléme qui l'a 
oceupé toute sa vie. Les lois de la gravitation universelle permettent au mathé- 
maticien de calculer pour un siècle, pour deux siècles, etc. les éphémérides, c'est- 
à-dire la position de la terre et des diverses planétes par rapport au soleil. Mais 
notre monde solaire gardera-t-il toujours le méme aspect ou se transformera-t-il? 
Dans cent mille ans, par exemple, la terre sera-t-elle notablement plus proche ou 
plus éloignée du soleil qu'elle ne l'est aujourd'hui? Pour répondre à cette 
question, l'illustre savant a dépensé des trésors de génie, créé des méthodes nou- 





Henri Poincaré. 401 


velles. On peut dire qu'avant lui, jamais aucune science n'a prolongé plus pro- 
fondément ses assises ni dressé plus haut le juste orgueil de son édifice. 

Et de méme qu'il s'est acharné à interroger l'avenir, il s’est penché ob- 
stinément aussi sur le passé de notre univers. Il y a quelques mois à peine, le 
Temps rendait compte de son traité sur les hypothèses cosmogoniques; avec scs 
formules rigides, son texte précis, avec la loyale incertitude qui lui sert de con- 
clusion, ce livre, pour ceux qui sont capables de le lire, est un des plus émouvants 
qui aient été écrits. 

Henri PoINCARÉ n'a pas été seulement un grand créateur dans les sciences 
positives. Il a été un grand philosophe et un grand écrivain. Certains de ses 
aphorismes font songer à Pascar: «La pensée n'est qu'un éclair entre deux 
longues nuits, mais c'est cet éclair qui est tout». Son style traduit la démarche 
méme de sa pensée: des formules bréves et saisissantes, paradoxales partois 
quand on les isole, réunies par des explications hátives, qui rejettent les détails 
faciles pour ne dire que l'essentiel. C'est pourquoi des critiques superficiels lui 
ont reproché d'étre «décousu»: la vérité, c'est que, sans éducation scientifique 
préalable, une telle démarche logique est difficile à égaler: le lion ne fait pas 
des enjambées de souris. 

C’est également faute d'avoir su comprendre sa philosophie dans son en- 
semble que certains commentateurs ont cru voir un scepticisme transcendantal 
dans ses études critiques des principes de la science. Comment n'eüt-il eu foi 
dans la vérité, celui qui a écrit: «La recherche de la vérité doit étre le but de 
notre activité; c'est la seule fin qui soit digne d'elle»? Sa philosophie des scien- 
ces rationnelles vivra autant que ses propres découvertes. L'ensemble des scien- 
ces mathématiques lui apparaissait comme un prodigieux instrument de mesures, 
harmonieusement agencé, et le mieux adaptés à l'évaluation des phénoménes de 
l'univers. C'est dans ce sens qu'il faut interpréter ses fameux aphorismes, qui 
ont soulevé tant de discussions, sur les principes des sciences rationnelles et no- 
tamment sur les axiómes de la géométrie qualifiés par lui de «conventions com- 
modes». 

Il est un dernier trait de son caractére que je ne peux passer sous silence: 
c'est son admirable sincérité intellectuelle. Il s'est livré tout entier, il a livre à 
tous, autant que les mots le permettent, toute sa pensée et jusqu'au mécanisme 
de sa pensée. Dans sa derniére publication, parue il y a quelques jours, reve- 
nant encore sur le probléme de la stabilité de notre univers, il s'excusait de faire 
paraitre des résultats incomplets: 

«Il semble, dans ces conditions, disait-il, que je devrais m'abstenir de toute 
publication tant que je n'aurai pas résolu la question; mais aprés les inutiles 
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efforts que j’ai faits pendant de longs mois, il m’a paru que le plus sage était 
de laisser le probléme mürir, en m'en reposant durant quelques années; cela se- 
rait trés bien si j'étais sûr de pouvoir le reprendre un jour, mais à mon age, je 
ne puis en répondre. D'un autre cóté, l'importance du sujet est trop grande et 
lensemble des résultats obtenus trop considérable déjà, pour que je me résigne 
à les laisser définitivement infructueux. Je puis espérer que les géométres qui 
s'intéresseront à ce probléme et qui seront sans doute plus heureux que moi, 
pourront en tirer quelque parti et s'en servir pour trouver la voie dans laquelle 
ils doivent se diriger.» 

Quels mots ajouter à ce testament scientifique si noble, si simple, d'une vie 
consacrée tout entiére, sans une défaillance. à la recherche de la vérité? Pour 
la premiére fois depuis un demi-siécle, ce cerveau sans égal va connaitre le repos. 
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PREFACE. 


Si jai fini par me résoudre, aprés | 


un long retard, 4 publier ce tome des 
Acta mathematica, ce n'est pas que j'aie 
réussi à ordonner tous les matériaux 
que j'aurais désiré et que j'aurais espéré 
présenter au publie, mais c'est bien 
plutót parce que je suis persuadé que 
par suite d'un plus long retard une 
bonne partie de ce que je suis en me- 
sure de présenter aujourd'hui n'aurait 
guère de chances autrement de servir 
à la science. 


Les Acta mathematica ont déjà cé- | 


lébré l'année dernière la quarantième 
année de son existence sous la même di- 
rection et avec le même rédacteur en 
chef. 
für die reine und angewandte Mathe- 
matik) n'a existé que 30 ans (1826—55) 
sous la direction de Crelle, et le Jour- 
nal de Liouville (Journal de mathémati- 
ques pures et appliquées) n'a vécu que 
38 ans sous la direction de Liouville 
(1836 —74). Les Acta mathematica virent 


le jour par suite du désir commun et | 


grace à l'appui efficace des plus grands 
mathématiciens de 1882, mes maitres 
vénérés et mes amis, Charles Hermite 
et Karl Weierstrass. La guerre franco- 


allemande et la tension des esprits 


Le Journal de Crelle (Journal | 


VORREDE. 


Als ich mich nach langem Zögern 
schließlich dazu entschloß, den vorlie- 
| genden Band der Acta mathematica zu 
veröffentlichen, war der Grund dafür 
nicht die Beendigung der Bearbeitung 
‚all des Stoffes, den ich vorzulegen 
wünschte und hoffte, sondern meine 
Überzeugung, daß bei fernerem Auf- 
schub ein beträchtlicher Teil dessen, 
was ich jetzt mitteilen kann, der Wissen- 
| schaft kaum mehr zugute kommen würde. 


Schon im letzten Jahre haben die 
Acta mathematica auf ihr vierzigjähriges 
Erscheinen unter ein und demselben 
| Leiter und Hauptredakteurzurückblicken 

können, während beispielsweise das 
Crellesche Journal (Journal für die reine 
und angewandte Mathematik) unter 
Crelles Leitung nur 30 Jahre (1826 — 
1855), die Liouvillesche Zeitschrift (Jour- 
nal de mathématiques pures et appli- 
quées) unter Liouvilles Leitung 38 ‚Jahre 
(1836— 1874) erlebte. Die Acta mathe- 
matica wurden seinerzeit auf gemein- 
samen Wunsch und unter lebhafter För- 
derung der beiden größten Mathematiker 
| des Jahres 1882, Charles Hermite und 
Karl Weierstraß, die beide meine ver- 
ehrten Lehrer Freunde 


und näheren 


^ 
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qu'elle provoqua méme dans les plus hautes 
sphéres de la vie intellectuelle eurent eu 
pour conséquence de faire perdre rapi- 
dement au Journal de Crelle ainsi qu'à | 
celui de Liouville le caractére interna- 

tional qu'ils avaient eu précédemment. 

Hermite et Weierstrass étaient tous les | 
deux des hommes pour qui le progrés 
de la vérité et le triomphe de la vérité 
scientifique constituent la plus noble 
mission de l'humanité. Et ils n'igno- | 


raient pas que moi-méme, intimement | 
lié avec eux en qualité d'éléve et d'ami, 
je partageais entièrement et avec une 
foi absolue cette opinion. 


waren, begründet, nachdem infolge des 
KriegeszwischenFrankreich und Deutsch- 


| land und der Spannungen, die er auch 


im höchsten intellektuellen Leben mit 
sich brachte, das Crellesche ebenso wie 
das Liouvillesche Journal ihre früher 
innegebabte internationale Stellung bei- 
nahe verloren hatten. Sowohl Hermite 
als auch Weierstraß waren Männer, für 
welche das hóchste Ziel echten Men- 
schentums in ständigem tiefschürfenden 
Suchen nach Wahrheit und in Gewin- 
nung neuer Erkenntnis vom innersten 
Wesen der Dinge bestand. Beiden hatte 


| ich als Schüler und Freund nahege- 
| standen, und sie wußten, daß ich ganz 


| und mit unerschütterlicher Überzeugung 


| 

La Suéde, pendant la guerre de | 
1870, comme pendant la dernière guerre 
mondiale, avait réussi à rester en de- | 
hors de la tourmente. Le roi de Suéde | 
Oscar II était ouvert à tous les efforts | 
ayant un but idéal et c'est sous sa | 


protection que le journal vint au monde 
sous une direction scandinave, dont les | 
membres appartenaient aux quatre pays 
scandinaves, Comme le Journal de Crelle | 
avait commencé par un triomphe scien- 

tifique en publiant les travaux du nor- | 
végien Abel, de méme je fus assez heu- | 
reux pour commencer le premier tome | 
des Acta mathematica par un mémoire | 
d'Henri Poincaré > Théorie des groupes | 
fuchsiens« dont le titre était une mar- 
que d'honneur pour l'allemand L. Fuchs. | 
Mais ce fut longtemps une énigme de | 
savoir quel rapport existait entre ce 

travail de Poincaré et les travaux pré- | 


ihre Anschauung teilte. 

Schweden war es gelungen, in den 
Krieg von 1870 nicht hineingezogen zu 
werden, ebensowenig wie in den letzten 
Weltkrieg. Der schwedische König 
Oskar Il. war ein hochbegabter Mann 
mit offenem Sinn für alle ideellen Be- 
strebungen, und unter seinem Schutze 
kam denn auch die Zeitschrift unter 


| Leitung einer skandinavischen Redak- 


tion mit Mitgliedern aus den vier skan- 
dinavischen Ländern zustande. Gleich- 
wie der wissenschaftliche Siegeszug des 
Crelleschen Journals mit der Veróffent- 
lichung der Arbeiten des Norwegers 
Abel begann, so hatte ich das Glück, 
den ersten Band der Acta mathematica 


| mit der Abhandlung des Franzosen Henri 


Poincaré : Théorie des groupes fuchsiens, 
deren Titel eine Huldigung für den 
Deutschen Lazarus Fuchs darstellte, ein- 
leiten zu können. Lange ist es ein Rätsel 
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cédents de Fuchs. On en trouve la so- 
lution dans le mémoire encore inédit de 
Poincaré que je publie dans ce volume 
avec l'autorisation de l Académie des 
sciences. 


Poincaré fut et resta tout le reste 
de son existence le plus éminent et le 
plus fidéle des collaborateurs du journal. 

J'ai eu le bonheur de pouvoir dé- 
dier le 38°"° tome de ce journal à sa 


gewesen, welchen Zusammenhang Poin- 
carés Arbeiten mit den vorhergehenden 
von Fuchs hatten; seine Lösung findet 
man in der bisher unveróffentlichten 
Abhandlung von Henri Poincaré, welche 


ich mit Genehmigung der französischen 


Akademie der Wissenschaften in diesem 
Bande mitteile. 

Poincaré war und blieb die ganze 
übrige Zeit seines Lebens der hervor- 


 ragendste und treueste Mitarbeiter der 


grande mémoire. Mais que l'on n’ima- | 
gine pas cependant que le mémoire de | 


Poincaré ait obtenu dés le début les 
louanges qu'il a obtenues par la suite. 
Ce fut plutót le contraire. Kronecker 
par exemple me fit exprimer par un 
ami commun le regret de l'échec auquel 
le journal semblait vouée sans reméde 
par la publication d'un travail si in- 
complet, si peu muri et si obscur. L'at- 
titude de Klein dans cette question ap- 
parait nettement par une correspondance 
entre Poincaré et lui que j'ai aussi le 
plaisir de publier dans ce volume. 


Le volume présent débute par une 
exposition des 40 premières années de 
la vie de Weierstrass que j'ai rédigée. 
/ la suite on trouvera le mémoire in- 
édit de Poincaré et la correspondance 
entre Poincaré et Klein, deux publi- 
cations qui ont été mises en ordre par 


Zeitschrift, und ich habe schon früher 
das Glück erlebt, den 38. Band der 
Acta mathematica dem Andenken dieses 
unvergeßlichen Mannes widmen zu kön- 
nen. Man möge indes nicht annehmen, 
daB Poincarés Abhandlung im 1. Bande 
der Zeitschrift unmittelbar das Aufsehen 
erregte und die Anerkennung fand, die 
ihr später zuteil wurden. Das Verhältnis 
war vielmehr gerade umgekehrt. Kron- 
ecker beispielsweise ließ mir durch 
einen gemeinsamen Freund sein freund- 
schaftliches Bedauern über den Mißer- 
folg ausdrücken, zu dem die Zeitschrift 
durch eine so unvollkommene, unreife 
und unklare Arbeit unvermeidlich ver- 
urteilt wäre. Wie Felix Klein sich zu 
dieser Frage stellte, geht aus dem Briet- 
wechsel zwischen Poincaré und Klein 
hervor, den ich erfreulicherweise jetzt 
auch veröffentlichen kann. 

Eingeleitet wird der vorliegende 
Band mit einer von mir verfaßten Darstel- 
lung der ersten 40 Jahre von Weierstraß' 
Leben. Dann folgen Poincarés oben- 
genannte Arbeit und der Briefwechsel 
zwischen Poincaré und Klein, beide von 
N. E. Nörlund zur Veröffentlichung vor- 
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M. N. E. Nórlund à qui j'exprime en outre | 
mes remerciements pour avoir réuni et 
revu tous les matériaux qui sont publiés | 
dans ce volume. 

Ce volume contient de plus un 
article de moi sur Sonja Kowalewsky 
et notamment sur ses relations avec | 
Weierstrass dont j'ai fait un rapport 
devant le deuxième Congrès internatio- 
nal des mathématiciens à Paris; cet article 
est suivi d'abondants extraits des nom- 


breuses lettres, si riches et si intéres- 
santes tant au point de vue psychologi- 
que qu'au point de vue mathématique que 
Weierstrass adressa à sa chére disciple; | 
enfin une série de lettres de Weierstrass 


à du Bois- Reymond, à Koenigsberger, à 
Thomé et à Fuchs ainsi qu'un compte- 
rendu de quelques paroles de Weier- 


strass que j'ai notées dans mon journal. 

Je dois exprimer mes remerciements 
à M. Oystein Ore, cand. real. de Kri- 
stiania pour avoir mis en ordre ces ma- 
tériaux. 

Outre M. le professeur Nórlund 
et M. Ore, sans l'aide desquels ce vo- 
lume n'aurait jamais pu voir le jour, je 
dois aussi mes plus sincères remercie- 
ments à M. le professeur J. Malmquist 
qui depuis de nombreuses années est le 
secrétaire de la rédaction de ce journal | 





et se charge d'en relire les épreuves. 


bereitet. Ihm habe ich außerdem für die 
endgültige Überarbeitung und Ordnung 
des ganzen in diesem Bande der Offent- 
lichkeit übergebenen Stoffes zu danken. 
Ferner enthält der Band eine von mir 
in Anlehnung an meinen auf dem 2. 


| Internationalen Mathematikerkongref in 


Paris gehaltenen Vortrag geschriebene 
Schilderung von Sonja Kowalewsky und 
ihrem Verhältnis zu Weierstraß, be- 
gleitet von umfassenden Auszügen aus 
Weierstraß’ vielen inhaltreichen, psycho- 
logisch und mathematisch hochinteres- 
santen Briefen an seine liebe Schülerin. 
Den Schluß bilden eine Anzahl Briefe 
von Weierstraß an du Bois-Reymond, 
Koenigsberger, Thomé und Fuchs und 
ein Bericht über Äußerungen von Weier- 
straß, die m meinem Tagebuch aufge- 
zeichnet sind. Bei der Zusammenstel- 
lung des letztgenannten Materials bin 


ich von cand. real Oystein Ore, Kri- 


stiania, unterstützt worden. 


Außer an Professor Nörlund und 
Herrn Ore, ohne deren tatkräftige Hilfe 
dieser Band niemals hätte zustande 
kommen können, muß ich auch an den 
langjährigen Sekretär und Korrektur- 
leser der Zeitschrift, Professor J. Malm- 
quist, meinen warmen Dank aussprechen. 


G. Mittag-Leffler. 








DIE ERSTEN 40 JAHRE DES LEBENS VON WEIERSTRASS. 


Vortrag, gehalten auf dem 4. skandinavischen Mathematiker-Kongreß 
in Stockholm (30. August—2. September 1916). 


Von 
G. MITTAG - LEFFLER. 


Kart Wererstrass wurde am 31. Oktober 1815 in Ostenfelde, Kreis Waren- 
dorf, Regierungsbezirk Miinster, geboren und starb in Berlin am 19. Februar 1897. 
Sein Vater, der Rendant Wiırarım Weierstrass (geb. 1790, gest. 1869), hatte sich 
im Jahre 1814 im Alter von 25 Jahren mit einem Fräulein vox prn Forst ver- 
heiratet, die Kart Weierstrass’ Mutter wurde. 

Kart war der älteste Sohn. Nach ihm wurde im Jahre 1820 ein weiterer 
Sohn, Prrer, geboren, der seinen Bruder um etwa 7 Jahre überlebte (er starb 1904), 
und nach diesem zwei Töchter, Kiara (geb. 1823, gest. 1896, 1 Jahr vor Kant) 
und Eurse (geb. 1826, gest. 1898, 1 Jahr nach Karts Tod) Die Mutter starb im 
Jahre, da Eusx geboren wurde, ganz kurze Zeit nach ihrer Niederkunft. Alle ihre 
Kinder sind unverheiratet geblieben. Ein Jahr darauf verheiratete sich der Vater 
zum zweiten Mal. Seine zweite Frau, die Stiefmutter der Kinder, starb 1859. 
Der Vater hatte sie um 10 Jahre überlebt, als er, achtzigjährig, im Hause K anis 
starb, wo er die letzten Jahre seines Lebens zugebracht hatte. 

Zu der Zeit, als Kari Weierstrass geboren wurde, scheint der Vater als 
Zollbeamter in französischen Diensten gestanden zu haben. Er muß indessen 
vorher, und zwar seit 1808, damals nur 19jährig, als Lehrer tätig gewesen sein, 
wie aus einem Brief ‘an seinen Sohn #rrer hervorgeht. 

Schon kurze Zeit nach Karts Geburt siedelten die Eltern nach Western- 
kotten in Westfalen über, wo der Vater bei der dortigen Saline Anstellung ge- 
funden hatte. Die Salinen von Westernkotten haben hierdurch einen Platz in 
der Geschichte der Mathematik erhalten. Denn im Sommer 1841 datierte Kani 
Wererstrass von hier aus seine Arbeit „Über die Entwicklung der Modular- 
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funktionen“, und unter der Überschrift „Westernkotten“ sind viele Briefe ge- 
schrieben und abgesandt worden, die wertvolle Beitrüge für die Lebensgeschichte 
des groBen Mathematikers liefern. 

Weierstrass’ Vater war ein feingebildeter Mann mit vielseitigen Kenntnissen, 
sowohl in Physik und Chemie wie in den humanistischen Wissenschaften. Fran- 
zösisch sprach und schrieb er wie seine Muttersprache. Verschiedene Briefe von 
ihm an seine Kinder sind noch vorhanden. Aus ihnen atmet hoher Idealismus, 
der jedoch mit einem entschieden praktischen Verstande gepaart ist. Er liebte und 
suchte Geselligkeit, und nach den Angaben seines Sohnes Prtur verachtete er dabei 
auch nicht, tüchtig zu kneipen. Auferdem war er ein geübter Schachspieler, wenn 
auch nach Prrers Ansicht, der hierin Meister war, ein ziemlich mittelmäßiger. 
Aus Gründen, die unbekannt geblieben sind, war er vom protestantischen zum 
katholischen Glauben übergetreten. Möglicherweise stand dies mit seiner ersten 
Heirat im Zusammenhang. Bigott wurde er nie. Sämtliche Kinder gehörten 
der katholischen Kirche an, ohne jedoch strenggläubig zu sein. Kart WxrknsTRASS 
unterhielt übrigens in den ersten Jahren seiner Wirksamkeit, — besonders zu 
der Zeit, als er Lehrer am katholischen Gymnasium in Braunsberg war, — 
freundschaftliche Beziehungen mit ein paar hochgestellten und feingebildeten, 
vorurteilslosen katholischen Prälaten. 

Über Wererstrass’ Mutter weiß man so gut wie nichts. Als sie starb, 
waren die Kinder noch klein, mit Ausnahme von Kamr, der jedoch damals auch 
erst 11 Jahre zählte. Die Ehe scheint nicht ganz harmonisch gewesen zu sein, 
wie aus einem Satze in einem Brief des Vaters an den Sohn Prrer, geschrieben in 
Westernkotten, 13. Oktober 1853, hervorgeht: „Von der Liebschaft, die Du dort 
gehabt, hat uns Karı, erzählt; es ist gut, daß die Sache aus ist. Ohne Vermögen 
und von anderer Konfession würde ich das Verhältnis niemals gut heißen können. 
Es gab allerdings auch bei mir eine Zeit, wo ich anders gesinnt war und sehr 
leichtsinnig gehandelt habe. Es ist mir zu jener Zeit auch nicht im Schlafe 
eingefallen, daß derjenige, welcher in den Ehestand treten will, nothwendig sich 
auch den Bereich der Verpflichtungen vergegenwärtige, welche er dadurch gegen 
seine eigne, gegen die Familie seiner Gattin und eine Anzahl noch Ungeborener 
zu übernehmen nolens volens durch die Macht der Verhältnisse gezwungen wird.“ 
Die Stiefmutter erzog die Kinder. Sie scheint eine tüchtige deutsche Hausfrau 
gewesen zu sein, die unter kümmerlichen wirtschaftlichen Verhältnissen, „sich 
immer ängstigend“, — nach einem Briefwechsel zwischen den Kindern, — für 
Haus und Herd sorgte. Auf das Seelenleben der Kinder hat sie vermutlich 
keinen Einfluß gehabt. Aber es war ein gebildetes Heim mit reichen geistigen 
Interessen, jedoch mit geringen wirtschaftlichen Einkünften, wie es deren damals 








Die ersten -40 Jahre des Lebens von Weiers tral. 


so viele in Deutschland gab, aus dem Kant Werterstrass hervorgegangen ist. 
War das eine oder andere von den Geschwistern abwesend, so korrespondierten 
sie oft in ebenso fehlerfreiem Englisch oder Franzósisch miteinander, wie auf 
Deutsch. PurkR schrieb auch lateinisch, und sein Briefwechsel handelte nicht selten 
über literarische Fragen und besonders über Musik. Es scheint, daß alle Kinder 
musikalisch waren, mit Ausnahme von Kanr. Dieser unterschied sich hierdurch 
von so vielen der größten Mathematiker. Prrer war auf eine ganz besondere 
Weise musikalisch: er las Noten und schrieb Musik. Genau so stand es mit 
seinem Schachinteresse. Er lóste Schachaufgaben, aber spielte ungern Schach. 
In einem Brief von Euse Weierstrass an Prrer (undatiert, vermutlich aus dem 
Jahre 1851 oder 1852) findet sich folgender Satz über Karis Beziehungen zur 
Musik: „Karı, hat es sich hier jetzt bequem gemacht; um seine Zeit aus- 
zufüllen oder vielleicht aus einem anderen Grunde will er Musik studieren und 
bat uns alle drei zu Lehrmeistern engagiert. Ich glaube aber nicht, daß wir 
gelehrt genug sind, ihm etwas beizubringen. Bis jetzt hat er noch keine sonder- 
lichen Progresse gemacht.“ 

Ein Bild von der gedrückten wirtschaftlichen Lage gibt ein Brief, den 
Kıarı im Herbst 1853 an Prrer schrieb und worin sie ihn ermahnt, nicht an 
Heirat zu denken, ehe er eine gesicherte Existenz habe: „Kennst Du den Stall, 
wo hinein viele geduldige Schafe gehen? Das ist das Wohnzimmer eines unbe- 
mittelten Bürgers im Winter. — Denkst Du noch an die traulichen Winter- 
abende, wo wir im tiefsten Schweigen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 um ein Talglicht saßen ? 
— Denkst Du noch an manches andere? — Kennst Du es wohl, wenn man nicht 
weiß, woher man dasjenige nehmen soll, was einem dringend fehlt? — Kennst 
Du all die häuslichen Freuden, die sich bei 4, 5, 6, 7, ete. hundert Thalers 
Familien so zahlreich einstellen und die darauf folgenden Schrecken, wenn das 
Getreide um 10, 20 Ggr im Preise steigt? Kennst Du es wohl, das Leben der 
Entsagung, Sorgen und Mühen? — dahin möchte ich mit keinem Geliebten dieser 
Erde ziehen, um das nochmals im zweiten Stadium durchzumachen*. Das Bild, 
das sich hier entrollt, ist ja auch vielen in unseren nordischen Ländern wohl- 
bekannt. 

Vom Vater sind uns, verschiedene Briefe hinterblieben, aus denen wir 
manches über seinen Charakter entnehmen können. Sie sind fast alle an den 
Sohn Pzrer gerichtet. 

Die im besten Sinne des Wortes freisinnige Auffassung des Vaters von dem 
Verhältnis des Staats der Schule gegenüber tritt aus der folgenden Stelle eines 
Briefes an Prrer, datiert: „Westernkotten, an meinem Namenstage 1549“, hervor: 


„Du willst etwas aus der deutschen Reform von mir wissen. Dessen kann 
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ich mich wohl entheben, da sämmtlichen Gymnasien ja die Verhandlungen der 
Deputierten der Gymnasial- Lehrer zur Begutachtung des Gesetzes - Vorschlags 
wegen Reorganisation des Unterrichtswesens gedruckt und vollständig mitge- 
theilt werden und sie Dir also ohne Zweifel bereits zu Gesicht gekommen sind. 

Mich haben diese Verhandlungen hauptsächlich nur in Bezug auf die Gehalts- 
Bestimmungen befriedigt; die meisten übrigen Abstimmungen riechen mir zu sehr 
nach Servilismus dem mir in den Tod zuwieder gewordenen Centralisations- und 
Staatsbevormundungs-Princip gegenüber, welches nach meiner Ansicht nirgends 
ungeeigneter ist, als in der Wirksamkeit der Geistesbildungsanstalten, und dessen 
Durchführung, wie ich nie bezweifelt habe, aber auch auf fast alle Staatstendenzen 
den traurigsten und zerstörendsten Einfluß äußert. Mich dünkt, die Beweise 
hievon liegen so nahe und machen sich so kenntlich, daß man mit Blindheit ge- 
schlagen sein müßte, wenn man es übersehen könnte. 

Sind nicht die Haupt-Führer der Demokraten und Demagogen aus dem 
eigentlichen Stande der Philologen und Philosophen, so wie aus der durch die 
seitherige Regierungs-Bevormundung bis aufs äußerste empörten freiheitsliebenden 
Jugend herangereift ? 

Man mag die Regierungen vertheidigen und entschuldigen, so sehr man will 
und kann, die versuchte Fesselung der Geistesrichtungen mußte schon von vorn- 
herein dem Geschichts- und Menschenkenner als eine ungeheure Anmaßung er- 
scheinen, und es kann daher eigentlich nicht wundern, daß sich in den Gemüthern 
von tausenden selbständiger und selbstdenkender Männer und Jünglinge mit der 
Allgewalt angestammter Vorurtheile ein glühender Ingrimm festgesetzt hat, der 
auf dem Wege der Regierungs-Bevormundung sicherlich nicht ausgetrieben wird 
und werden kann. Wie kurzsichtig oder aber wie schwächlich erscheint es also, 
wenn so viele, ja die meisten Mitglieder des so gedrückten Standes der Jugend- 
bildner, wie sich bei Begutachtung der questionnirten Gesetzes- Vorlage ergeben 
hat, eines Theils sich noch so recht keine klare Idee von dem Reiche und der 
Macht der wahren Geistesfreiheit machen können oder wohl gar mit Verläugnung 
alles Vertrauens auf die göttliche Weltregierung in devotem Servilismus Maß- 
nahmen huldigen, welche die Götter dieser Welt in ihrer Anmaßung ergreifen, 
um unserm lieben Herrgott ins Handwerk zu pfuschen. Ihr habt vom Staate 
weiter nichts zu fordern, als die äußere Stellung und den Lebensunterhalt; diese 
Verpflichtung gibt dem Staate aber noch keineswegs das Recht, sich auch um 
Unterricht und Erziehung im Allgemeinen so wenig als im Speciellen zu be- 
kümmern. 

Und warum soll dies auch nicht der Genossenschaft überlassen bleiben, wie 
es vordem Jahrhunderte lang war?“ 
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Perer war zweifellos ein hochbegabter und kenntnisreicher Mann, aber es 
fehlte ihm, besonders während der Jugendzeit und im Anfang der Mannesjahre, die 
Ausgeglichenheit des Charakters, die nach Ansicht des Vaters seine bescheidenen 
äußeren Umstände hätten bedingen müssen. So schreibt der Vater in einem 
Briefe vom 24. Juni 1852: 

„Ich habe Dir lange nicht geschrieben, ich wollte Dir dadurch andeuten, 
daß mir der Inhalt Deiner Briefe meistens nicht zusagt; ich wünsche von Dir 
Dein Thun, nieht Dein Denken und Fühlen zu erfahren; ersteres, mag es so 
geringfügig sein, als möglich, mag es auch nur in dem täglichen Wechsel der 
Beschäftigung und der geringsten Grüße bestehen, ist doch etwas Wirkliches, die 
Theilnahme und den Mitgenuß Erweckendes, und darum das echt Menschliche. 

Im Ergehen und Hinschwimmen von Gefühlen und Betrachtungen verliert 
sich die Seele ins Nebelhafte und Unwahre und erzeugt, weil es im Grunde 
lediglich ein Kultus des Egoismus ist, zuletzt die widerwürtigste Blasirtheit. 

Du hast Dir leider schon zu sehr angewohnt, Menschen, Zustand und Ver- 
hältnisse nur von diesem einseitigen Gesichtspunkte aus anzusehen, und scheinst 
es noch immer nicht zu merken, daf die Ursachen, weshalb Dir in Deinen Um- 
gebungen so manches widerwürtig und miserabel erscheint, nicht so sehr in den 
Menschen und Zuständen selbst, auch nicht in der Individualität Deines Ichs, 
sondern vielmehr in der falschen und ausschließlich egoistischen Richtung Deines 
Seelenlebens liegt. Als studirter Philosoph solltest Da eigentlich dies besser 
erkennen als ich, und darum will ich mich auch auf diese Andeutungen beschränken, 
die aus dem innigsten Wunsche entspringen, daß Dir der Himmel bald Ruhe und 
Zufriedenheit am eigenen Heerde schenken möge. Nimm die Welt, wie sie ist, 
denke immer: ich bin ein Theil derselben und ein Wesen, wie die anderen, ohne 
Zweifel nicht schlechter, aber auch nicht besser, und bestimmt, dieselbe Bahn zu 
durchlaufen, zu essen, zu trinken, zu schlafen, zu lieben, zu heirathen und eine 
Familie zu gründen‘. 

Perer charakterisiert sich selbst in einem Brief an Kart vom 28. April 1854. 
Die Einleitung bezieht sich auf philosophische Fragen und war lange liegen ge- 
blieben. Er fährt fort: 

„Nachdem dieser Mischmasch, durch Zufall abgebrochen, lange Zeit gelegen — 
(denn wisse: für mich ist die größte Pein, Briefe zu schreiben. Geschäftsbriete 
gern, nur keine vertrauten, worin man sich seinen Gedanken, Erinnerungen, 
Empfindungen überlassen darf, die mich nämlich (Du kennst sie aus alter Zeit, 
sie lauern wie Dämonen und Gespenster unter einer leichten Decke; nur leicht 
berührt surren sie auf, spuken aufs tollste und mißhandeln mich henkerhait, und 
lassen nicht ab zu saugen, bis der letzte Tropfen Lebenslust und Muth ausge- 
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zogen ist von den Vampyren! Doch um Gotteswillen, genug davon — sie 
kommen schon — ich fühls an einem leichten Ziehen und Spannen in der Gegend 


des Zwölffinger-Darms) regelmäßig nicht nur in ein unheimliches Gebiet führen, 
sondern auch — Leibschmerzen macht. Es klingt dies komisch, aber es ist mehr: 
jeder Verdruf, materiell oder ideell oder phantasiell, endigt als Resultat mit 
Kneipen in den Eingeweiden; selbst alle edleren Gefühle — doch das gehórt 
hier nicht her und geht Dich nichts an. Kurz und gut, ich strüube mich gegen 
alle Gefühle, wie ein Kind gegen Waschwasser; darum liebe ich nicht Freunde, 
nicht Feindschaft, nicht Veränderung, nicht Unruhe, nicht Hoffnung, nicht Be- 
strebungen, nicht Begeisterung; strebe nur nach einem friedlichen, ruhigen, móg- 
lichst monotonen Leben, ohne Denken und Empfinden und Trachten. — Begreifst 
Du nun etwa, wie es kommt, daß man keine Briefe schreibt? Daß einem Ab- 
rackern in einer mechanischen Klasse lieber ist, als Briefe schreiben? Daß man 
ein Stück Holz, einen Stein oder doch einen Wegerich mit Buckeln um sein 
Dasein beneidet? Gewiß, es ist nicht Trügheit, nicht Vergessenheit!) —, habe 
ich weder Lust, in den damaligen Gedankengang mich wieder hineinzustudieren, 
noch Macht dazu*. 

,Ein kahler, inhaltsleerer Brief nach so langem Zwischenraum; allein ich 
kann mal nicht anders. Ich bin radikal verdorben! Suche Nichts mir zuzu- 
reden; bei mir hilft Nichts, hóchstens Rizinusól, wenn ich Leibschmerzen habe. — 
Wenn wir mal wieder zusammenkämen, wir würden uns doch mehr zu erzählen 
haben! Thu mir nur den einzigen Gefallen, lieber Kart, schreibe mir bald 
wieder, und zwar, nachdem Du zuerst eime gute Flasche Weines getrunken hast, 
um in eine recht tolle, lustige Laune zu kommen, wie ich sie gern auch mal 
haben möchte, aber leider nie habe. Doch da es 12 Uhr ist, ich morgen 7 Uhr 
zum Orgeln muß, mein größtes Leidwesen in Krone — (er war Lehrer am dor- 
tigen Progymnasium) — so ist es verzeihlich, wenn ich schliefe. 

Lebewohl, lieber Bruder, bis Wiedersehn. Antworte, grolle nicht praete- 
ritorum, bleibe gesund und freu Dich Deines Lebens, so gut Du kannst*. 

Leider ist in PrrERs Nachlass die Antwort Karts auf diesen Brief nicht 
mehr vorhanden. Es mag sein, daß Pxrrn sich von ihr so betroffen gefühlt hat, 
daß er sie nicht aufbewahren wollte. 

Dagegen ist uns ein Brief des Vaters, datiert Westernkotten, 3. August 
1854, erhalten geblieben, der sowohl für den Vater als für Perer charakteri- 
stisch ist. 

„Lieber Prrer! Wenn Du vielleicht auf einen Brief von mir, als Antwort 
auf den Deinigen vom 25. Mai, gewartet hast, so hast Du Dich ebensowohl ge- 
täuscht, als uns Deine Zusage, regelmäßig jeden Monat schreiben zu wollen, 
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wornach wir zunächst Deinen Brief pro Juni, und dann pro Juli abwarten zu 
müssen geglaubt haben, getäuscht hat. Aus dem Ausbleiben dieser Zusage-Briefe 
schließe ich oder folgere ich wenigstens, daß Du in dem nicht beneidenswerten 
Trubel des Konitzer Lebens Deine eigenen guten Vorsätze wieder vergessen 
hast. An sich rechne ich Dir das nicht hoch an, bin aber doch verpflichtet, zu 
bemerken, daß Du wahrlich nicht wohl daran thust, Dich nicht an solche kleine 
eingegangene Verpflichtungen ängstlich zu binden. Mich dünkt, Du müssest be- 
reits erfahrungsmäßig zu der Einsicht gelangt sein, wie die Erfüllung der 
leichtern und kleinern Verpflichtungen zur Erfüllung der größern und wichtigern 
erst hinfübrt und sie alleine verbürgt; die Übung allein macht den Meister; 
nicht das Wissen und Wollen, das Thun ist die Hauptsache, und alles Thun 
muß eben im Kleinen, im beschränkten Maaße beginnen und seine Kraft ge- 
winnen; es ist mit der psychischen Thätigkeit (meiner geringen Ansicht zufolge) 
wie mit der Bewegung der Welt- oder Himmels-Körper, die bloße Idee des 
Stoßes setzt keinen in Bewegung; eben so wenig bringt der bloße Vorsatz oder 
Wille eine psychische Erscheinung zuwege. Nehme ich eine oder mehrere 
sogenannte Kräfte als Ursachen der Bewegung sowohl in materiellen als imma- 
teriellen Dingen an, so gewinne ich nichts für meine Erkenntniß und bleibe also 
bei der Erfahrung in materiellen Dingen stehen, daß die Richtungen der Be- 
wegung ihre Kulminationspunkte haben, von wo sie eigentlich ausgehen und 
wieder endigen, daß die Bewegungsgröße in den Kulminationspunkten — 0 ist, 
hier also die Bewegung erst entsteht, anfangs kaum merklich und unmeßbar klein 
ist, aber ganz allmählich wächst. Ihr wachsen gewissermaaßen im Fluge die 
Schwingen der Psyche. | 

Doch verlasse ich den Bereich dieser Reflexionen, die so schwer interessant 
zu machen sind und daher so leicht langweilig werden, und komme auf Gegen- 
stände von practischerem Interesse zurück. 

Was die Schilderung der Lebensweise und der Sitten dort betrifft, so mag 
dabei Dein Pinsel hie und da wohl etwas zu tief in die Farbe getüncht haben; 
im Wesentlichen ist es aber in den kleinen Stüdten Westfalens mit der unge- 
bührlichen Verschwendung und dem luxuriósen Aufwande im gesellschaftlichen 
Verkehr ebenso; und das hat auch sein Gutes, weil viele Leute davon leben. 
Thöricht und unverzeihlich ist es aber, wenn man auf die Idee kommt, dieses 
alles von Standes wegen mitmachen zu müssen, ohne die Mittel dazu zu besitzen, 
und Schulden deshalb zu machen; es beweiset zugleich evident, wie weit so viele 
Menschen noch von der wahren Freiheit, die nach meiner Ansicht hauptsächlich 
in Emancipation von Genuß-Sucht, Sinnen-Kitzel, Mode-Thorheiten, talschen 
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Ehre-Begriffen und eingewurzelten Vorurtheilen besteht, entfernt sind, so viel 
und so gern sie auch in Freiheitsträumen dahin leben und träumen. 

Daß auch die Pfleger der Wissenschaft und die Bildner der intellectuellen 
Krüfte des Geistes, die Anreger der üstethischen und moralischen Gefühle der 
Jugend ebenfalls diesem Epieuräismus der Zeit huldigen oder auch nur bedauern 
sollten, aus Mangel an Fonds es nicht zu können, kann ich mir kaum denken, 
und, wenn es oder wo es wirklich der Fall ist, wird ihre Berufs- Ehre zu sehr 
dadurch tangirt, als daß sie sich nicht vor sich selbst deswegen schämen 
müßten. Darum, lieber Sohn, bleibe dabei, lebe zurückgezogen, bewege Dich 
daher:mit Neigung innerhalb des Kreises Deiner beruflichen Wirksamkeit und 
der Pflege der Wissenschaften, beschrünke nach wie vor Deinen Umgang auf 
Deine Berufsgenossen, und weise Aufforderungen zu luxuriósen Vergnügungen 
standhaft ab. Dabei bedenke wohl, daf es meistens eine Selbsttüuschung des 
eiteln Herzens ist, wenn man sagt und glaubt: ,man dürfe sich doch nicht ganz 
vom gesellschaftlichen Verkehr ausschließen, es sey aus so vielen anderen Gründen 
rathsam, in dieser Beziehung dann und wann ein Opfer zu bringen“. Dies weiß 
Dir am Ende Niemand Dank, und Du verfehlst dabei den Zweck sogar gänzlich. 

Willst Du Dir eine gewisse Stellung und ein gewisses Ansehn und Gewicht 
in der Gesellschaft erwerben, so dient jenes stets Mitmachen wahrlich nicht dazu, 
um dahin zu gelangen, vielmehr würde zum Zweck führen, wenn Du Dich rar 
machst, eine seltene Erscheinung bist, und inmittelst durch angesträngte Thätig- 
keit und N.B. Sparsamkeit (deren Grundbedingungen Ordnungsliebe und Propretät 
sind) nach und nach eine bürgerliche oder fundirte sociale Stellung zu gewinnen 
suchst. 

Doch es ist leicht predigen und Rath geben; ich weiß sehr gut, daß dies 
meine schwache Seite ist, daß gar wenig damit ausgerichtet wird, und doch 
kann ichs nicht gut lassen. 

Nimm es daher nicht übel auf, lieber Prrer, und laß mich hoffen, Du sehest 
darin nur ein Zeichen der väterlichen Liebe. Was das Heirathen anbetrifft, so 
bin ich weit entfernt, Dir darin einen speciellen Rath ertheilen zu wollen. 
Heirathen ist ein Lotterie-Spiel, in Bezug auf Gewinnen und Verlieren im All- 
gemeinen. Erfolgt eine Heirath aus Berechnung, sei es, indem man die Ehe 
als eine Versorgungs-Anstalt betrachtet, oder in der Erwartung, mit Frau und 
Kindern werde in den Neigungen und Gewohnheiten, insofern solche zu be- 
deutenden Mehrausgaben führten, eine plötzliche oder successive Änderung in 
entgegengesetzter Richtung eintreten, sei es, daß man meint, in der Ehe werde 
man seine Bequemlichkeit und Pflege, den englischen Komfort oder das reizende 
‘home’ finden, so lehrt die Erfahrung, daß, und wenn die Berechnung auch mit 
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aller mathematischen Schirfe angestellt worden ist und ein positives, vielleicht 
hoch potenzirtes z geliefert hat, dasselbe genau besehen — 0 und meistens sogar 
als eine negative Größe sich darstellt. 

Wer zu heirathen die Absicht hat, hat sich zunüchst zu fragen, vermagst 
Du den Zweck der Ehe und die Verpflichtungen des Ehestandes gehürig zu 
erfüllen? Also kannst Du Frau und Kinder ernähren, sie anständig ernähren, 
vermag Deine künftige Gattin die Kinder zu erziehen, werdet Ihr die Mittel 
erübrigen, um theils durch intellectuelle Bildung, theils pecuniüre Unterstützung 
die künftige bürgerliche Stellung der Kinder zu begründen? 

Wer diese ernste Frage nach sorgfältiger und unpartheiischer Selbstprüfung 
bejahend beantworten kann, wozu allerdings in unserer Zeit ein bedeutendes auf 
vollkommen erreichte Selbstbeherrschung basirtes Selbstvertrauen gehört, der 
heirathe; wer sie nicht oder doch nur zweifelnd beantworten kann, thut besser, 
unverheirathet zu bleiben. Du mußt also offenbar selbst am besten wissen, was 
zu thun ist, und bist meiner Ansicht nach eines Raths auch nicht bedürftig, 
welcher in solchen Heirathsangelegenheiten ohnehin meistens zu früh oder zu 
spit kommt und wobei es meistens beschaffen ist, wie bei sonstigen Rath- 
schliigen. Aus den Erfahrungen meines Lebens habe ich die Überzeugung ge- 
wonnen, 

a) daß es keine leichtere, dummere und zwecklosere Beschäftigung gibt, als 
seine Zeit mit Ertheilen von sogenannten guten Rathschlügen zu vergeuden, und 

b) daß, wenn vernünftige Menschen sich Raths erholen, sie sich meistens 
schon entschlossen haben, was sie thun wollen, aber doch zur Beruhigung von 
allerhand Gewissensbedenken gerne sühen, wenn ihnen der Rathgeber einen dem 
gedachten Entschlusse entsprechenden Rath giibe, um im schlimmsten Falle sich 
selbst damit täuschen zu können, auf fremden Rath und Einfluß gehandelt zu 
haben. 

Ach, das menschliche Herz ist ein durchtriebener Schalk, oft ohne es selbst 
zu wissen. 

Nach dem Inhalte Deines Schreibens mußt Du noch immer sehr in Schulden 
stecken, obgleich ich, trotz alledem, was Du sagst, nicht einsehe, wie dies mög- 
lich ist, eher daß Du im eigentlichen Sinne verschwendet hast. Du sagst, Deine 
Kleidung koste Dir jährlich 100 Th.; jch sage Dir dagegen, für Mutter und mich 
kostet die Garderobe noch nicht voll die Hälfte. Wenn Du also nicht förmlich 
zu Grunde gehen und ein wirklicher Lump werden willst, so mußt Da absolut 
einen andern Weg einschlagen und nach reiflicher Überlegung plötzlich einen 
ernsten Entschluß fassen auf einen längern Zeitraum hinaus und solchen ernst- 
lich durchführen. 


Acta mathematica, 39. Imprimé le 15 Juin 1923 - 
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Zur Hiilfe und Unterstützung, insoweit solche unsern Verhältnissen nach 


zulässig ist, bin ich unter der Bedingung bereit, daß Du offen und wahrhaft, 
auch speciell, mit Deinen Verhältnissen in dieser Beziehung mich bekannt machst. 

Wenn wir die Sache mündlich besprechen könnten, das wäre freilich am 
besten, und ich würde Dich auch bitten, diese Ferien uns zu besuchen, wenn Du 
im Stande wärest, die Reisekosten hieher zu bestreiten; Geld zur Rückreise 
würde ich wohl übrig haben. 

Überlege Dir das, und fange endlich einmal an, ein practischer Mensch 
zu werden, und gib die Kindereien auf.“ 

Daß ein Vater an einen Sohn, der das 34. Lebensjahr schon vollendet hat, 
einen solchen Brief schreibt, dürfte jedenfalls von schwedischem Gesichtspunkt 
aus als außergewöhnlich anzusehen sein. Prrer war ja doch bereits Inhaber 
einer nicht unbedeutenden Stelle. So spricht wohl nirgends ein Vater, wenn er 
sich nicht im Besitz einer gewissen Autorität weiß, die nicht bloß auf der 
Vaterwürde, sondern zugleich auf wirklicher. geistiger Überlegenheit beruht. 
Die wenigen noch vorhandenen Briefe an Kart sind in einem wesentlich anderen 
Ton gehalten. 

Ein neuer Brief an Prrex, datiert Westernkotten, 24. Juli 1855, trägt durch 
und durch das Gepräge der Weltklugheit des praktischen Mannes: 

„Lieber Prrer! Auf Deine Benachrichtigung wegen Erhebung des dortigen 
Pro- zu einem vollständigen Gymnasio beeile ich mich, Dir zu rathen und Dich 
anzuspornen, alles Mögliche aufzubieten und aufbieten zu lassen (z. B. durch den 
Director Prrers), um zu einer höhern Stellung und ausreichenderm Dienst- 
einkommen zu gelangen. Es kommt mir beinahe so vor, als wenn man Dir 
keineswegs abgeneigt sei, jedoch mehr Gefügigkeit und ein schickliches Ein- 
gehen in die zeitlichen Geschäfts- Ansichten gewürtige. Da das einzelne Indivi- 
dium den Weltlauf nicht ändern und aufhalten kann und durch Antagonismus 
und Widerstand nicht nur dieser Bewegung kein Hemmniß dargeboten wird, 
sondern dieselbe nach bekannten Naturgesetzen vielmehr dadurch nur befördert 
wird: so ist die alte apostolische Regel: Schicket euch in die Zeit! als ein 
physiologisch und psychologisch wohl begründetes Axiom und darum auch als 
eine nicht nur ästhetisch, sondern auch juristisch festgestellte Lehre der wahren 
Lebensweisheit zu betrachten. 

Suche daher mit Sorgfalt jeden Verdacht, daß Du eine mehr als gewöhn- 
liche Neigung verspürtest, die Zeit- Ansichten der herrschenden Bürokratie in 
Religion, Wissenschaft und Politik zu bezweifeln und zu bekämpfen, durchaus 
fern zu halten. 

Ist in Bezug auf Deine Persönlichkeit eim Wunsch ausgesprochen, Dich 
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bald verheirathet zu sehen, nun ja, so zeige Dich geneigt, und äußere dagegen 
das Verlangen, man möge Dir nur dazu Gelegenheit geben. Kannst Du durch 
eine Heirath zur schnelleren Beförderung und baldigern Vermehrung Deines 
Diensteinkommens gelangen, so gehe nur unbedenklich darauf ein; der Fortschritt 
und das Vorankommen in der Welt ist eine nothwendige Bedingung alles Kultur- 
Fortschritts. Jeder Mann aber ist befähigt, hierin seinen Weg zu bahnen, und 
je mehr er dabei mit Beharrlichkeit und Ausdauer verfährt, desto weiter wird er 
gelangen. Der Mensch ist seines Glückes Schmied. 

Ich glaube am Ende auch für Dich in einer angemessenen Heirath eine 
Gunst des Schicksals zu erblicken. (Perer blieb indessen unverheiratet.) Nur mußt 
Du nicht glauben, in der Ehe den Himmel voller Geigen zu sehen, sondern zufrieden 
sein, wenn dieselbe neben dem Home nur eine eben erträgliche Existenz gewährt. 
Glück oder Zufriedenheit, Lebensfreude, Geistesheiterkeit und desgleichen muß 
sich ein jeder selbst bereiten, und nicht verlangen, daß dies sich selbst gegenüber 
von einem andern geschehe, und merkwürdiger Weise wird eben durch den Aus- 
schluß dieses Verlangens bei egoistischer, aber vernünftig und consequent durch- 
geführter Verfolgung des Bestrebens grade derjenige Vortheil herbei geführt, 
den man von andern zu empfangen wünscht. 

Da Kari in den nächsten Tagen Dich besuchen wird, so berathe Dich mit 
ihm sowohl über ein etwaiges Heiraths- Projekt als über Deine sonstigen Ange- 
legenheiten, aber offen, wahrhaft und aufrichtig. Du bist wenigstens alt genug 
geworden, um die Kleinlichkeit der Zurückhaltung in allen solchen Dingen, die 
in der Regel jeder betreffende ohnehin kennt oder leicht erfahren kann, einzu- 
sehen und Dir dabei die Überzeugung zu verschaffen, daß man durch solche Zurück- 
haltung nicht nur die Gewinnung besserer Ansichten durch Austausch der Ideen 
ausschließt, sondern auch seine Angehörigen, Freunde und Gönner zum Bei- 
stande abgeneigt macht. 

Wenn Du ein Mädchen von honetter Familie und erträglicher Bildung hei- 
rathen willst, so werde ich in Bezug auf Ausstattung gerne zu Hülfe kemmen.“ 

Nach dieser den Vater und den Bruder Wetersrrass’ betreffenden Ab- 
schweifung wende ich mich wieder zu Weirrsrrass selbst. 

In Westernkotten gab es keine Schule, in die man Kani hätte bringen 
kónnen. Er besuchte daher zuerst dig Schule in dem nahegelegenen Münster 
und fand dann, 14jührig, in der 6. Klasse des Katholischen Gymnasiums in 
Paderborn Aufnahme. Dort war der Lehrgang auf 6j Jahre berechnet, aber 
Kann übersprang die 3. Klasse und wurde von der 4. unmittelbar in die 2. Klasse 
versetzt, wodurch er die Schulzeit um 1 Jahr abkürzte. Mit glänzenden Zeug- 
nissen verließ er im August 1834, 19 Jahre alt, das Gymnasium. Seine erste 
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mathematische Wirksamkeit hatte darin bestanden, daß er, 15jährig, für eine 
reiche Kaufmannsfrau, die einen einträglichen Handel mit Schinken und Butter 
betrieb, die Bücher geführt hatte. Als er bald darauf in die 2. Klasse kam, 
beschäftigte er sich eifrig mit Integralrechnung. Er führte darüber lebhafte 
Debatten mit einem interessierten Kameraden, der vielleicht auch daran gedacht 
hatte, Mathematiker zu werden, aber, wie dies nicht selten ist, abgeschreckt 
durch Karis große Überlegenheit zu einem anderen Fach überging. 

Wemrstrass gehörte, ebenso wie Cart Friepricu Gauss, Louis Augustin Caucny, 
Henri Pomcané und so viele andere, zu den Mathematikern, deren Allgemein- 
begabung das gewöhnliche Maß. weit überstieg. Bei allen wirklich großen 
Münnern unserer Wissenschaft war dies ja auch die Regel Wenn weitere 
Kreise der Gebildeten manchmal über die Allgemeinbegabung der Mathematiker 
irrige Vorstellungen haben, so findet dies seine Erklärung in der intensiven, 
alles absorbierenden Denktätigkeit, die oft die Größten unter uns auszeichnet 
und die sie dazu treibt, alle ihre geistigen Krüfte auf die für das profanum 
vulgus so unverstündlichen mathematischen Probleme zu konzentrieren. Archi- 
medes’ bekannter Ausspruch: „Störe meine Kreise nicht!“ hat seitdem noch oft 
Widerklang gefunden und findet ihn auch heute noch. Wie könnte man von 
der Allgemeinheit Verständnis dafür beanspruchen, was diese Worte ihrem 
innersten Wesen nach bedeuten ? 

Das Gymnasium in Paderborn war nach französischem Muster darauf an- 
gelegt, den Ehrgeiz der begabtesten Schüler im höchsten Grade anzuspornen. 
Die gedruckten Programme des Gymnasiums enthielten in jedem Jahr die Namen 
der Schüler, die mit Preisen ausgezeichnet worden waren. Den Namen Kari 
Wererstrass findet man stets, mehrmals als preisgekrönt in sechs verschiedenen 
Fächern, einmal sogar in sieben. Er erhielt immer den ersten Preis in seiner 
Muttersprache Deutsch und in zwei anderen Fächern, unter denen Lateinisch, 
Griechisch und Mathematik miteinander abwechselten. Gelegentlich erhielt er 
Preise auch in anderen Fächern, und zwar während seiner gesamten Schulzeit 
in allen Fächern außer einem, Schönschreiben. Ein eigentümliches Schicksal wollte 
es, daß er in einem späteren Abschnitt seines Lebens Lehrer auch im Schrei- 
ben wurde. — Wenn ein Schüler 3 Prämien erhalten hatte, spielte ihm zu 
Ehren eine Musikkapelle ein Stück. Für jede weitere Prämie wurde ein neues 
Stück gespielt, sodaß z. B. einmal zu Ehren des jungen Kart Werersrrass hinter- 
einander 4 Musikstücke gespielt wurden. Von seiner Schulzeit her bewahrte 
sich Wererstrass immer die Erkenntnis, daß alle wirklichen Wissenschafts- 
zweige als ein Ganzes zusammengehören. Als später in den siebziger Jahren 
die Frage auftauchte, ob man die philosophische Fakultät der Universität in 
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Berlin in zwei Abteilungen zerlegen sollte, sprach Weterstrass sich dagegen 
aus: „Alle Fächer der Fakultät gehören zusammen, und die Philosophie bildet ihr 
gemeinsames Band“. Werersrrass setzte seinen Willen durch, und noch heute ist 
Berlin eine der wenigen Universitüten, wo die übliche Zweiteilung nicht statt- 
gefunden hat. Als Wurerstrass am 15. Oktober 1873 das Rektorat der Univer- 
sitit Berlin übernahm, brachte er seine Auffassung von der Stellung der 
Wissenschaften zueinander in folgenden Worten zum Ausdruck: „Der For- 
schungstrieb entspringt dem im innersten Wesen des menschlichen Geistes be- 
gründeten Bedürfnis, in dem Mit- und Nacheinandersein der Dinge Ordnung und 
gesetzmäßigen Zusammenhang zu entdecken. Die einzelnen wissenschaftlichen 
Disziplinen erhalten ihre Bedeutung dadurch, daf sie alle zu diesem Zwecke 
mitwirken, aber nicht zusammenhanglos, sondern gleichsam eine Kette bildend, 
welche von der Mathematik als dem einen äußersten Gliede ausgehend durch die 
verschiedenen Zweige der Naturkunde und der historischen Wissenschaften im 
weitesten Sinne des Wortes hindurch bis zu der Philosophie als dem Schluß- 
gliede sich hinzieht. Mathematik und Naturwissenschaft beschüftigen sich beide 
mit den Erscheinungsformen des Seins in Raum und Zeit, jene mit den in der 
Idee existierenden, überhaupt möglichen, diese mit den in der Körperwelt ver- 
wirklichten. So ist die Mathematik für die Naturwissenschaft eine notwendige 
Voraussetzung, nicht eine Hilfsdisziplin im gewöhnlichen Sinne; umgekehrt liefert 
der beobachtende und experimentierende Naturforscher in seinen Resultaten dem 
Mathematiker mehr als eine bloße Aufgabensammlung. Die historischen Diszi- 
plinen, ferner Geschichtswissenschaft im engern Sinne, Sprachforschung usw., 
die im Entwicklungsgang des Menschengeschlechts die waltenden Gesetze und 
treibenden Krüfte zu erforschen und darzulegen haben, finden ihre Verbindung 
mit den Naturwissenschaften darin, daß die Entwicklung des Menschenlebens, in 
den Völkern wie in dem Einzelnen, durch die Wechselwirkung zwischen seinem 
eignen Sein und dem gesamten Sein aufer ihm bedingt ist. Die Philosophie 
endlich, indem sie die Ergebnisse aller Wissenschaften zusammenfaßt, reinigt, 
vergeistigt, arbeitet an der Verwirklichung des wissenschaftlichen Ideals, in der 
unendlichen Mannigfaltigkeit der Erscheinungen der Natur und des geistigen 
Lebens die Einheit, das Absolute zu erkennen. In diesem Sinne kann man sagen, 
daß Erkenntnis des Wesens der Dinge das letzte Ziel aller wissenschaftlichen 
Forschung sei und daß nach der Stufe, welche auf dem Wege zu diesem Ziele 
in jedem Zeitalter die Menschheit erreicht hat, der Grad der allgemeinen Bil- 
dung dieses Zeitalters bemessen werden misse ...... Auch kann heutzutage, 
wo nicht nur alle wissenschaftlichen Disziplinen eine Überfülle des Stoffs dar- 
bieten, sondern auch viele in raschester Entwicklung begriffen sind, niemand 
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mehr dazu gelangen, in dem gesamten Gebiet des Wissens in dem Maße hei- 
misch zu werden, wie es in früherer Zeit wohl einzelnen besonders hoch begabten 
und unermüdlich tütigen Menschen gelungen ist. Gleichwohl ist es einem wohl- 
vorbereiteten und fleißigen jungen Manne auch gegenwärtig möglich und, wenn 
er spüter den Sinn für ideale Zwecke nicht ganz verlieren, den Bestrebungen 
anderer nicht fremd gegenüberstehen und auch in den Bewegungen und Kämpfen 
des Lebens nicht haltlos hin und her schwanken will, unumgünglich notwendig, 
neben dem gründlichen Studium eines Hauptfachs auch mit denjenigen Diszi- 
plinen, die nicht gerade Hilfsdisziplinen der seinigen sind, sich wenigstens so 
weit zu beschäftigen, daß er von der Aufgabe und der wissenschaftlichen Bedeu- 
tung jeder einzelnen eine richtige Vorstellung erhält ....* 

‘Es war natürlich, daß die Unterrichtsmethode, die in Paderborn zur An- 
wendung gelangte, sowohl Karts Ehrgeiz wie die Erwartungen aller anderen 
bezüglich seiner späteren Entwicklung im höchsten Grade steigerte. Beim Vater 
scheint bezüglich seines Ältesten der praktische Verstand die Oberhand über den 
Idealismus gewonnen zu haben. Er wünschte seinem Sohne eine im äußeren 
Sinne des Wortes möglichst glänzende Zukunft und schickte ihn daher auf 
die Universität Bonn, die Pflanzstätte des höheren preußischen Beamtentums. 
Dort sollte er sich dem Studium der Kameralwissenschaften widmen und dabei 
gleichzeitig eine gründliche juristische Ausbildung erwerben. Es zeigte sich in- 
dessen bald, daß diese Studien für Wererstrass nicht genug Wissenschaftliches 
enthielten, sondern für ihn nur ein Brotstudium bedeuten konnten; dazu aber 
konnte er sich nicht entschließen. Das Leben und die Kameradschaft lockten 
ihn. Er trat in das vornehme Korps Saxonia ein und rückte dort schnell zum 
Fuchsmajor auf. Auch erwarb er sich eine so hervorragende Geschicklichkeit 
in der Führung des bei studentischen Mensuren üblichen Schlägers, daß sein 
Gesicht nicht so wie das vieler ehemaliger Korpsstudenten von Schmissen ent- 
stellt oder, wie andere meinen, geziert war. Er war seinen Gegnern stets so 
überlegen, erzählte mir mehr als ein halbes Jahrhundert später mit Stolz sein 
Bruder Prrmr, daß er überhaupt niemals verwundet wurde. 

Es war ein fröhliches Leben, voll von spannenden Jugendabenteuern, von 
Kneipen und Mensuren, wie es noch heute unter deutschen Korpsstudenten vor- 
kommt. Die Mathematik ließ Wurmrsrrass jedoch niemals beiseite liegen. La- 
PLACES Mécanique céleste, Jacosıs Fundamenta nova und ein zufällig bekommenes 
Kollegheft über eine Vorlesung von Guperuann über elliptische Funktionen 
(nach Guprrmanns Ausdrucksweise „Modularfunktionen“) gehörten zu seiner Haus- 
lektüre. Mathematische Vorlesungen besuchte er ebenso selten wie kamerali- 
stische oder juristische, mit Ausnahme einer einsemestrigen Vorlesung des be- 
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rühmten Geometers Prücker, der seit 1836 Professor der Mathematik an der 
Universität Bonn war. Daß indessen Wemrstrass dank seiner schnellen Auf- 
fassungsgabe und seiner klaren Denkweise sich fast spielend auch einen be- 
merkenswerten Grad juristischer Schürfe erwarb, zeigte sich zum Staunen seiner 
Kameraden und juristischen Lehrer, als er bei einer Promotion als Opponent 
gegen einen seiner Freunde, den spüteren Prüsidenten des mecklenburgischen 
Obergerichts, Dr. Buppr, auftrat. 

Die Zeit verstrich. Volle vier Jahre waren vergangen, ohne daß Weirr- 
strass sich zum Examen gemeldet hätte. Seine Eltern, die in dieser langen Zeit 
nur spürliche Nachrichten von ihm erhalten hatten, begannen unruhig zu werden. 
Da fand er sich plötzlich im Spätherbst 1838 wieder im Elternhause ein. Man 
kann sich leicht die Bestürzung und die Sorge vorstellen, die alle ihm Nahe- 
stehenden beschlich. Ich bekam einen lebhaften Eindruck davon, als ich im 
Februar 1904, 7 Jahre nach Karts Tod, Gelegenheit fand, Prrer Werrsrrass 
in Breslau zu besuchen. Dieser hatte mir bei einem früheren Zusammentreffen, 
im Sommer des vorhergehenden Jahres, ein Jugendbildnis Karts versprochen, 
das aus der Bonner Zeit stammte. Dieses Bild hatte eine eigentümliche Vor- 
geschichte. Kurze Zeit nach Karrs Tod! war es Perer Werersrrass mit einem 
Zettel zugegangen, der besagte, daß es von Rechts wegen Perer gehöre. Prrer 
holte nun das Bild heraus, das er in einem Schrank verschlossen verwahrt 
hielt. Mit dem Bild vor sich begann er von der Bonner Zeit und von der 
Heimkehr des Bruders im Jahre 1838 zu erzühlen. Als er daran zurückdachte, 
vergoß er Tränen; er war bei meinem Besuch 84 Jahre alt und starb bald darauf 
im Frühjahr desselben Jahres. Er erzählte: „Wie elend sah Kart damals aus, 
als er wieder nach Hause kam! Welch tiefer Schmerz, meinen grofen Bruder 
in so einem Zustand zu finden! Vier Jahre und kein Examen!“ usw. Ich brauchte 
eine gewisse Zeit, um Prrer zu beruhigen und um seine Gedanken darauf zu 
lenken, wie glünzend doch alles am Ende abgelaufen war. Das Portrüt, das sich 
jetzt in meiner Villa, dem zukünftigen mathematischen Institut, in Djursholm 
befindet, wurde mir gelegentlich dieses Besuches von Prrer feierlichst geschenkt. 

Vorher hatte ich Prrer in Bad Cudowa am 28./29. Juni 1903 besucht. Hier- 
über habe ieh in meinen Notizen folgende Aufzeichnungen gefunden: 

„Gespräch mit Prrer Werersrrass am 28. Juni 1903 vor einer Konditorei 

im Kurpark von Bad Cudowa. 

Nach Überwindung verschiedener Schwierigkeiten konnte ich endlich seiner 

habhaft werden, und wir verbrachten die Zeit von 8—10 Uhr zusammen bei 
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einem Glase Wein. Er ist jetzt 83 Jahre alt, läuft infolge eines Fußleidens 
nur mit Schwierigkeiten, geht aber noch ziemlich viel spazieren. Nach dem 
Tode seiner Schwester Krara befiel ihn ein nervóses Leiden, das ihn besonders 
mit Schlaflosigkeit plagte und sich verschlimmerte, sobald er genótigt war, 
von seiner Familie zu sprechen. Deshalb habe er auch meinen Brief nicht be- 
antwortet. Jetzt kommt er seit 4 Jahren nach Cudowa, wo sein Leiden sich 
gebessert hat. Die Kellnerinnen im Hotel Bellevue erzühlten mir indessen, 
daß er nie vor 12 Uhr, oft nicht vor 2 Uhr nachts zu Bett ginge. Er sieht 
ziemlich schlecht aus und hört auch recht schwer, doch scheint er im Besitz 
seiner vollen Geisteskrüfte zu sein. Er beschüftigt sich noch mit Schachauf- 
gaben; gespielt hat er Schach ja niemals, das Spielen strengt ihn zu sehr an; 
aber er lóst Schachprobleme umso lieber, je kniffliger sie sind, und stellt selbst 
neue auf. Auch der Vater war Schachspieler, aber nur mittelmäßig“. 
„Gespräch mit Perer Werersrrass am 29. Juni 1903, Cudowa, Hotel Bellevue. 
Er empfing mich herzlich. Er wohnt in einem grofen, schónen Zimmer mit 
Balkon; auf dem Tisch viele Blumen. Er ist heute 83 Jahre alt geworden. 
Wiührend meiner Anwesenheit kam eine kleine, niedliche Kellnerin aus der 
Konditorei, wo er des Abends sein Butterbrot ibt und manchmal sein Glas 
Wein trinkt, um zu gratulieren und ihm ein schónes Bukett zu überreichen. 
Ein paar andere hübsche Mädchen begleiteten uns gestern abend zur Pension 
Viktoria, um ihm alsdann das Geleit auf dem Heimweg zu geben. Er scheint 
die am meisten beachtete Gestalt Cudowas zu sein, wegen seines hohen 
Alters, seiner körperlichen Gebrechlichkeit und seines scharfen Verstandes. 
Und noch dazu ist er ein Bruder des großen Wuinrstrass! Mein Kommen 
hatte ein unerhörtes Aufsehen erregt, und wir wurden von Neugierigen um- 
ringt, die, nur um unser Gespräch zu belauschen, in der Konditorei Platz 
nahmen. Er hatte in der Nacht vorzüglich geschlafen, „wie ein Block“. Aber 
trotz der Unterstützung der beiden hübschen Mädel war ihm der Rückweg 
von Viktoria nach Bellevue sehr sauer geworden. Der wahre Grund, weshalb 
er mir gefolgt war, war der, daß er befürchtete, keinen Schlaf zu finden, 
nach der inneren Erregung, in die ihn sein Gespräch mit mir über alles, was 
ihm im Leben teuer gewesen und was nun unwiederbringlich verloren war, 
gebracht hatte. Er steht ganz allein da, seine Haushälterin wird nach seinem 
Tode alles bekommen. Vielleicht wird er aus Pietät einen Teil der Andenken 
an seinen Bruder in sichere Verwahrung geben, vielleicht nicht. Mein Aner- 
bieten, ihm eine photographische Kopie meines Weterstrass- Bildnisses (ein 
Doppelstück des Bildnisses von Werersrrass im 80. Jahre, welches sich in der 
Nationalgalerie befindet) zu schenken, lehnte er ab. „Teils regt es mich viel 
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zu sehr auf, teils habe ich bereits mehr Photographien aus allen Abschnitten 
seines Lebens, als ich Platz habe“. Vor einiger Zeit war ihm aus Berlin ohne 
Namensnennung ein Olbild von Werersrrass in seiner blühenden Jugend zuge- 
schickt worden'. Er hatte nie davon gewußt, daß ein solches Porträt vorhanden 
war, ebensowenig hatte seine Schwester jemals etwas davon gehört oder ge- 
sehen. Eine Kopie des Ölbildes, das an einer Kante beschädigt war, hatte sich 
unter Weıerstrass’ hinterlassenen Papieren befunden.  Kxonsravcn hatte sie sich 
ausgebeten und erhalten. „Was soll ich nun mit dem Original machen? Ich 
möchte es in treuen, pietätvollen Händen wissen. Wollen Sie es haben?“ Er 
wagt indessen nicht, es abzusenden, bevor er im September nach Breslau zu- 
rückkommt, und dann muß ich ihm vorher schreiben und ganz genau meine 
Adresse angeben. 

„Alle sind sie tot, ich darf nicht an die Meinen denken, da werde ich nervös 
und kann nicht schlafen, und das ist schrecklich. Ich versuche nur, meine 
Gesundheit annähernd auf der Höhe zu halten, daß ich nicht zu viel zu leiden 
habe. Dabei hilft mir Cuoowa. Allzulange kann es aber nicht mehr vorhalten, 
und das ist gut so. Leben Sie wohl! Ich möchte Sie gern noch einmal wieder- 
sehen.“ 

„Ich habe den gleichen Wunsch und werde versuchen, im September wieder 

nach Breslau zu kommen.“ 

Was sollte nun geschehen nach Karıs Rückkehr aus Bonn? Das war das 
ernste Problem, das sich für Kari selbst wie für den Vater erhob. 4 Jahre der 
besten Jugendzeit vergeudet! Noch einmal von vorm anzufangen, erlaubte die 
wirtschaftliche Lage der Familie nicht. Indessen so völlig vergeudet war die 
Zeit doch nicht; denn Weierstrass hatte die Mathematik nicht ganz beiseite ge- 
lassen. Der Präsident des Obergerichts in Paderborn, Schuechvextuar, der bei 
den Abschlußprüfungen der Schule in Paderborn den Vorsitz führte, war 
auf Wawrsrrass aufmerksam geworden, umsomehr, als er sich selbst von seiner 
Jugend her ein gewisses Interesse für Mathematik bewahrt hatte. Während der 
ganzen Schulzeit war er Wawrsrrass ein väterlicher Freund gewesen. Jetzt 
fand er mit Weiersrrass zusammen eine Lösung. Um an einer der grüberen 
Universitäten mit dem Doktortitel als Endziel von neuem zu beginnen, reichten 
die Mittel nicht aus, aber an der nahegelegenen Akademie Münster konnte man 
in kürzerer Zeit als an einer Volluniversität ein Staatsexamen erreichen, das 
den Weg zum Lehrerberuf eröffnete, wenn auch ohne die Doktorwürde, Hierbei 
war es für Weierstrass besonders verlockend, daß in Münster Guprnwass war, mit 





! Eben das oben erwähnte. 


Acta mathematica, 39. Imprimé le 15 Juin 1923. 
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dem er schon durch das in Bonn geliehene Kollegheft eine angenehme Bekannt- 
sehaft gemacht hatte. So wurde beschlossen, daf er sich an der Akademie 
Münster immatrikulieren lassen sollte. Dies geschah denn auch und zwar am 
22. Mai 1839, einem Tage, den die Universität Münster mit einer Pietät, wie sie 
gerade die deutschen Universitüten besonders auszeichnet, als einen ihrer grofen 
Gedenktage in der Erinnerung bewahrt. 

Guperwaxx war der einzige Lehrer, dessen Vorlesungen Wetersrrass hörte. 
Bei der ersten Vorlesung waren 13 Zuhörer zugegen. Die Vorlesung stieg jedoch 
bald in solche Höhen, daß die Luft für einen so großen Zuhörerkreis zu dünn 
wurde. Zur zweiten Vorlesung meldete sich nur ein Zuhörer, Kart Werersrrass, 
zur dritten wieder derselbe eine, Kari Wetersrrass, dessen glänzende Begabung 
und durchdringender Scharfsinn bald kein Geheimnis mehr für den Vortra- 
genden blieben. Guprrmann entschlof sich nun, für Wererstrass noch ein Priva- 
tissimum über „analytische Spháürik^ zu lesen. 

In seinem ganzen späteren Leben bewahrte sich Werrmrstrass tiefste Ver- 
ehrung und wärmste Dankbarkeit für Gupermaxx. Bei allen wichtigen Anlässen 
betonte er seine Dankesschuld gegenüber seinem verehrten Lehrer. 

Keiner der vielen Mathematiker Deutschlands und anderer Länder, die an 
Wererstrass’ siebzigstem und später an seinem achtzigsten Geburtstage in Berlin 
versammelt waren, um ihm ihre Huldigungen darzubringen, wird jemals die 
warmen Worte vergessen, welche er dabei dem spendete, welchen er seinen Lehrer 
nannte. Dasselbe tat er, als er in die Berliner Akademie eintrat!; immer das 
Gleiche, sobald sich dazu Gelegenheit bot. Gupermanx gehörte indessen nicht zu 
den Entdeckern neuer Wahrheiten, ebensowenig zu denen, welche alten Wahr- 
heiten ihre endgültige und genaue Form zu geben vermögen. Unter seinen um- 
fangreichen Arbeiten ist kaum eine nicht der Vergessenheit anheimgefallen, aber 
Weierstrass hat dafür gesorgt, daß der Name Guprrmann immer mit Verehrung 
von allen Mathematikern und Freunden der Mathematik genannt werden wird. 
Dies ist nicht nur ein deutscher Charakterzug, wir haben dasselbe in Norwegen, 
wo Ase seinen Lehrer Hornsor für alle Zeiten unsterblich gemacht hat. 

Weierstrass hatte sich im Frühjahr 1839 immatrikulieren lassen. Schon 
im Herbst des gleichen Jahres ließ er sich wieder exmatrikulieren, um sich zum 
Staatsexamen vorzubereiten. Das Schreiben, durch das er sich zu diesem anmel- 
dete, ist sehr charakteristisch. Es ist datiert: Westernkotten, 29. Februar 1840, 
und an den Vorsitzenden der Prüfungskommission gerichtet: 

„Als ich im Herbst 1834 die Universität bezog, wurde ich durch äußere 








! Akademische Antrittsrede, gehalten in der öffentlichen Sitzung der Berliner Akademie am 
9. Juli 1557. Mathematische Werke, Band 1, p. 223—226. 
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Veranlassung bewogen, das kameralistische Fach zu ergreifen, obwohl ich mich, 
wenn ich meiner Neigung hätte folgen können, sicherlich für Mathematik und 
verwandte Wissenschaften entschieden haben würde. Der sehnliche Wunsch je- 
doch, mich auch mit diesen meinen Lieblingsgegenständen näher bekannt zu 
machen, führte mich immer wieder auf sie zurück, und je mehr ich mich mit 
ihnen beschüftigte, um so eifriger ward mein Bestreben, in einem Studium der- 
selben meine Kräfte zu versuchen, wobei ich das Glück hatte, in dem verstor- 
benen Prof. v. Münonow! zu Bonn einen wohlwollenden und einsichtsvollen Rat- 
geber und Unterstützer zu finden. Die immer mehr sich befestigende Uber- 
zeugung, daß die Wahl meines zukünftigen Berufes ein Fehlgriff gewesen sei, 
indem ich fühlte, daß mir Anlage und Geschick zu einem tüchtigen Kameralisten 
oder Juristen abging, brachte mich endlich zu dem Entschluß, mich ganz einem 
Studium zu widmen, welches mit meiner Neigung übereinstimmte und das ich 
mit Hoffnung auf Erfolg betreiben zu kónnen erwarten durfte. Mancherlei Ver- 
hältnisse jedoch, die niederdrückend und hemmend auf mich einwirkten, schwächten 
Lust und Kraft zu rüstigem Weiterstreben, und körperlich und geistig leidend 
beschränkte ich mich lange Zeit auf Selbststudium. Als ich Bonn verließ, glaubte 
ich wohl, manches gelernt und mir angeeignet zu haben; aber ich konnte mich 
nicht darüber täuschen, wie gar manches mir noch abging; erst nachdem ich ein 
halbes Jahr zu Hause zugebracht hatte, war es mir vergünnt, in Münster unter 
günstigen Umständen, ungestört von äußeren Einflüssen und ein festes Ziel im 
Auge behaltend, meine Studien fortzusetzen, und ich hoffe, diese Zeit nach bestem 
Vermögen benutzt zu haben. Gern würde ich noch längere Zeit auf meine 
weitere Ausbildung verwenden, ehe ich mich zur Prüfung melde; aber einerseits 
gestatten dies die Umstände nicht wohl, und dann ermuntert mich auch die Ver- 
sicherung meines verehrten Lehrers, des Herrn Professors Gupermaxx, daß ich 
wohl fähig sei, das Examen zu bestehen, schon jetzt auf Zulassung zu demselben 
anzutragen. Dabei vertraue ich im Bewußtsein eines redlichen Strebens und von 
dem Wunsche beseelt, mir recht bald Gelegenheit zu nützlicher Wirksamkeit zu 
verschaffen, es-werde mir aus dem Umstande, daß meinen Studien nicht von An- 
fang an die bestimmte Absicht einer Vorbereitung zum Lehrerberuf zum Grunde 
lag, kein Hindernis erwachsen, wenn ich anders meine Tüchtigkeit zu bewähren 
imstande bin, und ich wage daher an Ew. Hochwohlgeboren die angelegentlichste 
Bitte zu richten, geneigtest veranlassen zu wollen, daß mir baldigst Gelegenheit 
gegeben werde, mich über das letztere ausweisen zu können“. 

Man bemerke den treuherzigen, aufrichtigen Ton dieses Schreibens und die 





! KARL DIETERICH VON MUNCHOW, Professor der Astronomie, Mathematik und Physik an der 
Universität zu Bonn 1818— 1836. 
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daraus sprechende Überzeugung, daf er bei den Betreffenden Verstündnis und 
Sympathie gewinnen werde; so spricht ein Sohn zu seinem Vater. 

Dieses Schreiben scheint mir ein Streiflicht auf die Zustände im damaligen 
Deutschland zu werfen. Ein Gegenstück dazu bietet sich in Asers Gesuch an 
die Behörden in Kristiania! einige Jahrzehnte früher. 

Das Examen war teils mündlich, teils schriftlich und scheint sehr gründ- 
lich und umfassend gewesen zu sein. Am 2. Mai 1840 wurden Weierstrass von 
der Königl. Wissenschaftlichen Prüfungskommission in Münster die Aufgaben 
mitgeteilt, die er binnen 6 Monaten schriftlich bearbeiten sollte: 

„Auf Ihr Anmeldungsgesuch um Prüfung pro facultate docendi werden 
Ihnen nunmehr, nachdem die K. Ministerial-Kommission zu Berlin Ihre Zulassung 
genehmigt hat, die Aufgaben zur schriftlichen Prüfung zugestellt. 

1) Philologische Arbeit in lat. Sprache: 
Explieitur, qui viri rempublicam Romanorum liberam domi militiaeque om- 
nium maxime adiuverint atque auxerint; 
2) Mathematische Arbeit in deutscher oder franz. Sprache: 
Nach den Aufgaben auf anliegendem, den Arbeiten wieder beizufügendem Zettel; 
3) Pädagogische Arbeit: 

Unterschied des Nützlichkeits- und Humanitäts-Prinzips in der Erziehung 

und Nachweisung, wie das eine oder andere bei jedem Unterrichtsgegen- 

stande in Anwendung gebracht werden kann (mit besonderer Beziehung auf 
den mathematischen Unterricht). 

Die Arbeiten — in Fol. auf gebrochenen Bogen — sind binnen 6 Monaten 
einzusenden. Bei jeder ist am Schlusse die Versicherung hinzuzufügen, „daß 
die Arbeit von Ihnen selbst und ohne alle fremde Hilfe angefertigt sei“. 
Auch sind alle benutzten literarischen Hilfsmittel vollständig und gewissenhaft 
anzugeben. 

Nach Einsendung der Arbeiten wird der Termin zur mündlichen Prüfung 
und zu den Probelektionen bestimmt werden. 

Münster, den 2. Mai 1840. 

Königl. Wissenschaftliche Prüfungs-Kommission. 
Wagner.* 

Die mathematische Arbeit bestand in der Lösung dreier verschiedener Auf- 
gaben, die von Guprermany gestellt waren. Die erste dieser Aufgaben entsprach 
einem eigenen Wunsche WiziEnsTRasS': 





^! Vergl. G. MıTTAG-LEFFLER, NIELS HENRIK ABEL, La Revue du Mois 4 (1907), p. 5— 25, 
p. 207—229. 
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„Mathematische Prüfungs-Aufgaben für den Kand. Wriensrrass. 

1. Die Modular-Funktionen (elliptische F.) können als gebrochene Funk- 
tionen angesehen werden, und sowohl die Zähler als auch die Nenner sind als 
Produkte unendlich vieler Faktoren und auch als Reiben dargestellt worden auf 
verschiedene Arten, immer aber mittels der Grenzmethode. Da diese Methode 
manchen Einwürfen ausgesetzt ist, so wird eine auf zuvor hergeleitete Diffe- 
rentialgleichungen gegründete Darstellung derselben Größen in den genannten 
Formen verlangt. Außerdem wird eine Entwicklung derselben in Reihen, welche 
nach Potenzen des Arguments fortschreiten, gewünscht, und in diesem Falle sind 
außer der Rekursions-Formel auch die independenten Bestimmungen der unbe- 
kannten Koeffizienten bis zu einer angemessenen Weite hin anzugeben. Auch 
die bekannte Differentialgleichung für die Transformation der Modular - Funk- 
tionen ist herzuleiten. 

Bemerkung: Diese Aufgabe, die im allgemeinen für einen jungen Analytiker 
viel zu schwierig ist, ist dem Kand. nur auf dessen ausdrücklichen Antrag mit 
Bewilligung der Kommission gestellt worden. 

2. Aus der elementaren Geometrie: In ein Dreieck soll ein zweites der- 
gestalt beschrieben werden, daß die Ecken des zweiten in den Seiten des ersten 
liegen und die Winkel des zweiten halbiert werden durch die geraden Linien, 
welche die gegenüberstehenden Ecken der Dreiecke verbinden. 

3. Aus der höheren Mechanik: Wenn eine anziehende Kraft als Zentral- 
kraft so wirkt, daß sie sich umgekehrt verhält wie das Biquadrat der Entfer- 
nung von dem Sitze derselben, so wird die Gleichung zwischen Zeit und Raum, 
sowie auch die Bestimmung der Form der Bahn verlangt. 

Der Kandidat hat im vorstehenden ein von ihm selbst begehrtes Thema 
mit Bewilligung der Kommission behandelt.“ 


„Beurteilung der gelieferten Arbeiten. 

Ad 1) In der Arbeit hat der Verfasser nicht nur die Erwartung der 
Kommission erreicht, sondern ausgehend von einem Systeme bisher unbekannter 
Differentialgleichungen, die nicht verfehlen werden, das Interesse der Analytiker 
in hohem Mafe zu erregen, und die er in ganz richtiger Weise teils neben, teils 
nach einander herleitet, hat er sich durch die Lehre von den Modular-Funktionen 
hindurch eine neue Bahn gebrochen und ist auf derselben, wie zu erwarten war, 
nicht nur zu den bekannten Darstellungen dieser Größen, sondern auch zu ganz 
neuen Resultaten gelangt. Der Kandidat tritt somit ebenbürtig mit 
in die Reihe der ruhmgekrónten Erfinder. Wenn man bedenkt, dab 
er zu der Zeit, als er in Münster die erste Vorlesung über Modular-Funktionen 
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hórte, mit denselben so gut wie ganz unbekannt war, so tritt der Grund der 
Bewunderung so bedeutender Leistungen auf diesem noch ziemlich neuen Gebiete 
der Analysis um so mehr hervor, die nicht blof durch einen anhaltend auf seine 
Wissenschaft gerichteten Flei& des Kand., sondern vorzüglich durch die Annahme 
eines ausgezeichneten Talents ihre Erklürung finden, das, wofern es nicht zer- 
splittert wird, ohne Zweifel auch in der Zukunft die Wissenschaft erfolgreich 
fórdern wird. 


Ad 2) Vollig befriedigend. 
Ad 3) Auch diese Arbeit ist befriedigend. 


Bei so ausgezeichneten Leistungen des Kandidaten bedarf es, was die Menge, 
den Umfang und die Begründung seiner mathematischen Kenntnisse angeht, 
keiner weiteren mündlichen Prüfung mehr, und wird er in derselben nur zu 
zeigen haben, daf er im Stande sei, den Unterricht in den Elementen nach einer 
wohldurchdachten Methode zu geben. Für ihn selbst und die Wissenschaft ist 
es aber garnicht zu wünschen, daß er Gymnasiallehrer werde, sondern daß 
günstige Umstände es dereinst ihm gestatten möchten, als akademischer Dozent 
zu fungieren. 

GupERMANN*. 


Die Arbeit, die als Lósung der ersten Aufgabe abgeliefert worden war 
und die von Gupermann in so hohen Worten gelobt wurde, sollte sogleich in 
Druck gegeben werden. Hierzu kam es jedoch erst 54 Jahre später, als Weıer- 
strass selbst sie als Nr. 1 seiner Gesammelten Werke publizierte. Nur einen 
Auszug hat Wererstrass schon vorher, im Jahre 1856, veröffentlicht und zwar 
in der berühmten Arbeit „Theorie der Aszrschen Funktionen“ im 52. Bande von 
CnELLES Journal. Wererstrass knüpfte seine Abhandlung an eine Bemerkung 
Asets im ,Précis d'une théorie des fonctions elliptiques“ an, daß die Funktion 


x = sinamu — mu = Alu) 


definiert durch das Integral 
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immer als Quotient zweier bestündig konvergierenden Potenzreihen dargestellt 
werden kann, die nach ganzen positiven Potenzen von u fortschreiten und 
deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen der Konstanten /, des Moduls, 
sind, welcher die Funktion spezialisiert. Das Zitat aus dem ,Précis d'une théorie 
des fonctions elliptiques“ findet sich unter Nr. 10, Band 4, Seite 244 in CnELLEs 
Journal. Es lautet: 
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„On pourra développer la fonction 2(w) de la maniére suivante: 


u+au + au +... 
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où le numérateur et le dénominateur sont des séries toujours convergentes. 
En faisant 

plu) = u+aw+au+..., 

f(x) = 1+b'u + bu x. 


ces deux fonctions auront la propriété exprimée par les deux équations 


gu! +u).g (ul —u) = [p 0). f QOY — [g (u'). FOP, 
fu +n). fw —u) = [fF Q0). f (OY — e [ge Q0). WP, 


où w' et 4 sont deux variables indépendantes. Ainsi p. ex. si l'on fait w' = v, 
on à 


f(2u) = [f (wl — c [e QU). 


Ces fonctions jouissent de beaucoup de propriétés remarquables.* 
In einem Brief an Lrsexore vom 25. November 1828 wiederholt Aner das- 
selbe, fügt aber außerdem folgende Darstellungen der Funktionen p und / hinzu: 


v(x =) = Ac™  sinz|1—2cos (2x) q'--4| |1—2 cos (27) q*+q"} |1—2 cos (2) q°+q""| --- 


/ 


ol =) = JA'e ala (e* —e”)| 1- perl {1—pe™| j1—p* er }1—pte e|. 
fe x) = Be \1— 2 cos (22) q + à | [1 — 2 cos (22) q°+49"|---, 


fc =) = Blee®|1-ne*) I1-pe*}i1- pre” j1— per. 


: > et enfin sont des fonctions complétes correspondantes aux 
modules b = V1—c’ et c*. 

Die ersten drei Kapitel vom ,Précjs d'une théorie des fonctions elliptiques* 
sind am 10. Juni 1829 veröffentlicht, das vierte und ein unvollständiger Anfang 
zum fünften Kapitel am 21. Juli 1829. 

Der Brief an Lecenpre ist erst in Band 6 von Creties Journal 1830 auf 
Seite 76 veröffentlicht worden. 

Alles somit nach Asrıs Tod! 
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Asrı, hat indessen schon bei Lebzeiten Verschiedenes über die elliptischen 
Funktionen veröffentlicht. Seine Hauptarbeit trägt den Titel: , Recherches sur les 
fonctions elliptiques^. Eine kurze Einleitung und die sieben ersten Paragraphen 
sind im 2. Bande von Creties Journal am 20. September 1827 veröffentlicht, die 
Paragraphen 8—10 und ein Nachtrag im 3. Bande des gleichen Journals am 
26. Mai 1828 (Cretie erhielt das Manuskript von Ase. am 12. Februar 1828). 
Schon am 3. August 1823 — Annu datiert: Kopenhagen, im Jahre Ÿ6064321219 — 
war indessen der eigentliche Grundgedanke in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen bei Asst lebendig geworden, nämlich die obere Grenze der Integrale als 
Funktion der Integrale selbst anzusehen. Er schreibt hierüber an Horwsor: „Le 
petit mémoire qui, comme tu te rappelles, traite des fonctions inverses de transcen- 
dantes elliptiques, et dans lequel j’avais prouvé une chose impossible, j’ai prié M. 
Drcrx de le parcourir; mais il ne pouvait trouver de vice de conclusion ni com- 
prendre où était la faute. Du diable si je sais comment m'en tirer“. Die Art, 
wie es Apert gelang, sich hier „herauszuziehen“, aus einer Schwierigkeit, deren 
Natur wir im übrigen nicht kennen, sichert ihm, wie wir alle wissen, schon 
allein für alle Zeiten in der Geschiehte der Wissenschaften eimen der ersten Plütze. 
Seine Beweisfiihrung, in welcher er vom Gegenteil der Wahrheit ausgeht, ist 
lehrreich und jetzt nicht ungewöhnlich. Es scheint ursprünglich in der Absicht 
Asus gelegen zu haben, seiner im 2. und 3. Bande von Creties Journal erschie- 
nenen Abhandlung ein ,second mémoire* folgen zu lassen. Das Manuskript 
hierzu, welches 4 Paragraphen und 14 verschiedene Theoreme umfaßt und vom 
27. August 1828 datiert ist, befindet sich in meinem Besitz. Ich habe es aus Ita- 
lien bekommen, es kann kaum anderswoher als aus dem Nachlaß Creties stammen. 
Aber weshalb hat es dieser nicht publiziert? Ich habe es im Jahre 1902 ver- 
öffentlicht im 26. Band der „Acta Mathematica“, dem ersten der drei Bünde, 
den ich am hundertsten Geburtstage ABrLs seinem Andenken gewidmet habe. 
Aseıs Manuskript kaufte ich von einem Grafen Parm-Frammr in Rom. Die 
Königl. Bibliothek in Stockholm hatte es sich im August 1898 erbeten. An- 
geblich rührt es aus den Sammlungen Lisris her. Wie es in Lisris’ Besitz 
kommen konnte, ist schwer erklärlich. 

Der größte Teil des Inhalts war schon vorher in einer anderen Form ver- 
öffentlicht worden und findet sich in Band 2 von Ages Werken wieder, in dem 
verschiedene Aufsätze oder Mitteilungen von ihm gesammelt und nach seinem 
Tode veröffentlicht worden sind. Es fehlt jedoch die 2. Hälfte von $ 2, ebenso 
sind die Theoreme 15 und 16 früher nicht veröffentlicht worden. Sie enthalten 
jetzt jedoch nichts Neues mehr. 

Die von Wrrersrrass eingereichte pädagogische Arbeit handelte über die „So- 
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kratische Lehrmethode*. Sie wurde im Jahresbericht des Progymnasiums in 
Deutsch - Krone vom Herbst 1844/Herbst 1845 abgedruckt und ist später in 
dem nach Weterstrass’ Tod herausgegebenen 3. Bande seiner Werke nochmals 
publiziert worden!. In meiner Bibliothek befindet sich ein Exemplar des ur- 
sprünglichen Abdrucks im Jahresbericht des Progymnasiums, den ich von Weırr- 
strass selbst mit einer Widmung erhalten habe. Diese Arbeit ist von aller- 
höchstem Interesse, da Weierstrass schon hier die Auffassung des Lehrerberufs 
entwickelt, die später in seinem ganzen Leben für seine Lehrtätigkeit bestimmend 
war. Dieselben Gesichtspunkte, die hier von dem Jüngling ausgesprochen werden, 
der im Begriff steht, seine Lehrtütigkeit zu beginnen, finden sich bei dem gereiften 
Mann mit mehr als drei Jahrzehnte langer Erfahrung in der tiefdurchdachten 
Ansprache wieder, womit er das Rektorat an der Universität Berlin übernahm. 

In meiner Antrittsvorlesung bei Übernahme der Professur für Mathematik 
in Helsingfors: ,En method att komma i besittning af de elliptiska funktionerna* 
vom Jahre 1876 habe ich gezeigt, — ohne noch von Wetersrrass’ Prüfungs- 
arbeit mehr zu kennen als den im 52. Bande von Crerues Journal veröffentlichten 
Auszug —, wie Ankrs ursprünglicher Gedankengang in seiner zu seinen Lebzeiten 
veröffentlichten Abhandlung „Recherches sur les fonctions elliptiques“, soweit es 
die elliptischen Funktionen betrifft, bis in die kleinsten Einzelheiten in die Ab- 
leitung der elliptischen Funktionen überführt werden kann, die später in Wrer- 
strass’ Vorlesungen die maßgebende wurde. Daß Weierstkass, sowohl was die 
elliptischen und Aperschen Funktionen angeht, wie bei vielen anderen Arbeiten, 
von AnEL beeinflußt worden ist, hat er selbst unablässig betont. „Lesen Sie 
Apexi“, war der erste und letzte Rat, den er während der ersten Jahre seiner 
Berliner Zeit stets seinen Schülern gab. „Aser, der Glückliche! Er hat etwas 
ewig Bleibendes geleistet! Seine Gedanken werden immer ihren befruchtenden 
Einfluß auf unsere Wissenschaft ausüben“ usw. 

KOENIGSBERGER, Weierstrass’ Schüler, hat im Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung, Bd. 25, S. 393—424, einen hochinteressanten Aufsatz 
über Werersrrass’ erste Vorlesung über die elliptischen Funktionen veröffentlicht. 
Diese Vorlesung schließt sich weit enger an die Doktordissertation an, als dies 
bei spüteren Vorlesungen der Fall war’. 

1 „Uber die Sokratische Lehrmethode und deren Anwendbarkeit beim Schulunterrichte*. Der 
wissenschaftlichen Prüfungskommission zu Münster vorgelegt im Frühjahr 1841. Werke, Bd. 3, 
p. 315—329. 
| ? „Ansprache bei der Übernahme des Rektorats der Friedrich-Wilhelms-Universität zu Berlin 
am 15. Oktober 1873“. Werke, Bd. 3, p. 331—339. 

% Ich benutze die Gelegenheit, einen Irrtum richtigzustellen, der sich in meinem Aufsatz 
„Sur les fondements arithmétiques de la théorie des fonctions d'après WEIERSTRASS“, Seite 11 im 


Acta mathematica. 39. Imprimé lo 15 Juin 1923 ! 
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Nachdem die schriftliche Prüfung beendet war, fand im nächsten Frühjahr 
die mündliche statt und zwar am 23. April 1841 von 8—10 Uhr morgens, sodann 
folgten zwei Probelektionen in der Prima des Gymnasiums von 10—1 Uhr und von 
3—5 Uhr, danach am 24. nochmals ein mündliches Examen von 3—6 Uhr nachmit- 
tags. Der Bericht über Wetersrrass’ Examen ist lehrreich. Er wirft ein helles Licht 
auf das preußische Schulwesen und hiermit auf den oft laut gewordenen Aus- 
spruch, daf es in erster Linie der deutsche Schulmeister ist, dem Deutschlands 
Siege auf verschiedenen Gebieten zu verdanken sind. Schließlich erhielt nun 
Weierstrass die „Facultas docendi“. In dem offiziellen Zeugnis, das darüber aus- 
gestellt wurde, heift es wie folgt: ,Die erste mathematische Arbeit — nach einem 
vom Kandidaten selbst begehrten Thema — bekundet ein ausgezeichnetes Talent 
für die Probleme der hóheren Analysis. Er hat bei Beantwortung der Aufgabe 
sich eine ganz neue Bahn in die Lehre von den Modular-Funktionen gebrochen 
und ist auf dieser, wie zu erwarten, zu den bisher bekannten Reihen- und Fak- 
toren-Entwieklungen, aber auch zu ganz neuen Resultaten gelangt. Die Auf- 
lósung der beiden andern Aufgaben ist auch vóllig befriedigend und zeugt eben- 
falls von dem mathematischen Scharfsinn des Verfassers‘. 

Die in Gupvruayns Äußerung unterstrichenen Worte „Der Kandidat tritt 
hiermit ebenbürtig mit in die Reihe der ruhmgekrönten Erfinder“ fehlen. Katine? 
hat dies damit zu erklären gesucht, daß eine solche Äußerung nicht recht in ein 
offizielles Aktenstück hineinpasse. Das mag sein, aber was hinderte daran, 
Gupermaxx zu zitieren oder seine im übrigen ganz offizielle Äußerung beizufügen? 
Die Geschichte erinnert an eine ähnliche Begebenheit, die Anet betrifft. Honusor, 
Asrts Lehrer in der Kathedralschule in Kristiania, hatte im Jahre 1820 in einem 
Schulprotokoll über Assn folgendes niedergeschrieben: „Mit einem ausgesprochenen 
Genie vereinigt er einen unstillbaren Eifer und ein Interesse für Mathematik, 
daß er der größte Mathematiker der Welt werden kann, wenn er lange genug 





Compte Rendu du Congrès des Mathématiciens tenu à Stockholm, 22.—25. September 1909 (TEUBNER, 
Leipzig 1910) vorfindet. Ich zähle hier eine Reihe von WEIERSTRASS' Schülern auf, unter ihnen 
jedoch nicht L. KOENIGSBERGER. Dies erklärt sich daraus, daß die Namen einem Verzeichnis von 
WEIERS?RASS’ Schülern entnommen wurden, das ich aus PETER WEIERSTRASS’ Nachlaß erhielt, und 
daß in diesem Verzeichnis der Name KOENIGSBERGER fehlt. Der Korrekturleser meines Aufsatzes 
hatte den Auftrag, mit Hilfe des vorgenannten Verzeichnisses meine Namenliste nachzuprüfen; ich 
hatte jedoch vergessen, ihn darauf aufmerksam zu machen, dab L. KOENIGSBERGER in diesem Ver- 
zeichnis fehlte. Ich befand mich im Auslande, als mein Aufsatz gedruckt wurde, und war daher 
nicht in der Lage, den Fehler bei der letzten Korrekturlesung richtigzustellen. 

Beilàufig móchte ich bemerken, dafi der in meinem Verzeichnis aufgenommene LANDAU nicht 
der bekannte Góttinger Mathematiker ist. Dieser Name, der sich in dem Verzeichnis befindet, ist 
nur durch ein Misverständnis angeführt worden. 

1 Biographie. Diese Biographie scheint die vollständigste zu sein, die bis jetzt erschienen ist. 
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lebt. Die Worte: „der größte Mathematiker der Welt“ sind indessen ausradiert 
und an ihre Stelle die Worte: „ein großer Mathematiker“ eingefügt worden. 


Kein Mathematiker, der Werterstrass’ erste Arbeit studiert hat, wird 
Gupermanys enthusiastische Äußerung verwerfen. In ihr findet sich außer- 
dem — was Gupermanx kaum vorausgesehen hat —, auch der erste Ansatz für 
Wuiersrrass’ spätere Entdeckungen über die Anrrschen Funktionen. 


Das glücklich bestandene Examen ermutigte Werersrrass zu neuen Arbeiten. 
Aus dem Sommer 1841 und dem folgenden Schuljahr, als er sein Probejahr am 
Gymnasium zu Münster ablegte, stammt die Abhandlung ,Darstellung einer 
analytischen Funktion, deren absoluter Betrag zwischen zwei gegebenen Grenzen 
liegt^'. In ihr findet sich, soweit bekannt, der erste ohne Anwendung von 
Doppelintegralen oder Integration über eine Fläche streng durchgeführte Be- 
weis für den Cavcnvschen Satz über die Integration zwischen zwei komplexen 
Grenzen; er ist so angelegt, daß man gleichzeitig den LavnENTschen Satz erhält, 
der erst zwei Jahre später durch eine Note von Cavcuv bekannt wurde *. 


Bei der Bedeutung des Caucayschen Integralsatzes als unübertroffenen Werk- 
zeuges bei der Eröffnung von Wegen zu neuen mathematischen Wahrheiten möge 
es nicht als überflüssig angesehen werden, wenn ich hier an gewisse Daten aus 
der Geschichte seiner Entstehung erinnere. 

Cavonys erste Mitteilung findet man in seinem ,Mémoire sur les intégrales 
définies, lu à l'Institut le 22 Aoüt 1814*. Er kommt in spüteren Arbeiten mehr- 
fach auf diese Abhandlung zurück, die er besonders hoch schützt. Sie wurde 
indessen, „remis au Secrétariat pour être imprimé, le 14 septembre 1825*, erst 
in den ,Mémoires des savants étrangers“, Serie 2, tome 1, 1827* gedruckt 





1 Mathematische Werke, Bd. 1, p. 51—66. 

? Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, 30 octobre 1843. 

® Vergl. speziell über die Vorgeschichte des Satzes PAUL STÄCKEL, „Integration durch imagi- 
näres Gebiet“, Bibliotheca Mathematica, Folge 3, Bd. 1, p. 109 —128 und „Beiträge zur Geschichte 
der Funktionentheorie im achtzehnten Jahrhundert“, Folge 3, Bd. 2, p. 11—121: EnNsT LINDELÓOr, 
„Le calcul des résidus etc.“, Paris 1905, p. 7—9. 

* Mémoires présentés par divers savants à l'Académie Royale des Sciences de l'Institut de 
France et imprimés par son ordre. Série II, Sciences mathématiques et physiques, tome I, 1827, 
p. 599—799. Die erste Abhandlung des Bandes ist Caucuys von der Akademie preisgekrönte 
Abhandlung vom Jahr 1815: „Theorie de la propagation des ondes à la surface d'un fluide pesant 
d'une profondeur infinie“ (p. 3—312). Von Interesse ist, daB GREEN in der Einleitung zu seiner 
bahnbrechenden Arbeit ,An essay on the application of mathematical analysis to the theories of 
electricity and magnetisme“, Nottingham 1828, CAucHys preisgekrönte Arbeit zitiert und also 
Cauonys im selben Band der Mémoires des savants etc. gedruckte Arbeit über den Integralsatz 
gekannt haben kann. 

Vergl auch E. LINDELÔF „Le calcul des résidus etc.^, p. 7, Anm., und ALFRED PRINGSHEIM, 

(5 
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(Oeuvres, série 1, A. 1). Die Abhandlung wird durch einen Bericht, unter- 
zeichnet den 7. November 1814 von Lacroix und Lecenpre, eingeleitet, der jedoch 
nach Cauchys Angabe von Lesenore geschrieben ist!. Ein tieferes Verständnis 
für die neuen von Caucay eröffneten Gesichtspunkte ist in diesem Bericht kaum 
zu finden. Indessen wird hervorgehoben: ,L'introduction des intégrales sin- 
guliéres dont l'idée appartient à l'auteur peut étre regardée comme une décou- 
verte en analyse“. In der Tat findet sich Caucays spätere Residuenrechnung in 
ihren wesentlichen Grundzügen in seinem Studium der ,intégrales singulières“. 

In einem kurzgefaßten Referat über Caucnys Mémoire, gezeichnet P (Poissox) 
und veröffentlicht ungefähr gleichzeitig mit der Datierung von Lxcrxpmrs Bericht, 
spricht der Verfasser eine ähnliche Auffassung aus wie Lesexore: „ce que le 
mémoire dont nous rendons compte contient, selon nous, de plus curieux, c'est 
l'usage que l'auteur fait des intégrales qu'il nomme singulières, pour exprimer 
d'autres intégrales prises entre des limites finies^. Weiter wird angeführt, daß, 
wenn auch Caucays Methode den bekannten und gewöhnlich angewandten Me- 
thoden nicht vorzuziehen sei, sie doch ,trés remarquable“ und „digne de l'at- 
tention des geometres“ sei”. 

Die von Caucuy 1814 benutzte Beweismethode ist wesentlich dieselbe wie 
bei Riemann in seiner Inauguraldissertation vom Jahr 1851 ,Grundlagen für eine 
allgemeine Theorie der Funktionen einer veränderlichen komplexen Grüfbe“*. 

Cavcay nimmt denselben Beweis für seinen Integralsatz wie in der Abhand- 
lung der Jahre 1814— 1827 in einem lithographierten Heft wieder auf: ,Mémoire 
sur les rapports qui existent entre le calcul des résidus et le calcul des limites 
et sur les avantages qu'offrent ces deux nouveaux calculs dans la résolution des 
équations algébriques ou transcendantes, présenté à l'Académie des Sciences de 
Turin le 27 Novembre 1831**. Er hat selbst in Ferussacs Bulletin eine Zu- 
sammenfassung des Inhaltes dieses lithographierten Heftes gegeben, über ,calcul 
de limite“ im Maiheft? und über „les intégrales singulières“ im Septemberheft ® 





„Über den Caucuyschen Integralsatz“, Münchener Berichte, Bd. 25, A. 1, 1895; „Zum CAucHY- 
schen Integralsatze*, Münchener Berichte, Bd. 25, A. 2, 1895. 

1 L. c. Avertissement de l’auteur“. 
? Bulletin des sciences par la Société Philomatique de Paris, Année 1814, p. 187. 

3 Werke, 2. Aufl, p. 3. 

* Die Lithographie scheint nach einem Manuskript angefertigt zu sein, das von CAUCHY 
eigenhändig geschrieben war. Ein Exemplar davon, das der Bibliothek BONCOMPAGNIS gehörte, 
befindet sich in meiner Bibliothek zu Djursholm. 

5 Bulletin des sciences mathématiques, physiques et chimiques . . . publ. sous la direction 
de M. le Baron de FERUSsAC, tome XV, p. 260—269. 

^5 Tome XVI, „Formules extraites d'un mémoire présenté le 27 novembre 1831 à l’Académie 
des Sciences de Turin“, p. 119—128. 
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des Jahres 1831. In einer Note in den Comptes rendus vom 3. August 1846! 
hat er weiter die Ergebnisse, die er vorher erhalten hatte und die in der Haupt- 
sache aus seinem Mémoire vom Jahr 1814 stammen, nicht unwesentlich erweitert *. 

Caucays Beweismethode in diesen verschiedenen Darstellungen bleibt immer 
dieselbe wie später bei RrewaxN?, das heißt die Auswertung eines Doppelintegrals. 
Cavouy hatte indessen schon 1825 das Problem von einem andern Gesichtspunkt 
aus wieder aufgenommen. In seinem , Résumé des lecons données à l'Ecole Royale 
Polytechnique sur le calcul infinitésimal^* hatte er mit meisterhafter Klarheit 
- und Schärfe die Bedeutung eines bestimmten Integrals zwischen reellen Grenzen 
festgelegt. Er erweiterte nun in seiner berühmten Arbeit ,Mémoire sur les inté- 
grales définies entre des limites imaginaires“ ° sein Studium auf Integrale zwischen 
imaginären Grenzen. Er äußert darüber: 

„Mais ni ce travail (eine Arbeit von OsrnaAcmapskr), ni aucun des Mémoires 

publiés jusqu'à ce jour, sur les diverses branches du caleul intégral, n'ont 

fixé le degré de généralité que comporte une intégrale définie, prise entre 
des limites imaginaires, et le nombre des valeurs qu'elle peut admettre. 

Telle est la question qui va faire l’objet de nos recherches. On verra que 

sa solution dépend du caleul des variations, et de la théorie des intégrales 

singulières, et qu'elle fournit immédiatement un grand nombre de formules 
propres, soit à l'évaluation, soit à la transformation des intégrales définies. 

Ces formules comprennent, comme cas particuliers, celles que j'ai déjà men- 

tionnées, et celles que quelques géométres ont obtenues depuis peu par 

d'autres voies“. 

Statt wie in den vorerwühnten Veröffentlichungen über eine Fläche, inte- 
griert er hier längs einer zwischen zwei Endpunkten veränderlichen Kurve. Erst 
durch diese Abhandlung wurde der Caucuysche Integralsatz ein allgemeines Eigentum 
der Mathematik. Indessen ist gegen seine Beweismethode eingewandt worden, daß 








1 „Sur les intégrales qui s'étendent à tous les points d'une courbe fermée*. Oeuvres, série I, 
t. X, p. 70—74. 

? Diese Note ist teilweise, aber hóchst wesentlich erweitert wiedergegeben in der Abhandlung 
»Mémoire sur les résultantes que l'on peut former, soit avec les cosinus des angles compris entre 
deux systèmes d'axes, soit avec les coordonnées de deux ou trois points“, Exercices d'Analyse et 
de Physique Mathématique, t. 4, p. #—86. 

5 „Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veründerlichen komplexen 


Größe“, Inauguraldissertation Göttingen 1851; 2. unveründ. Abdruck, Göttingen 1567; Werke, 
2. Aufl, p. 3—48. 
* Lecon 21, tome I, Paris 1823. Diese Arbeit scheint MALMSTENs Vorlesungen über Difie- 


rential- und Integralrechnung zugrunde gelegen zu haben, durch welche er wieder wirkliche mathe- 
matische Studien in Schweden eingeführt hat. 
5 Paris, août 1825. 
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er sich auf einen Satz aus der Variationsrechnung stiitze, der ohne Beweis an- 
geführt werde!. Ganz streng durchgeführte Beweise ohne Anwendung von 
Doppelintegralen sind von C. J. Marustex® und von Marrs Fark „Demonstration 
du théorème de Cavcny sur l'intégrale d'une fonction complexe^? gegeben worden. 
Beide Beweise sind indessen recht verwickelt. Von meiner eigenen Studienzeit 
in Uppsala erinnere ich mich, wie Dave, ich glaube im Herbst 1865, ein ganzes 
Semester einer strengen Durchführung des Beweises für den Cavcayschen Satz 
widmete, vermutlich in engem Anschluß an Marusrex. 

Sroz * führt als Beweise für den Caucayschen Satz, welche keine Doppelintegrale 
voraussetzen, die „fast zur gleichen Zeit“ veröffentlichten Beweise von Fark? und 
von Goursat® an. MarwsrEeNs Beweis war indessen schon 19 Jabre früher gedruckt 
worden. Auch ich hatte 11 Jahre früher? einen Beweis veróffentlicht, der mir 
durchaus bindend erscheint und der von weniger Voraussetzungen ausgeht, als 
die andern Beweise. Weirrsrrass’ Beweis wie auch die späteren Beweise von 
Marusrex und Fark setzen indessen voraus, daß die Funktion unter dem Integral- 
zeichen in einem Gebiete einschließlich des Randes überall eine stetige Ableitung 
hat oder daß lest ux (2) 
ist. In Goursars Beweis fallen diese der Ableitung auferlegten Bedingungen fort; 
er setzt überall innerhalb des Bereiches nur das Vorhandensein einer Ab- 
leitung voraus. Die Beweisführung ist wesentlich dieselbe, die immer und 
immer wieder eine Hauptrolle bei Werrrsrrass Grundlegung der Funktionen- 
theorie spielt ’. 

Obwohl es bekannt und bewiesen war, daß Cart Frieprıch Gauss schon seit 
seinen Jugendjahren nicht veröffentlichte Entdeckungen besaß, die erst Jahr- 


— f'(&) | überall in diesem Bereich beliebig klein 





1 Vergl. C. J. MALMSTEN „Om definita integraler mellan imaginära gränser“. Vet. Akademiens 
Handlingar, Bd. 6, Nr. 3, 7. April 1865. 

ETC. 

5 Nova Acta Reg. Soc. Ups., Ser. 3, 1884, présentée 7 févr. 1883. 

* „Grundzüge der Differential- und Integralrechnung*. Leipzig 1896. Bd. 2, p. 217, Anm. 

D JL Ke ; 

5 „Demonstration du théorème de CaAvcHx. Extrait d'une lettre à M. HERMITE*. Imprimée 
11 mars 1884. Acta Mathematica, t. 4. 

AT (e: 

s „Försök till ett nytt bevis för en sats inom de definita integralernas teori^. Kgl. Vet. 
Akademiens Öfversikt 8. Okt. 1873. Der Aufsatz ist wiederabgedruckt in den Göttinger Nachrichten, 
24. Febr. 1875. 

® Vergl. PRINGSHEIM „Zum CAucHvschen Integralsatze*, Münchener Berichte 1895, p. 205—304; 
„Der CaucHY-GoUuRSATsche Integralsatz und seine Übertragung auf reelle Kurven-Integrale*, ib. 1903, 
p. 673—682. Konrap Knorr, „Grundlagen der allgemeinen Theorie der analytischen Funktionen“, 
Sammlung GOscHEN, Bd. 668, p. 58 ff. 
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zehnte spüter allgemeines Eigentum wurden, erfuhr man doch mit staunender 
Bewunderung aus der Veröffentlichung von Gauss’ Briefwechsel mit Busse: 1880, 
daß Gauss schon am 18. Dezember 1811 oder 3 Jahre früher, als Cavcav (im 
Jahr 1814) seine Mitteilung an das Institut machte, durchaus mit Caucnys Inte- 
gralsatz vertraut war und auch seine Bedeutung voll zu schützen wufte. Er 
schrieb an Bussen, auf Grund eines Aufsatzes desselben im Königsberger Archiv ! 
über den ido Seager as 2; 

. Was soll man sich nun bei [v«. dx für z—a--bi denken? Offenbar, 
wenn man von klaren Begriffen ausgehen will, muß man annehmen, daß x durch 
unendlich kleine Ineremente (jedes von der Form «+ Bi) von demjenigen Werthe, 
für welchen das Integral O sein soll, bis zu z —a--5i übergeht und dann alle 
qr.drz summirt. So ist der Sinn vollkommen festgesetzt. Nun aber kann der 
Übergang auf unendlich viele Arten geschehen: so wie man sich das ganze Reich 
aller reellen Grófen durch eine unendliche gerade Linie denken kann, so kann 
man das ganze Reich aller Grófen, reeller und imaginürer Gréfen sich durch 
eine unendliche Ebene sinnlich machen, worin jeder Punkt, durch Abscisse = a, 
Ordinate = b bestimmt, die Größe a+bi gleichsam repräsentirt. Der stetige 
Übergang von einem Werthe von x zu einem andern a-+bi geschieht demnach 
durch eine Linie und ist mithin auf unendlich viele Arten möglich. Ich behaupte 
nun, daß das Integral [px.da nach zweien verschiednen Übergängen immer 
einerlei Werth erhalte, wenn innerhalb des zwischen beiden die Übergänge 
repräsentierenden Linien eingeschlossenen Flächenraumes nirgends qz = oo wird. 
Dies ist ein sehr schöner Lehrsatz (eigentlich ist hiebei noch angenommen, daß px 
selbst eine einfórmige Function von z ist, oder wenigstens für deren Werthe 
innerhalb jenes ganzen Flüchenraumes nur Ein System von Werten ohne Unter- 
brechung der Stetigkeit angenommen wird), dessen eben nicht schweren Beweis 
ich bei einer schicklichen Gelegenheit geben werde. Er hüngt mit schónen andern 
Wahrheiten, die Entwicklungen in Reihen betreffend, zusammen. Der Übergang 
nach jedem Punkte läßt sich immer ausführen, ohne jemals eine solche Stelle 
wo gx=oco wird zu berühren. Ich verlange daher, daß man solchen Punkten 
ausweichen soll, wo offenbar der ursprüngliche Grundbegriff von [px.dx seine 
Klarheit verliert und leicht auf Widersprüche führt. Übrigens ist zugleich 
hieraus klar, wie eine durch [pe. dx erzeugte Function für einerlei Werthe von 
æ mehrere Werthe haben kann, indem man nemlich beim Übergange dahin um 


! Königsberger Archiv für Naturwissenschaft und Mathematik. Bd. 1, Jahrg. 1811—1812, p. 1. 
* Briefwechsel zwischen Gauss und BEssEL, Leipzig 1880, p. 156. Gauss’ Werke, Bd. 8, 
p. 90—91. 
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einen solchen Punkt wo qz = co entweder gar nicht, oder einmal, oder mehrere- 
male herumgehen kann. Definirt man z. B. log x durch f = dx, von £=1 an- 


zufangen, so kommt man zu /og x entweder ohne den Punkt z — 0 einzuschließen 
oder durch ein- oder mehrmaliges Umgehen desselben; jedesmal kommt dann die 
Constante +2ri oder —2zi hinzu: so sind die vielfachen Logarithmen von jeder 
Zahl ganz klar. Kann gx nie für einen endlichen Werth von x unendlich werden, 
so ist das Integral immer nur eine einférmige Function. Dieß ist z. B. der Fall 


yt 


= e e—1 e: Mm DAN. : 

für gx = — Ror 8 dab f -.dx gewiß eine einförmige Function von x 
M 

ist, deren Werth durch die immer convergirende, also immer einen und nur 

Einen Sinn habende Reihe dargestellt wird 
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DLE 4 

Wie man sieht, eine Darstellung des Satzes und seiner Bedeutung in so 
moderner und knapper Form, daß man glauben könnte, sie wäre heute geschrieben! 
Kronecker äußert sich darüber!: 

„In der Form (8) wird unser Satz am meisten benutzt; so wurde er 1814 
zuerst von Cavcnv veröffentlicht; diesem also gebührt das Verdienst, ihn in die 
Analysis eingeführt zu haben. Er war freilich schon vorher Gavss bekannt, der 
ihn in seinem Briefwechsel mit Besser. (18. Dez. 1811) ausdrücklich erwähnt; aber 
es ist doch ein großer Unterschied, ob Jemand eine mathematische Wahrheit mit 
vollem Beweise und der Darlegung ihrer ganzen Tragweite veröffentlicht, oder 
ob ein Anderer sie nur so nebenher einem Freunde unter Diskretion mittheilt. 
Deshalb können wir den Satz mit Recht als das Caucaysche Theorem bezeichnen. 
— Riemaxx hat den Satz zuerst auf die schwierigeren Theile der Analysis an- 
gewendet und die ersten wichtigen Resultate gewonnen“. 

Gegen diese Darstellung ist verschiedenes einzuwenden. Daß der Satz 
Caucuy gehört und mit Recht seinen Namen trägt, habe ich schon hervorgehoben. 
Aber Kroxecxers Auffassung, daß Gauss den Satz Besser „unter Diskretion“ mit- 
geteilt habe, kann ihre Ursache nur in einer persönlichen, für Kroxeeker charak- 
teristischen Auffassungsweise haben, die Gauss” ebenso fremd gewesen ist, 
wie sie es Wurersrrass war. Wrrerstrass sagte immer alles, was er wußte, 
und es bekümmerte ihn wenig, wenn ein anderer seine Mitteilungen veröffent- 
lichte, selbst wenn es unter dessen Namen geschah, falls nur alles gut und 





! ,Vorlesungen über die Theorie der einfachen und der vielfachen Integrale“, § 10, p. 52. 
Leipzig 1894. 
> Vergl. Gauss’ Brief an BESSEL vom 4. Jan. 1839. L. c., pag. 523 ff. 
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richtig aufgefaßt war; sonst konnte er furchtbar zornig werden, besonders wenn 
die Mitteilung ihm aufgebürdet wurde. Nur wenn er eine blofe Vermutung aus- 
sprach, konnte er wünschen, daf sie nicht veróffentlicht wurde. Vor allem ent- 
hält indessen Kroyeckers Äußerung ,Rremann hat den Satz zuerst auf die schwie- 
rigeren Teile der Analysis angewendet und die ersten wichtigen Resultate ge- 
wonnen“ eine Übertreibung und damit eine Ungerechtigkeit gegen Cavcny. 
Caveny hatte schon am 12. Okt. 1846' in einer Note in den Comptes Rendus 
,Considérations nouvelles sur les intégrales définies qui s'étendent à tous les 
points d'une courbe fermée et sur celles qui sont prises entre des limites imagi- 
naires^ die fundamentale Bedeutung des Satzes sowohl für elliptische wie für 
Aseısche Funktionen hervorgehoben. Er leitet die Note u. a. mit folgenden 
Worten ein: ,Mais en exposant ces théorémes, dont les applications sont déjà si 
étendues, je ne m'attendais pas à ce qu'ils fussent eux-mémes compris comme cas 
particuliers dans d'autres théorèmes plus généraux dont les applications s’ötendaient 
encore beaucoup plus loin. C'est pourtant ce qui arrive, et ceux dont je vais 
entretenir un instant l'Académie me paraissent devoir contribuer notablement 
aux progrès de l'Analyse infinitésimale, puisqu'ils permettent d'établir avec la 
plus grande facilité une foule de propriétés remarquables des transcendantes 
représentées par les intégrales définies, et par conséquent, d'une multitude de 
fonctions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions elliptiques et les 
transcendantes abéliennes“, 

Man kann auch kaum einer Äußerung von Privcsnem? zustimmen: „Denn 
wenn auch derselbe erst durch Rikxaxws Darstellung allgemeine Verbreitung ge- 
fanden hat, so läßt sich doch mit unbestreitbarer Sicherheit nachweisen, daß 
Cavcuy bereits fünf Jahre v or dem Erscheinen der Riemaxxschen Dissertation ihn 


nicht nur gekannt, sondern in der Hauptsache auch publiziert bats. 


Prinesueims Auffassung von Caucays Priorität ist sicher ganz richtig, aber 
die Ansicht, daß der Satz erst durch ,Riemayys Darstellung allgemeine Ver- 
breitung^ gewonnen habe, kann nicht unwidersprochen bleiben. Wenn es auch 
wahr ist, daß Rimwanys grundlegende Inauguraldissertation „Grundlagen für eine 
allgemeine Theorie der Functionen usw.“ schon 1851 herauskam*, so ist doch 





! Oeuvres, série 1, t. X, p. 153. 


? „Über den Cavcnyschen Integralsatz“, l. c. p. 43—44. 

? PRINGSHEIM scheint hier nur an Cavcnys Note vom 3. August 1846, l.c., zu denken, aber 
nicht an seine vorhergehenden Mitteilungen. 

* Wirklich bekannt wurden wohl RIEMANNS „Grundlagen“ erst durch seine berühmte Abhand- 
lungsserie im 54. Band des Journal für Mathematik 1857. Vergl. besonders „Lehrsätze aus der ana- 
lysis situs für die Theorie der Integrale von zweigliedrigen vollständigen Differentialen*, p. 105 
—106. RIEMANN setzt hier den Satz als allgemein bekannt voraus: „Bekanntlich ist usw.“ p. 105, 


Acta mathematica. 39. Imprimé le 15 Juin 1923 o 
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fraglich!, ob nicht die beiden Abhandlungen von V. Puiseux, , Recherches sur les 
fonctions algébriques*? und , Nouvelles recherches sur les fonctions algébriques* *, 
welche sich aufs engste an Cavcuys Note in den Comptes Rendus von 1846 an- 
schlossen, in den nächsten Jahrzehnten ebenso viel wie Riemanns Doktordisser- 
tation zur „allgemeinen Verbreitung“ des Caucayschen Satzes beitrugen. Ganz 
besonderen Einfluß übte die Darstellung von Cavcuys Satz aus, die Brior und 
Bouquer acht Jahre später 1859 in ihrer „Theorie des fonctions doublement pério- 
diques etc.“ gaben. Brior und Bovquers Darstellung ist ganz unabhängig von der- 
jenigen Riemanys und schließt sich wie diejenige von Puiseux direkt an Cavcuy an. 
Ihre freilich nicht fehlerfreie Arbeit zeichnet sich durch grofe Eleganz und 
Klarheit aus, Eigenschaften, die ohne Zweifel in hohem Grade den neuen Ideen 
zum Durchbruch verhalfen. 

Weierstrass’ Abhandlung von 1841 enthält nicht nur den Cavcnxschen, son- 
dern auch den Lavrentschen Satz‘. Dieser wurde unter dem Titel: „Extension 
du théorème de M. Caucuy relatif à la convergence du développement d'une 
fonction suivant les puissances ascendantes de la variable“ in den Comptes 
Rendus vom 21. August 1843 gedruckt. Dabei wird eine vorhergehende Note von 
Cavenv erwähnt; vermutlich handelt es sich um Cavcnuys „Note sur le développe- 
ment des fonctions en séries ordonnées suivant les puissances entières positives 
et négatives des variables‘ ?. 

Zu Berichterstattern über Lavurenrs Arbeit waren Cavcay und Liovvitte 
gewählt worden. Am 30. Oktober 1843 erstattete Caucny seinen Bericht: , Rapport 
sur un mémoire de M. Laurexr qui a pour titre ete.“ In diesem Bericht wird 
zum ersten Mal der Laurexrsche Satz in Caucuys Formulierung mitgeteilt‘. Cavcny 








und beruft sich nicht auf seine Inauguraldissertation von 1851, welche höchstens durch die 1867 
gedruckte zweite Auflage allgemein bekannt wurde. 


! Was Schweden betrifft, verhàlt es sich unzweifelhaft so. 

? Journal de Mathématiques, t. 15, 1850, p. 365—450. 

# L. c., tome 16, 1851, p. 228—240. 

* PIERRE LAURENT, geb. 1813, drei Jahre vor WEIERSTRASS, gest. 1874. Er war Schüler 
der École Polytechnique, später Hauptmann im französischen Geniekorps und stand 1854 in Havre; 
nachher war er Bataillonschef in Paris. 

° Comptes Rendus, 31. Juli 1843. 

^ „x désignant une variable réelle ou imaginaire, une fonction réelle ou imaginaire de x 
pourra être représentée par la somme de deux séries convergentes, ordonnées, lune suivant les 
puissances entières et ascendantes, l'autre suivant les puissances entières et descendantes de x, 
tant que le module de z conservera une valeur comprise entre deux limites entre lesquelles la 


fonction ou sa dérivée ne cesse pas d’être finie et continue“, Comptes Rendus, 30 octobre 1843; 
Œuvres de CAUCHY, série 1, t. 8, p. 116. 
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gibt an, daß das Theorem als Spezialfall in einem Theorem in den Exercices de 
Math., t. l einbegriffen sei. Vermutlich denkt er hierbei an ein Theorem in einem 
der Artikel ,Sur diverses relations qui existent entre les résidus des fonctions 
et les intégrales définies^, p. 95—113, oder ,Sur quelques formules relatives à 
la détermination du residu intégral d'une fonction donnée“, p. 133—139. Cavcny 
bemerkt dazu, daß Lavrenrs Theorem „peut se déduire immédiatement d'une 
proposition établie dans la troisième livraison des Exercices d'Analyse ete, dont 
voici l'énoncé: Si une fonction et sa dérivée restent continues, pour un module 
de la variable renfermé entre deux limites données, la valeur moyenne de la 
fonction correspondante à un module compris entre ces limites, sera indépendante 
de ce module“. Dieser dritte Teil der Exercices d'Analyse war nicht ge- 
druckt, als Caucny seine Mitteilung an die Akademie schrieb. Er erschien erst 
1843 im Druck. Ich habe das Theorem, so wie es Caucar formuliert, nicht ge- 
funden. Wahrscheinlich denkt er an die zweitletzte Abhandlung in Tome 3 oder 
an sein ,Mémoire sur les fonctions de variables imaginaires“, p. 361—387. 


In der Werersrrassschen Funktionentheorie hat der Laurenrsche Satz nicht 
den elementaren Platz und spielt nicht die grundlegende Rolle wie in der 
Cavenysehen. Zwar kann er mit Hilfe von konformer Abbildung wie auch ohne 
Heranziehung des Caucayschen Integrals abgeleitet werden, aber die Herleitung 
ist weitläufig und setzt einige andere Sätze aus Weutersrrass’ Funktionentheorie 
voraus!, Prixosuxim hat in einer Abhandlung „Über Vereinfachungen in der 
elementaren Theorie der analytischen Funktionen“ einen dritten Beweis gegeben, 
worin er sich sog. Mittelwerte bedient, was jedoch im Grunde dasselbe ist wie 
die Verwendung des Caucayschen Integrals. 

Wenn Wererstrass bei der strengen Kritik, die er an seinen eigenen Ar- 
beiten übte, seinen mehr als 40 Jahre früher abgefaßten Beweis für Cavcnvs und 
Lavrents Sätze in seinen Mathematischen Werken? als Nr. 2 ohne irgend eine 
erklirende Anmerkung wie zum Beispiel bei Abhandlung Nr. 4 veróffentlichte, 
so kann der Grund kein anderer gewesen sein, als daß er seine Beweismethode 
in ihrer scharfen und knappen Art auch fernerhin für zwingend hielt. 


Zur Charakterisierung des jungen Weierstrass am Anfang seiner Laufbahn 
ist die D auf jdn Fall von hohem Wert. Weirrstrass wurde erst 1842 





' Vgl. meine Abhandlung „Demonstration nouvelle du théorème de LAURENT“, Acta Math. 
Bd. 4. SCHEEFFER hat im selben Band der Acta Math. einen andern Beweis gegeben, „Beweis des 
LAURENTschen Satzes“, der scheinbar einfacher ist als der meinige, aber in Wirklichkeit mehr vor- 
aussetzt. 

? Mathematische Annalen, Rd. 47. 

% Bd. 1, p. 51— 66. 
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mit Arbeiten von Cavcny bekannt. Nichts derartiges fand sich unter der sehr 
beschränkten mathematischen Literatur, die ihm vorher zugänglich war. Er hat 
selbst bei mehreren Gelegenheiten diesen Umstand hervorgehoben, nicht um da- 
durch irgendwelchen Anspruch auf Prioritit zu erheben — nichts konnte ihm 
ferner liegen — sondern um zu beleuchten, weswegen Caucays Gesichtspunkte 
und Methoden keinen Platz im Aufbau seiner Funktionentheorie gefunden hatten. 
Das Studium von Age, in den früheren Bänden von Creties Journal, dessen 
erster Band 1826 herauskam, hat ihn dagegen wesentlich beeinflußt!. Und daß 
Aseı sowohl Caveny wie Gauss gekannt und von ihren Untersuchungen in mehreren 
Fällen Anregungen empfangen hat, dürfte zweifellos sein. 


Die Grundlagen zu Wrierstrass’ eigener Funktionentheorie waren schon mit 
dem Jahre 1841 vollständig fertig. Auf diesem Boden baute er dann in seinem 
ganzen wissenschaftlichen Leben weiter, immer mit demselben durchdringenden 
Scharfsinn und derselben methodischen Gründlichkeit, die schon den Sechsund- 
zwanzigjährigen auszeichneten. 


Wumrstrass hat im ersten Band seiner Werke noch einen Aufsatz vom 
Jahr 1841 abdrucken lassen: „Zur Theorie der Potenzreihen“, datiert Münster, 
im Herbst 1841?”. Der darin enthaltene Satz war schon im Jahr 1832 von 
Cavcuv in einem in Turin lithographierten, jetzt äußerst seltenen Heft ver- 
öffentlicht worden.  Gedruckt wurde er indessen erst im selben Jahr, als 
Weierstrass seinen Aufsatz schrieb‘. Der Satz rührt also ohne Zweifel von 
Cavcuy her, und es ist deshalb ganz richtig, ihn, wie es oft geschieht, nur Caucuys 
Satz zu nennen. Er ist bei Caucay eine so gut wie unmittelbare Folge des 
Cavcnvschen Integralsatzes. Daß Wurerstrass von einem andern Ausgangsge- 
danken aus unabhängig von Caucay ihn entdeckt und bewiesen hat, genügt nicht, 
um ihn Cavcay- Werersrrassschen Satz zu nennen. Der Grund ist ein anderer. 
Der Satz ist bei Caucay grundlegend in seinem Calcul des limites, nimmt aber 
andererseits in der ganzen Wererstrassschen Funktionentheorie eine noch zen- 


1 Vergl. seine Arbeit „Über die Entwicklung der Modular-Funktionen“, Werke, Bd. 1, p. 1—50. 

? Werke, Bd. 1, p. 67—74. | 

3 Extrait du mémoire présenté à l’Académie de Turin, le 11 octobre 1831 par M. AUGUSTIN 
CavcHy, membre de l'Institut de France. Lithographié à Turin 1832“, § 2, p. 8, formule (9). 
(Vergl. Note p. 50, t. 2, Exercices d'Analyse et de Phys. Math., 1841.) 

Ernst LINDELÖF (,Calcul des résidus etc.^, l c.) drückt sich dahin aus, daB diese Arbeit 
von CAUCHY ,marque un des plus grands progrès qui aient jamais été réalisé dans l'Analyse*. 





* „Resume d'un mémoire sur la mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé calcul des 
limites^ (lu à l'Académie de Turin, dans la séance du 11 octobre 1831). Formules pour le déve- 
loppement des fonctions en série. Calcul des limites, p. 53, formule (9) in Exercices d'Analyse 
et de Phys. Math., t. 2, 14 livraison, 1841). 


Die ersten 40 Jahre des Lebens von Weierstraß, 37 


tralere Stellung ein. Der Beweis fiir ihn ist wie immer in dieser Theorie rein 
elementar und setzt keinen Satz aus der Integralrechnung voraus. Er wird 
zuerst fiir Polynome hergeleitet, seine Gültigkeit für Potenzreihen wird nach- 
her durch eine Grenzbetrachtung bewiesen, beim weiteren Aufbau der Funktionen- 
theorie tritt er dann immer und immer wieder als eines ihrer vornehmsten Hilfs- 
mittel auf. 

Vom folgenden Jahr, 1842, stammt die Abbandlang Nr. 4 in Bd. 1 von 
Wetersrrass’ mathematischen Werken: „Definition analytischer Funktionen einer 
Veränderlichen vermittelst algebraischer Differentialgleichungen. (Auszug aus 
einer im Jahre 1842 verfaßten, bisher nicht veröffentlichten Abhandlung)“'. Die 
Abhandlung begleitet folgende Anmerkung: ,Zur Zeit, als ich die vorstehende 
Abhandlung schrieb, war der in $ 1 begründete Satz bereits von Cavcuy ge- 
funden und veröffentlicht worden, wovon ich indeß keine Kenntnis hatte. Bei 
der gegenwürtigen Herausgabe meiner Abhandlung, deren Inhalt ich bisher nur 
bei meinen funktionentheoretischen Vorlesungen benutzt habe, konnte ich mich 
jedoch, was die genannten Paragraphen angeht, nicht an Cavcnvs Darstellung 
anschließen, weil ich dann § 2 und § 3, welche wichtige bei Cavcuv nicht vor- 
kommende Sätze enthalten, hätte vollständig umarbeiten müssen und überdies 
mein Beweis des in $ 1 enthaltenen Haupttheorems von dem Caucayschen ab- 
weicht“. 

Der Satz (§ 1), den Weterstrass im Auge hat, lautet: „Es sei vorgelegt das 
folgende System von » Differentialgleichungen, in denen z, ..., x, zu bestimmende 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen / und 


EEE 


gegebene ganze rationale Funktionen von z, ... z, bedeuten sollen: 
= = Gl.) 
(1) E: 
lan) 
Dann lassen sich zunächst » in einer gewissen Umgebung der Stelle € = kon- 
vergierende (gewöhnliche) Potenzreihen 
BP, (t),..., S, (0) 


angeben, welche für z,,... z, gesetzt den vorstehenden Differentialgleichungen 


! Werke, Bd. 1, p. 75—85. 
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genügen und zugleich für ¢ — 0 beliebig vorgeschriebene Werte 
en Un 

annehmen“, 

Caucuy scheint indessen erst im selben Jahr, als Wererstrass seine Ab- 
handlung schrieb, im Jahr 1842, einen Satz „veröffentlicht“ zu haben, der analog 
mit dem Werersrrassschen ist. Dies geschah im ,Mémoire sur l'emploi du nou- 
veau calcul, appelé calcul des limites, dans l'intégration d'un système d'équations 
différentielles“ !. 

Wie es sich damit auch verhält, 8 2 und 8 3 in Weiersteass’ Arbeit gehen 
weit über Caucuy hinaus. 

In § 1 führt WiurmsrRAss seinen Beweis so, daß er zuerst die Reihen 


Ve 38. (4), seen Ly — 3, (0) 
a, =»), ..., a, = 38, (0) 


ist, die formell den Differentialgleichungen des Systems genügen.  Hierauf 
werden » Funktionen gebildet 


bildet, wobei 


(Ej. Ces opt warner Can boe) 


derart, daß jeder Koeffizient in G,( ) positiv und nicht kleiner als der absolute 
Betrag des entsprechenden Koeffizienten in G,( ) ist. Weiter werden Zahlen 
e, = la, |, der) En = (a, 
eingefiihrt. 
Die Reihen G,( ),..., G,( ) werden so gewählt, daß sich konvergente Integrale 


ids 3B. (0, een En = 35, (0), 
Oa 35, (0), ee Un = 35, (0) 

ergeben. Hieraus geht dann sofort die Konvergenz des Reihensystemes 
TE Bd), ey X, — BO 

hervor. 

Soweit ist das Verfahren dasselbe wie bei Cavcny und in voller Uber- 
einstimmung mit der grundlegenden Methode im Calcul des limites. Es ist auch 
nicht unwahrscheinlich, daß Werersrrass, der 1842 Bekanntschaft mit Caucay 
machte, durch den Caleul des limites beeinflußt worden ist. Aus dem Bildungs- 
gesetz für die Reihen $,(x) geht unmittelbar hervor, daß es nur ein System 
soleher Reihen gibt, die dem System von Differentialgleichungen genügen. 





' Comptes Rendus, t. 15, p. 14 (4 juillet 1842). Oeuvres, série 1, t. 7, p. 5—17. 
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Als Beispiel für die Wahl von G,( ) führt Weıerstrass weiter ein 


a 


(2) Gsm) = GL +4, +++ +2)" = Gy (ay ..- Bq); g 2-0, 


wobei die ganze Zahl m nicht kleiner ist als der hóchste bei den Funktionen 
G,(), G,(),..., G,( ) auftretende Grad. Er erhält dann das Resultat, daß die 
Reihen 35, (4), ..., 98, (/) wenigstens in dem Bereich 


d+ oe 





konvergieren. Dabei ist « größer gewählt als die Summe der absoluten Beträge 
von 4,...,,. Die positive Zahl g ist so groß gewählt, daß der Koeffizient 
für jedes Glied in G( ) grófer ist als der absolute Betrag für den Koeffizienten 
des entsprechenden Gliedes in jeder der Funktionen G,( ). 

In § 2 wird nun angenommen: „Es mögen jetzt die Koeffizienten der in 
den Differentialgleichungen (1) vorkommenden Funktionen 


Gm ins gp Bel. 2) 


und ebenso die mit a,,...,a, bezeichneten Anfangswerte der zu bestimmenden 
Größen z,....,z, eindeutige analytische Funktionen von beliebig vielen, einem zu- 
sammenhängenden Bereiche angehörigen unabhängigen Veränderlichen w,, ,, ... 
sein, und es werde angenommen, daß innerhalb dieses Bereiches die absoluten 
Beträge der genannten Koeffizienten, sowie auch der Grüßen a,,...,«,, sämtlich 
unter einer endlichen Grenze liegen“. 

Ein derartiges eingehendes Studium des Integralsystems ®,(f), ..., ®,(f) als 
Funktion der Konstanten a,,... a, haben wohl zuerst Poincaré in der mit dem 
Preise König Oskars ausgezeichneten Abhandlung „Sur le probléme des trois 
corps et les équations de la dynamique“ ! und Paiievé in seinen Vorlesungen 
an der Stockholms Hógskola? aufgenommen. Weierstrass war sich schon seit 
1842 über die Wichtigkeit eines solchen Studiums völlig im klaren. Er beweist: 
„Die Reihen $,(¢), ..., 3,(/ konvergieren somit für die den angegebenen Bedin- 
gungen entsprechenden Wertsysteme der Veränderlichen /, w,, w,,... nicht nur 
unbedingt, sondern auch gleichmäßig, und bilden also ein System eindeutiger 
analytischer Funktionen dieser Veränderlichen“. (Vgl. die Abhandlung „Zur Theorie 
der Potenzreihen“). Wir haben also hier schon eine ausdrückliche und klare 
Fixierung des Begriffes „gleichmäßige Konvergenz“. Der Begriff findet sich frei- 











! Acta Mathematica, t. 13, p. 5—270. 
* „Legons sur la théorie analytique des équations différentielles, professées à Stockholm, sep- 
tembre, octobre, novembre 1895* (Paris, A. HERMANN). 
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lich in nuce schon bei ABEL in seiner berühmten Abhandlung über die Binominal- 
reihe!, war aber zu der Zeit, als Wuiexstrass seine Abhandlung schrieb, wie auch 
noch lange nachher der Allgemeinheit der Mathematiker unbekannt. Wrrersrrass 
ist bekanntlich der erste, der diesen Begriff scharf definiert und gleichzeitig seine 
Bedeutung für alle wirklich tiefgehenden analytischen Untersuchungen gezeigt 
hat; Caucny hingegen wie auch später so scharfen Analytikern wie Lessuxe- 
DirıchLer und Werersrrass’ großem Mitbewerber Rremaxx scheint er unbekannt 
gewesen zu sein, was denn auch beide in bekannten Fällen zu unrichtigen Schluß- 
folgerungen verleitet hat. 

In $3 wird zum ersten Mal der Begriff „Fortsetzung“ und damit auch der 
Begriff „analytische Funktion“ definiert. Die Integrale des Systems von Diffe- 
rentialgleichungen werden geschrieben 


qi E 38. ( — 6; Ass. y), DC, 
(4) 54 : th s 
Xa = Ei (t m t, 3 ds... An) ty, = y 


Die 33, ..., 38, sind als Potenzreihen in ¢—f, definiert, deren Koeffizienten ganze 
rationale Funktionen von a,,..., 4, sind. Die q,..., a, sind beliebig gewählte 
endliche Größen. Mit 7, werde der gemeinsame Konvergenzbereich der Reihen 
B,( ),..., 3,( ) bezeichnet. Ist der Bereich 7, endlich und deshalb darstellbar 
durch das Innere eines um den Punkt /, beschriebenen Kreises, so variiert 
Innerhalb des Bereiches 7, wird in 
diesem Fall ein Punkt /, gewühlt, und die Reihen werden in ein neues System 
von Reihen umgebildet 


BP, (— 4; à, +++) An) = $5. (£— t; Oy) +++) My); 


dieser Kreis mit den Konstanten a,,..., a 


n° 


38, (E— 1. ; dj, 2 +09 A = PaC— to; a, An), 
wobei 
ERBE CU RUE CLONE ME ON (LE Na) 


ist. Die neuen Reihen haben einen gemeinsamen Konyergenzkreis, dessen Radius 
mindestens nicht kleiner ist als die kleinste Entfernung zwischen /, und der 
Berandung von 7,. Dieser gemeinsame Konvergenzbereich kann jedoch auch über 





1 „Untersuchungen über die Reihe 





it m mee m (m — 1) a+ m (m — 1) (m — 2) 
1 2 DES 


a“. 


03 ...%, 


Lehrsatz 4, Journal f. d. reine u. angew. Mathematik, Bd. 1, p. 314—315; Œuvres complètes. 2e éd. 
t. 1, p. 223. 
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T, hinausragen. In diesem Fall sind die neuen Reihen eine „Fortsetzung“ der 
ursprünglichen. Man bildet nun, wenn eine solche existiert, eine „Fortsetzung“ 
der neuen Reihen, dann eine Fortsetzung der so erhaltenen usw. 

Es wird weiter bewiesen, daß auf der Peripherie des gemeinsamen Kon- 
vergenzkreises der Reihen 3B, ..., 55, notwendig ein Punkt gelegen ist, der nie 
im Innern des Konvergenzbereichs aller Reihen enthalten sein kann (ein singu- 
lärer Punkt) Man kann nun „auf mannigfaltige Weise eine Reihe von beliebig 
vielen Komplexen 


9. (t— t, a, se Ay); B29 $8. (£— 1; Ayo. 4,), 
Bla Phi ds. Qe); 
$.(—1,; ay, LIC ay, 1 5 $.(t— 5; ay, UIT a‘), 


in der Art herstellen, daß jeder derselben, von dem zweiten an, aus dem unmittel- 
bar vorhergehenden ebenso entsteht, wie nach dem obigen der zweite aus dem 
ersten. Durch die Gesamtheit dieser Komplexe wird dann ein (eindeutiges oder 
mehrdeutiges) System analytischer Funktionen der Veründerlichen ¢ definiert.* 
Man bemerke, daß die Koeffizienten in sämtlichen verschiedenen Systemen von 
Integralreihen immer dieselben Funktionen der Koeffizienten im System der 
Differentialgleichungen sind. 

Läßt man die Bedingung fallen, daß die in einem gemeinsamen Bereich 
konvergierenden Reihen (4) das Integralsystem eines Systems von Differential- 
gleichungen bilden sollen, so erhält man die Definition eines Systems von analy- 
tischen Funktionen und speziell den Begriff ,analytische Funktion“ in seiner 
größten Allgemeinheit. Es steht aufer Zweifel und ist von Werersrrass selbst 
bestätigt worden, daß er schon seit 1841 darüber vollkommen im klaren war. 

Weierstrass hat in seinen Seminarvorträgen in Berlin wiederholt zu den 
Sätzen, die in den §§ 1, 2, 3 der Arbeit „Definition analytischer Funktionen usw.“ 
enthalten sind, ein paar andere hinzugefügt, die aus derselben Zeit stammen und 
in denselben Rahmen fallen und die deshalb als § 4 und § 5 hätten folgen können. 

In § 4 hütte der Satz angeführt werden kónnen: Ein System von reellen 
Funktionen, das unseren Differentialgleichungen genügt, ist bei gleichen Werten 
der Konstanten /, und a,,..., a 
stimmten System von analytischen Funktionen, das jenen genügt. 


„ notwendig identisch mit dem eindeutig be- 
Wererstrass pflegte bei seinen Seminarvortrügen den Beweis im wesentlichen 
folgendermafen zu führen. 
Nimmt man einen Punkt { und eine Stelle 7, ..., x, beliebig an, so erhält 
man, wie wir gesehen haben, ein eindeutig festgelegtes Integralsystem 
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él m $S,(T-t; Xa Ta) | 
(a) d £, DI— 82; 5.212 
dT > GES ttg (3 | 








das für genügend kleine Werte von |7—/| konvergiert. Wenn andrerseits 7 


und £,... &, fixiert werden, bekommt man 
Z, TI 3, (t— T; E OEC] En) ] 
(b) dz, : mem Hee n 
| EE = G, (03 mE 3» 


Beide Integralsysteme konvergieren für genügend kleine Werte |T —#|. Jeder 
endlichen Stelle x,, ..., x, entspricht eine eindeutig gegebene endliche Stelle &,, ..., £, 
und umgekehrt. Wählt man |7 —/| genügend klein, so haben die Potenzreihen in 
T —t, 2,,..., 2, in (a) identisch dieselbe Form wie die Potenzreihen in / — T, é,,..., &, 
in (b). 

Für genügend kleine Werte von 7'—/ erhalten die Potenzreihen in (a) bei 
fixiertem 7, aber variabelm /, z,,..., z, denselben Wert. 

Also ist identisch 








OB (LF p m) OBEREN S 
= Y n LA = SA n G RER: = 
(c) o(T—1) +2 Ox, ud, ? v.) 0. 
Nehmen wir nun an, daß 
un iG v, (f) 2 V, LE v, (0) 

ist, wobei 

y,(T) = &, 

v,(T) —$ , 

v. (T) == Es 
gesetzt ist, unseren Differentialgleichungen genügt, wenn u, (f), ..., v, (f) für reelle 


Werte von ¢ definiert, stetig und differenzierbar sind. 
Man hat dann identisch | 
OP, (T—t; N), & 99, (7-8; dE)... dE) du) _ 6 


6(T—?) ee 8v, (f) dt 








Es hat also 
S, (T —65 1, ..., v. (0) 


für genügend kleine Werte von |7 —/| einen konstanten Wert, andererseits ist 
infolge der Gleichungen (a) 


& = B,(T—é; v. (0... v. (0) 
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und demnach infolge von (b) 


w(t) = BT; £,... &) 
W.z. b. w.4. 

Einen andereren Satz, der als $5 in die Abhandlung „Definition analytischer 
Funktionen usw.“ hätte aufgenommen werden können, pflegte Weiswsrrass unge- 
fähr folgendermaßen herzuleiten. 

Sei r die obere Grenze für den Radius desjenigen Kreises, in dem sämtliche 
in $ 1 definierten Integrale 


Xy, = P,(; a; -.., 9; adc Patties n 


der Differentialgleichungen 
dt Ta G, (2, "429 Zn) 


konvergent sind. Wir bezeichnen mit Werersrrass diesen Kreis als den gemein- 
samen Konvergenzkreis der Reihen ®,( ) In § 3 ist gezeigt worden, daß es 
auf dem Kreis |/| = r immer eine singuläre Stelle, sagen wir /, der Integrale 
®,() gibt. Nähern wir uns nun längs des Radius (0/7) dem Punkte /. Wenn 
die obere Grenze für die Werte, die die Reihen |®,( )| dabei erhalten, endlich 
ist, hat man in Formel (3) « gleich dem n-fachen dieser oberen Grenze zu 
wählen und darauf auf dem Radius (0/^) einen Punkt /, so nahe an /' zu fixieren, 
daß der Abstand zwischen /, und / kleiner ist als 


(+ 2)" 


Die umgebildeten Reihen 
T, (t —1,; i, ..., a2) | 
dpt; d... QD, J 
konvergieren dann alle in einem Kreise, der den Punkt /' einschließt, und dieser 


Punkt kann also nicht singulür sein. Wir erhalten damit den Satz: 
Wenn man vom Innern des gemeinsamen Konvergenzkreises der Integral 


a Ey RES Rr 


38, (t; a,,...,a,) aus sich einer singulären Stelle auf der Peripherie des Kreises nähert, 
so wüchst dabei die obere Grenze für den absoluten Betrag der Integrale über jedı 
Grenze. 


1 PAINLEVE, 1. c., p. 396 hat, ohne WEIERSTRASS' Satz zu kennen, einen Beweis für einen 
allgemeineren Satz skizziert, der denselben Gedankengang verfolgt wie bei WEIERSTRASS 

Vergl. auch PrcARD, Traité d’Analyse, t. 2 (1898), p. 314 und Enzyklopädie d. math. Wiss,, 
Bd. 2, H. 3, p. 204. 
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Der Satz ist ausgesprochen und bewiesen in einem Brief an mich vom 
7. Aug. 1885!, worin Werersrrass eine wichtige Anwendung für ihn auf das 
astronomische n-Körperproblem gibt. Dasselbe kann nämlich bekanntlich zurück- 
geführt werden auf ein System von Gleichungen 


da 


aa — (ee Eee) 

Die Variabeln sind dabei die Geschwindigkeitskoordinaten der verschiedenen 
Körper und der Abstand und die Abstandskoordinaten für je zwei Körper. 
Führt man die Voraussetzung ein, daß nie zwei Körper zusammenstofen, so er- 
hält man WiürmsrRAss! Satz: „Wenn die Bewegung des n-Körperproblemes so 
ist, daß es eine untere, von Null verschiedene Grenze für den Abstand zwischen 
je zwei Körpern gibt, so sind die Geschwindigkeitskoordinaten der verschiedenen 
Körper und damit auch die Koordinaten selbst eindeutige Funktionen der Zeit 
innerhalb eines sich ins Unendliche erstreckenden Parallelstreifens, der die reelle 
Achse für die Zeitvariable einschließt“. An dieses Theorem schloß Welerstrass 
seine bekannte Preisfrage für den Kónig-Osksn- Preis zum 60. Geburtstag des 
Königs an. Ich komme darauf bei der Schilderung des späteren Teiles von 
Weierstrass’ Leben zurück. 

Die drei Abhandlungen, deren Hauptinhalt wir wiederzugeben versucht 
haben, zeichnen sich alle durch die gleiche klare, einfache und scharfe Dar- 
stellungskunst aus, die man in allen späteren Arbeiten Wrrxrsrrass wieder- 
findet. Sie gehóren zu den klassischen Schriften der Analysis. Mehr als ein 
halbes Jahrhundert behielt sie Wererstrass für sich, und erst, als ihr Inhalt 
besonders durch seine eigene Lehrtätigkeit schon längst Allgemeingut der Mathe- 
matik geworden war, veröffentlichte er sie in seinen Werken, da er glaubte — 
eine Auffassung, die niemand verwerfen dürfte, — daf diese Abhandlungen durch 
die Art der Darstellung und die leitenden Gesichtspunkte auch weiterhin be- 
achtenswert seien. Verschiedene andere Aufsätze, die außer den vier genannten 
zur selben Zeit ausgearbeitet vorlagen, wollte Werrersrrass nicht in seine Werke 
aufnehmen, weil er der Ansicht war, daß sie kein aktuelles Interesse mehr hätten. 
Alle diese Abhandlungen dürften übrigens kaum in der Absicht geschrieben 
worden sein, sie zu veröffentlichen. Vielmehr machte Werersrrass derartige 
Ausarbeitungen, um in ihnen den Grund festzulegen, auf welchem er seine 
spüteren Arbeiten aufbauen wollte. 

Im Herbst 1842 wurde am Progymnasium in Deutsch-Krone in Westpreußen 








! G. MrrTAG-LEFFLER, „Zur Biographie von WEIERSTRASS", p. 41, Acta Math., Bd. 35. 
? Lic, p. 44—45. 
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eine Lehrerstelle für Mathematik und Physik neu eingerichtet. Wetexsrrass wurde 
als auf Vergütung beschäftigter Hilfslehrer dorthin entsandt, doch rückte er 
ziemlich schnell zum „ordentlichen Lehrer“ auf. Er gab außerdem Unterricht 
in Deutsch, Erdkunde und im Schreiben, dem einzigen Fach, in welchem er 
während seiner Schulzeit in Paderborn nicht prämiiert worden war. Zu Ostern 
1845 wurde außerdem Turnunterricht eingerichtet. Waeiurstrass, der alte Korps- 
student, war der einzige Lehrer, der auch diesen Unterricht übernehmen wollte. 

Im Herbst 1848 wurde er als ,ordentlicher Lehrer* an das Gymnasium in 
Braunsberg berufen. 6 Jahre hatte der „ruhmgekrönten Erfindern Ebenbürtige* 
fast seine ganze Zeit dem Unterricht von Knaben in den ersten Elementen 
der Schulwissenschaften widmen müssen. Während dieser für ihn so ermiidenden 
Arbeit war es ihm doch gelungen, für Deutsch- Krone einen Platz in der Ge- 
schichte der Wissenschaften zu erwerben, indem er in der wissenschaftlichen 
Beilage zum Jahresbericht des Progymnasiums für das Schuljahr 1842 —43 seinen 
Aufsatz „Bemerkungen über die analytischen Fakultäten“ zum Abdruck brachte. 
Diese Abhandlung ist die erste aus Weierstrass’ Feder, welche im Druck heraus- 
gegeben wurde, sie bildet einen Auszug aus einer größeren Arbeit „Über die 
Theorie der analytischen Fakultäten“, datiert vom 20. Mai 1854, die CreLe im 
Jahre 1856 im 51. Bd. seines ‚Journals veröffentlichte, die jedoch im wesentlichen 
schon 1842 vollständig durchdacht und fertig vorlag. Die sogenannten analyti- 
schen Fakultäten haben den früheren Mathematikern, die in der Form das 
Wichtigste und Wesentliche sahen und die nicht imstande waren, bis zum Kern 
des Problems durchzudringen, recht viel Kopfschmerzen verursacht. Vaxper- 
MONDE, Krame, ÜRELLE, GRUNERT, Oum, Namen, die gewiß unter Mathematikern 
keinen besonders hohen Klang haben, deren Träger aber doch zu ihrer Zeit 
großen Einfluß und eine geachtete äußere Stellung besaßen, wie auch ein wirklich 
bedeutender Mann, Besser, haben vergeblich versucht, aus all den Widersprüchen, 
in die man sich verwickelt hatte, einen Ausweg zu finden. Das Problem, aus 
all dem Wirrwarr, den die Literatur über diese Frage aufwies, den wirklichen 
Kern der Sache herauszuschälen, sah nicht sonderlich verlockend aus, aber Weier- 
srrass sollte nicht zu bedauern haben, daß er es in Angriff nahm. Für eine tiefer- 
gehende Erforschung war unbedingt erforderlich, zunächst eine wirkliche Funktionen- 
theorie von Grund aus aufzubauen, und es war auch nur dieser Weg, der Wrirr- 
srrass zum Ziel führte. Der Fehler, den Bessez beging, lag darin, daß er den 
von Weterstrass zunächst klargelegten Unterschied zwischen ,analytischem Aus- 
druck“ und „analytischer Funktion“ nicht verstand. Er behandelte einen ana- 
. lytischen Ausdruck wie eine einheitliche analytische Funktion. Daher kamen 
dann die Widersprüche, in die er sich verwickelte. Das war im Jahre 1812, 


16 G. Mittag-Leffler. 


und es hat lange Zeit gedauert, bis die Erkenntnis dieses wesentlichen Unter- 
schieds sich Durchbruch verschaffte. Hermie verstand ihn niemals. Ein so be- 
deutender Mann wie Curisrorrez entwickelte mir mit großem Eifer einige Jahre 
nach der Veröffentlichung von Wrirrsrrass’ Arbeit von 1880 „Zur Funktionen- 
lehre“ 1, in welcher der grundsätzliche Unterschied zwischen diesen beiden Be- 
griffen zum ersten Mal im Druck auseinandergesetzt war, sein entschiedenes 
Abstandnehmen von Weierstrass’ Ansicht. 

In diesem Zusammenhang mag es von Interesse sein, darauf hinzuweisen, 
daB Poincaré in seinen ersten Arbeiten? mit voller Klarheit und Schärfe den 
Unterschied zwischen den beiden Begriffen „analytische Funktion“ und ,analy- 
tischer Ausdruck“ entwickelt, ohne Weierstrass’ Arbeit von 1880 zu kennen. Es 
ist nicht schwer zu sehen, wie das spätere Studium dieser Arbeit befruchtend 
auf gewisse Arbeiten Porxcarés gewirkt hat”. Porxcaré war jedoch bereits auf 
Grund seiner eingehenden eigenen Untersuchungen — er befaßte sich schon damals 
mit den automorphen Funktionen, — zur gleichen Erkenntnis gelangt, wie Wetrr- 
sırass 40 Jahre vorher. Die Mathematik war eben in diesen Jahrzehnten nicht 
stehengeblieben, und für einen scharfen Denker wie Porsciné mußte diese Auf- 
fassung eigentlich ein selbstverständliches Ergebnis sein. Anders lag das Pro- 
blem für Weierstrass bei dem Stande, den die Wissenschaft 40 Jahre vorher 
inne hatte. 

Die ausführliche Abhandlung über die „analytischen Fakultäten“, die Werr- 
srrass im 51. Bd. von Urerues Journal veröffentlichte, ist noch aus vielen Gründen 
über das schon Erwähnte hinaus von großem Interesse. Wir wollen mit dem 
rein Persönlichen beginnen. Sie wird mit einer Bemerkung von CRELLE ein- 
geleitet: 

„Anm. Mit wahrer, wissenschaftlicher sowohl als persönlicher Befriedigung 
habe ich die hier folgende Abhandlung empfangen, und, der Erlaubnis ihres Herrn 
Verfassers gemäß, in das gegenwärtige Journal aufgenommen, da sie zeigt, daß 
die so wichtige Theorie der analytischen Fakultäten, welche in älterer Zeit 
wenig berücksichtigt wurde und zu deren näherer und allgemeinerer Begründung 
auch ich seit 32 Jahren beizutragen mich bemüht habe, immer mehr die Auf- 
merksamkeit der Analysten in Anspruch nimmt, und jetzt wieder eine noch 
tiefer eindringende Erforschung durch einen so ausgezeichneten und scharfsinnigen 


1 Monatsberichte der Berliner Akademie vom 12. August 1880, Werke, Bd. 2, p. 201—233. 

? „Sur les fonctions à espaces lacunaires*, Acta Soc. Sc. Fenn, t. 12, 1881, p. 343—350. 
Vergl „Sur quelques points de la théorie des fonctions* (Extrait d'une lettre de M. Cu. HERMITE à 
M. MirTAG-LEFFLER), Acta Soc. Sc. Fenn., t. 12, p. 94, note. 

3 Vergl. Lettre de POINCARÉ à MrrTAG-LEFFLER. Caen, 1 juin 1881, Acta Math., t. 38, p. 147. 
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Mathematiker, wie Herr Weterstrass es ist, angeregt hat. Meine eigenen Ar- 
beiten über den Gegenstand betreffend, so hütte ich zur Rechtfertigung der 
Unvollständigkeit, die Herr Wemrstrass daran bemerkt hat, wohl manches zu 
sagen; aber meine, durch hohes Alter und stete Krankheit geschwächten Arbeits- 
krüfte reichen zu dergleichen nicht mehr hin. Ich muß also darauf verzichten; 
was aber auch sehr wohl angeht, da ich bei meinen wissenschaftlichen Bemühungen 
nie auf mich selbst Rücksicht genommen, nie nach Ruhm und Lob, sondern nur, 
nach meinen Krüften, nach Férderang der Wahrheit gestrebt habe, und es mir 
ganz gleich gilt, wer es sei, der der Wahrheit nüher kommt: ob ich oder Jemand 
Anderer, wenn nur überhaupt eine weitere Annäherung an die Wahrheit erzielt 
wird.“ (Berlin, im August 1854, CRELLE.) | 

Crettes Arbeit „Theorie der analytischen Fakultäten“ stammt aus dem 


Jahre 1823. Er war schon 30 Jahre früher, bevor ihm Weıerstrass’ Arbeit und 


Kritik zu Gesicht kamen, mit einem anderen Kritiker von Rang in Berührung 
getreten, mit Nievs Henri Ape, als dieser als junger norwegischer Student 
bei CnELLE seinen ersten Besuch machte. Als Cretie ihn über seine Studien 
befragte, antwortete Age, daß er u. a. auch Creties eigene, jüngst erschienene 
Arbeit, „Analytische Fakultäten“ gelesen habe, die ungeachtet vieler Irrtümer 
ihn in hohem Maße interessiert habe. Bei der Erwähnung der „vielen Irrtümer“ 
horchte Creite auf, und nun entspann sich eine Diskussion, die später zu einem 
näheren Verhältnis zwischen Cretiy und Anz. führen sollte’. Diese persün- 
lichen Einzelheiten, so ehrenvoll sie sowohl für Ane. und Weierstrass, wie nicht 
zum wenigsten für CnzLLE sein mögen, sind indessen vom wissenschaftlichen 
Standpunkte aus nicht das, was in erster Linie mit Weierstrass’ Arbeit über die 
„analytischen Fakultäten“ verknüpft ist. In ihr kommt beispielsweise eine mit 
meisterhafter Schärfe durchgeführte Darstellung der Konvergenzverhältnisse eines 
unendlichen Produkts vor, ferner das Studium der Gammafunktion mit der 
Produktformel als Definition. Wererstrass hielt indessen nicht sehr viel von den 
„analytischen Fakultäten“ an und für sich. Er äußert in einer Anmerkung *: 
„obwohl die Theorie der analytischen Fakultäten in meinen Augen durchaus 
nicht die Wichtigkeit hat, die ihr in früherer Zeit viele Mathematiker beimaßen, 
so habe ich doch die Abhandlung jetzt wieder drucken lassen, weil sie manches 
enthält, das auch gegenwärtig noch, wie ich glaube, angehenden Mathematikern 
von Nutzen sein kann“. Weiter kommt ein Satz über die Integrale zu einem 
System von Differentialgleichungen vor, den ich oben angeführt habe (S. 37) und 


! Vergl. G. MirrAG-LEFFLER, „Niels Henrik Abel“, p. 20. Revue du Mois, Paris 1907. 
* L.c., Werke, Bd. 1, p. 158. 
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der trotz seiner Wichtigkeit erst in neuerer Zeit die richtige Beachtung ge- 
funden hat. 

Die Formulierung, die Wmerstrass dem Satze gab, ist jedoch in dem Auf- 
satz „Über die analytischen Fakultäten“ nicht durchweg so korrekt, wie es 
sonst immer in von ihm selbst herausgegebenen Schriften der Fall ist. Das 
Formelsystem, auf welches er den Satz zur Anwendung bringt, muf erst auf 
das oben angegebene reduziert werden, damit der Satz unbedingte Geltung hat. 
Er war verzweifelt über dieses Mifgeschick, und, wenn er in seinen Seminar- 
vorträgen auf Differentialgleichungen zu sprechen kam, versäumte er niemals, 
sein pater peccavi auszusprechen und den Satz so zu formulieren, wie er 
von rechtswegen lauten mußte. In seinen Werken und in den „Abhandlungen 
aus der Funktionenlehre* (Berlin 1886) ist diese Stelle der Abhandlung ge- 
strichen. 


über. Daf er nach der unbedeutenden Stellung in Deutsch- Krone diesen Platz 
erhielt, muß als eine wichtige Beförderung bezeichnet werden und beruhte nach 
Angabe von Kıruıa auf dem glänzenden Examenszeugnis aus Münster. Der 
Rektor des Gymnasiums, Fernixaxp Scaurrz, war glücklicherweise ein Mann, 
der, wenn auch nicht Weierstrass’ Arbeiten, so doch seine Persönlichkeit ver- 
stand und wußte, wer Werirrsrrass war. In Deutsch-Krone hatte Werrsrrass 
eine mathematische Bibliothek bitter vermißt. Jetzt stand eine solche zu seiner 
Verfügung, zwar sehr klein, aber doch mit einigen wenigen grundlegenden 
Werken versehen. Der Aufenthalt in Braunsberg währte 8 Jahre, vom Herbst 
1848 bis zum Herbst 1856. Schon von Deutsch- Krone her brachte Werrersrrass 
die Aufgabe mit, die zu verfolgen und zum Abschluß zu bringen er sich seit 
der Ausarbeitung seiner Prüfungsarbeit zum Lebensziel gesetzt hatte. Er sagt 
hierüber selbst in seiner akademischen Antrittsrede !: „Asrr, der gewohnt war, 
überall den hóchsten Standpunkt einzunehmen, hatte ein Theorem aufgestellt, 
welches, alle aus der Integration algebraischer Differentiale entspringenden 
Transzendenten umfassend, für diese dieselbe Bedeutung hatte wie das Evrrnsche 
für die elliptischen. In der Blüte seines Lebens dahingerafft, hatte er selbst 
seine große Entdeckung nicht verfolgen können; es war aber Jaconr gelungen, 
eine nieht minder wichtige daran zu knüpfen, indem er die Existenz periodischer 
Funktionen mehrerer Argumente nachwies, deren Fundamentaleigenschaften 
in dem Agerschen Theorem begründet sind, wodurch zugleich der wahre Sinn und 
das eigentliche Wesen desselben aufgeschlossen wurden. Diese Größen ganz 








1 L. c, Werke, Bd. 1, pag 224. 
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neuer Art, für welche die Analysis noch kein Beispiel hatte, wirklich dar- 
zustellen und ihre Eigenschaften näher zu ergründen, ward von nun an eine 
der Hauptaufgaben der Mathematik, an der auch ich mich zu versuchen ent- 
schlossen war, sobald ich den Sinn und die Bedeutung derselben klar erkannt 
hatte. Freilich wäre es tóricht gewesen, wenn ich an die Lösung eines Problems 
auch nur hätte denken wollen, ohne mich durch ein gründliches Studium der 
vorhandenen Hilfsmittel und durch Beschüftigung mit minder schweren Aufgaben 
dazu vorbereitet zu haben. So sind Jahre verflossen, ehe ich an die eigentliche 
Arbeit gehen konnte, die ich, gehemmt durch die Ungunst der Verhältnisse, 
auch seitdem nur langsam zu fördern vermocht habe“. 

Mit unerschütterlicher Konsequenz verfolgte Werersrrass sein ganzes Leben 
hindurch die Aufgabe, das eigentliche Wesen der Assıschen Funktionen voll- 
ständig und gründlich zu erforschen, sie analytisch darzustellen und sie in allen 
wesentlichen Teilen ganz unter die Herrschaft der Analysis zu bringen. Unter 
semen hinterlassenen Manuskripten finden sich mindestens drei verschiedene Dar- 
stellungen der Theorie. In jeder derselben schreitet er zu immer größerer Voll- 
endung fort. In einer seiner Abhandlungen hat er einmal ausgesprochen, daß 
die Ergebnisse, welche er in ihr mitteile, „wenigstens diejenigen Mathematiker 
interessieren werden, welchen es Befriedigung gewährt, wenn es gelingt, irgendein 
Kapitel der Wissenschaft zu einem wirklichen Abschluß zu bringen“. Das Be- 
streben, für die Asrrschen Funktionen dieses Ziel zu erreichen, beherrscht Weırr- 
strass’ ganzes wissenschaftliches Lebenswerk. Alle seine übrigen Entdeckungen, 
alles, was er sonst schuf und was er später bei seiner Lehrtätigkeit so frei- 
gebig um sich streute, sind Funde, die er auf dem Wege zu einem großen Ziele 
gemacht hat. Schon von vornherein kam er zu der klaren Erkenntnis, daß 
ohne eine eingehende Untersuchung der Anfangsgründe der Analysis und eine 
Ableitung der Funktionentheorie aus ihrem Grundbegriff, der ganzen Zahl, nicht 
durchzukommen sei. Hiermit war er, wie wir gesehen haben, schon während 
seiner Zeit in Münster und später in Deutsch-Krone in der Hauptsache fertig. 
Bei dieser Arbeit mußte er alles von Grund auf untersuchen. Falsche und 
unklare Vorstellungen mußten ausgemerzt, entstandene Lücken mit dem vor- 
handenen Material ausgefüllt werden. Es war eine Arbeit, die scharfes Denken, 
einen unermüdlichen Arbeitsfleiß und einen unbeugsamen Willen erforderte, um 
das Ziel nicht aus dem Auge zu verlieren. Aber das Ergebnis, die W xıerstrass- 
sche Funktionentheorie, wurde auch eine der vollendetsten, in sich abgeschlossen- 
sten Schöpfungen, die irgendeine Wissenschaft aufzuweisen hat. 

In einer Ansprache an Kummer bei dessen fünfzigjährigem Doktorjubiläum 
richtete Wererstrass an ihn Worte, die in jeder Beziehung auf ihn selbst zu- 
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treffen: ,Spekulativ angelegt und darum an dem Besitz iiberlieferten Wissens 
allein kein Genüge findend, war Ihr Geist für produktive wissenschaftliche 
Tätigkeit auf das glücklichste organisiert; mit dem Drange nach Erkenntnis des 
Grundes und des Zusammenhanges der Wahrheiten verband sich in ihm die 
Fähigkeit, bei ausgedehnteren Untersuchungen die fundamentalen Fragen heraus- 
zufinden und auf deren Ergründung die ganze Kraft des Denkens zu konzentrieren, 
mit dem Eifer des Schaffens Stetigkeit und Sinn für planmäßiges Arbeiten, mit 
idealem, auf das Höchste und Allgemeinste gerichteten Streben ein klarer Blick 
für das im konkreten Fall Erreichbare und Notwendige“. 

Wie bekannt, stehen zwei andere funktionentheoretische Systeme dem 
Werersrrassschen zur Seite und sind jetzt bis in alle Einzelheiten durchgeführt, 
das von Caveny und das von Rırmans. Keines ist jedoch, wie Werersrrass’ 
Funktionentheorie, vom Meister selbst hinreichend fest aufgebaut worden. In 
beiden fehlt u. a. der wesentliche Begriff der gleichmäßigen Konvergenz. Keines 
von beiden dringt zu dem eigentlichen Grund jeder Funktionentheorie durch, 
einer strengen Feststellung des Wesens der Zahlen, die nicht rationale Zahlen 
sind. Gauss kannte gewiß auch die wichtigsten Daten der Funktionentheorie, — 
beispielsweise hat sich ja, wie oben angeführt, herausgestellt, daß er schon im 
Jahre 1811 und vermutlich bereits lange vorher im vollen Besitz von Cavcnvs 
Integralsatz vom Jahre 1825 war, — aber bei den strengen Anforderungen, die er 
an seine Verfasserschaft stellte, wurde er wohl niemals fertig mit der Arbeit, 
eine einheitliche, in allen Einzelheiten mit voller mathematischer Schärfe durch- 
geführte Funktionentheorie zu schaffen. Meines Erachtens dürfte hierin der 
wahre Grund liegen, weshalb er drei Jahrzehnte hindurch mit der Mitteilung 
zögerte, daß er im Besitz der Hauptsätze für die Theorie der elliptischen Funk- 
tionen war. Daher konnte er dann, als Age, und Jacosı damit herauskamen, 
mit Bewunderung feststellen, daß Aseı ihn von der Verpflichtung befreit habe, 
ein Drittel seiner eigenen Forschungen zu publizieren, und konnte auf Jacopıs 
ersten tastenden Versuch mit einer gewissen Geringschätzung herabsehen. 

Weierstrass leitete seine Publikation über die Agerschen Funktionen mit 
dem Aufsatz „Beitrag zur Theorie der Asrrschen Integrale“ ein, der im Jahres- 
bericht des Königl. Katholischen Gymnasiums zu Braunsberg für das Schuljahr 
1848/49! erschien. Es war natürlich, daß diese Arbeit so gut wie vollständig 
unbeachtet blieb. Man ist nicht gewohnt, in einem Schulprogramm eine Arbeit 


1 P.3—23. Ein Exemplar hiervon, welches ich von WEIERSTRASS erhielt, befindet sich in 
meiner Bibliothek. Die Abhandlung ist von WEIERSTRASS selbst in seine Werke, Bd. 1, p. 111—131 
wiederaufgenommen. 


Die ersten 40 Jahre des Lebens von Weierstrab. 51 


von der Bedeutung zu finden, wie es Wetersrrass’ Erstlingswerk über die Anet- 
schen Integrale war. 

In den Sommerferien 1853 schrieb dann Weterstrass in Westernkotten 
gelegentlich eines Aufenthalts im Vaterhause seine Abhandlung über die Anri- 
schen Funktionen, die im 47. Bd. von Creties Journal! veröffentlicht wurde. 
CnELUES Journal stand in jener Zeit auf der Höhe des Ansehens, das es sich 
besonders durch die Veröffentlichung so vieler Entdeckungen Asrıs im ersten 
Bande erworben hatte. Damals waren diese Arbeiten keinem Mathematiker 
mehr fremd. Das außerordentliche Aufsehen, welches Weierstrass’ Abhandlungen 
gleich von Anfang an in der Mathematikerwelt hervorriefen, läßt sich kaum be- 
schreiben. Kittinc sagt mit Recht: „Die überraschende Wahrnehmung, daß ein 
Lehrer am Gymnasium zu Braunsberg viele Jahre lang ganz in der Stille mit 
diesen abstrakten Untersuchungen sich beschäftigen, jeden Anlaß zur Publikation 
der einzelnen Fortschritte vermeiden und erst dann damit hervortreten konnte, 
wie Exckr sagt, als das Ganze zu einer Abrundung sich hinneigte, das forderte 
die hóchste Bewunderung, ja, rief in der ganzen mathematischen Welt ein Er- 
staunen hervor, das in der Geschichte unserer Wissenschaft fast einzig dasteht*. 
Das Ergebnis war auch rein äußerlich von einschneidender Bedeutung für Wrrer- 
srRASs. Die philosophische Fakultät der Universität Königsberg beschloß auf 
Antrag RücuELors sogleich, Weierstrass den Doktorgrad honoris causa zu ver- 
leihen. Eine Deputation mit Ricukror an der Spitze reiste nach Braunsberg ab, 
um das Doktordiplom persönlich zu überreichen. Dies geschah mit den folgenden 
Worten: „Wir alle haben in Herrn Wererstrass unsern Meister gefunden“. Für 
diesen kam das Ganze völlig überraschend, und die Erinnerung daran bewahrte 
er stets als eine seiner liebsten und teuersten. Noch an seinem achtzigsten Geburts- 
tage, als er im Laufe der Jahre alle die äußeren Ehren empfangen hatte, welche 
die gelehrte Welt ihren Häuptern zu schenken pflegt, sprach er voll Rührung 
von Ricaerors Besuch und der Verleihung des Königsberger Doktorgrades als 
seiner schönsten Erinnerung. Indessen knüpfte er daran die schmerzliche Be- 
trachtung: „Alles im Leben kommt doch leider zu spät“. Er war ja damals, 
als die Königsberger Deputation ihm ihre Aufwartung machte, schon 40 ‚Jahre 
alt und hatte zwei Dezennien hindurch den größten Teil seiner Kräfte für 
Schulunterricht verwenden müssen. Sein Ausspruch ist jedoch keineswegs so 
aufzufassen, als ob er die Tätigkeit des Gymnasiallehrers irgendwie gering 
schätzte; er hatte damals wie stets nur warme und anerkennende Worte für diesen 
Beruf und seine Aufgaben. 


! Werke, Bd. 1, p. 133—152. 
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Die Doktorpromotion hatte fast unmittelbar zur Folge, daß Wererstrass 
zum Oberlehrer am Gymnasium zu Braunsberg ernannt wurde. Nachdem er 
gleichfalls in Crettes Journal die Abhandlung „Über die Theorie der analytischen 
Fakultäten“ ! veröffentlicht hatte, die ich schon oben erwähnte und die eine der 
Früchte seiner auf ein höheres Ziel gerichteten funktionentheoretischen Studien 
war, erhielt er für das Schuljahr 1855—56 Urlaub, um seine wissenschaftlichen 
Arbeiten zu vollenden. Er sollte jedoch auf seinen Platz in Braunsberg nie wieder 
zurückkehren. Am 1. Juli 1856 wurde er zum Professor am Königlichen Gewerbe- 
Institut in Berlin ernannt, im Herbst des gleichen Jahres außerdem zum außer- 
ordentlichen Professor an der Universität Berlin und ungefähr zur gleichen 
Zeit zum ordentlichen Mitglied der Berliner Akademie. Atexanper von Hunsorpr, 
der große Polyhistor, mit seinem hohen Verständnis für alle Wissenschaften, 
der drei Jahrzehnte zuvor zusammen mit Gauss darum bemüht war, Nırrs Heyrik 
Assı, einen Lehrstuhl in Berlin zu schaffen, war auch jetzt tätig gewesen und 
hatte seinen Teil an Werrrsrrass’ Berufung an die Universität Berlin. 

Von diesem Augenblick an beginnt eine neue Periode in Weierstrass’ Leben. 
War er in den ersten 40 Jahren seines Lebens im Ganzen unbeachtet geblieben, 
so tritt er nun mit einem Schlage als einer der größten, nicht viel später als 
der größte in seiner Wissenschaft hervor, und sein Einfluß, der sich bisher nur 
über die engen Kreise von Deutsch-Krone und Braunsberg erstreckt hatte, geht 
nunmehr über die ganze gebildete Welt. Scharen von Schülern sammeln sich 
um seinen Lehrstuhl, und für alle steht er mit einem Mai da als der große, 
unerreichbare Meister, dem niemand sich ohne Verehrung und Bewunderung 
nähert. Die Abhandlung aus dem Jahre 1853 über die Assrschen Funktionen 
war, wie schon gesagt, nur eine orientierende Übersicht über das, was er später 
in einer Folge von Abhandlungen mitzuteilen beabsichtigte. Die erste von diesen 
wurde im Jahre 1856 unter dem Titel „Theorie der Agerschen Funktionen“ im 
4. Heft des 52. Bandes von Crerres Journal gedruckt *. 

Die Veröffentlichung der folgenden Abhandlungen kam indessen nur zum 
geringen Teil zu Wurenstrass’ Lebzeiten zustande. Als solche Veröffentlichung 
können von gedruckten Schriften wohl nur die beiden Abhandlungen „Über 
die allgemeinsten eindeutigen und 2n-fach periodischen Funktionen von n Ver- 
ünderlichen* im Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1869 *, 
und ,Neuer Beweis eines Hauptsatzes der Theorie der periodischen Funk- 
tionen von mehreren Veränderlichen“ im gleichen Monatsbericht 1876* gelten; 





1 Bd. 51 (1856), p. 1—60; Werke, Bd. 1, p. 153—221. 
2 Werke, Bd. 1, p. 297—356. 
3 Werke, Bd. 2, p. 45—48. * Werke, Bd. 2, p. 55—69. 
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hingegen geschah die eigentliche Veróffentlichung durch seine periodisch abge- 
haltenen Vorlesungen über Aveische Funktionen in den Sommersemestern 1563, 
1866 und 1869, den Wintersemestern 1871—72, 1873— 74, 1875—76, sowie im 
Sommer 1876 und im Winter 1877—78, 1879—80, 1881—82 und im Sommer 1887. 

Als er gegen Ende seines achtzigsten Jahres sich dazu entschloß, seine 
gesammelten Werke im Druck herauszugeben, beabsichtigte er, in diese Samm- 
lung seine Vorlesungen über verschiedene Gebiete mit aufzunebmen. Die Anet- 
schen Funktionen vertraute er Herryer und Kyopiavcn gemeinsam an. Auf 
Grund der Veröffentlichung sollte man annehmen, daß die Vorlesungen vom 
Winter 1875—76 und vom Sommer 1876 als die ausführlichsten und am ein- 
heitlichsten durchgeführten anzusehen sind. Zu Lebzeiten von Weierstrass waren 
jedoch nur die 18 ersten Bogen in Druck gekommen. Indessen war er weit 
entfernt, mit ihrer Abfassung zufrieden zu sein. Es fehlte die Genauigkeit, die 
durchsichtige Klarheit und die unerschütterliche Folgerichtigkeit, die er von 
seinen Arbeiten stets verlangte. Andererseits fühlte er sich aber nicht mehr 
lünger imstande — und war es wohl auch kaum —, die für den Druck bestimmte 
Abfassung selbst so vorzunehmen, wie sie seinen Anforderungen entsprach. Wenn 
ich ihn zu dieser Zeit zuweilen aufsuchte, traf ich ihn oft mit der Korrektur 
der AsELschen Funktionen auf den Knien, tief unglücklich über die nicht zu- 
friedenstellende Art, in der er seinen Vortrag darin aufgefaßt und ausgelegt 
fand. Herrner und KxosLaucn gehörten ohne Zweifel zu den ergebensten Schülern 
Weierstrass’ und waren von dem Willen beseelt, das Bestmögliche zu tun. 
Aber keiner von beiden war ein Mathematiker von der Bedeutung, daß er die 
ihm anvertraute Aufgabe zufriedenstellend hätte lösen können. Das zeigt sich 
ganz besonders bei der Darstellung des Hauptteils der Theorie, dem tief durch- 
dachten und geistreich ausgeführten Übergang zu den @-Funktionen. Die ganze 
Theorie kulminiert in der Lösung dieser Aufgabe, die WknmsrRAss schon von 
Anfang an als sein Hauptproblem betrachtete. 

Der eigentliche innere Grund, warum Weierstrass sich so spät entschlob, 
seine Theorie druckfertig zu machen, oder — wie es schließlich wurde — druck- 
fertig machen zu lassen, war, daB es ihm erst im hohen Alter gelang, den 
Schlufstein zu dem harmonischen, in sich abgeschlossenen Gebiiude einzufügen, 
das er auf den Aserschen Funktionen aufführen wollte. In ihm fehlte noch ein 
Teil: er wollte die allgemeinsten Funktionen von drei verschiedenen Gesichts- 
punkten aus ableiten, aus dem Additionstheorem, aus der Periodizitit und aus 
den algebraischen Differentialgleichungen. Diese drei Definitionen sollten ein- 
ander decken. Man sollte von der einen oder der anderen ausgehen kónnen und 
immer mit Notwendigkeit zu derselben, in sich abgeschlossenen Funktionenklassg 
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gelangen. Nur wenn es voll und ganz gelang, diese Aufgabe zu lósen, dann 
konnte er volle Befriedigung darüber empfinden, daß es ihm gelungen war, „ein 
ganzes Kapitel der Wissenschaft zu einem wirklichen Abschlusse zu bringen*. 
Die beiden ersten Gesichtspunkte erwiesen sich indessen als allgemeiner als der 
dritte. 

Der Rang für eine algebraische Gleichung zwischen zwei Variablen der 
Ordnung p ist 3p —3. Die Anzahl willkürlicher Konstanten einer O-Funktion 


ee 1) panda nd war den 


mit p Variablen ist hingegen 
wenn p — 2 und p — 3 ist. Ist p — 9, so ist die zweite größer als die erste. 
Es gibt somit periodische Funktionen, die allgemeiner sind als die, welche 
durch algebraische Differentialgleichungen detiniert werden. Was soll nun dafür 
an die Stelle der algebraischen Differentialgleichungen treten? Mit dieser Frage 
rang Wetrrstrass fast sein ganzes Leben hindurch. Er wartete mit seinen 
weiteren Publikationen, immer in der Hoffnung, diese schließliche Lösung zu 
finden. Dazu war gleich im Anfang noch ein äußerer Grund gekommen. Berx- 
HARD Riemann, der mit Wererstrass als der größte Analytiker seiner Zeit wett- 
eiferte, hatte ein Jahr nach Werersrrass, im Jahre 1857, im 54. Bd. von Creuves 
Journal von einem von dem Weerstrassschen wesentlich abweichenden Aus- 
gangspunkte aus seine Theorie der algebraischen Funktionen veröffentlicht. In 
dieser fehlte dasselbe Glied wie bei WiztmsrRass, und es war natürlich, daß 
Weierstrass diesem Mangel abhelfen wollte, bevor er seine Veröffentlichung 
fortsetzte. Er äußert hierüber selbst!: 

„Eine direkte Lösung meines Problems habe ich bereits im Sommer 1857 
in einer ausführlichen Abhandlung der Berliner Akademie vorgelegt. Das schon 
der Druckerei übergebene Manuskript wurde aber von mir wieder zurückgezogen, 
weil wenige Wochen später Riemann eine Arbeit über dasselbe Problem ver- 
öffentlichte, welche auf ganz anderen Grundlagen als die meinige beruhte und 
nicht ohne weiteres erkennen ließ, daß sie in ihren Resultaten mit der meinigen 
vollständig übereinstimme. Der Nachweis hierfür erforderte einige Untersuchungen 
hauptsächlich algebraischer Natur, deren Durchführung mir nicht ganz leicht 
wurde und viel Zeit in Anspruch nahm Nachdem aber diese Schwierigkeit be- 
seitigt war, schien mir eine durchgreifende Umarbeitung meiner Abhandlung er- 
forderlich. Andere Arbeiten, sowie Gründe, deren Besprechung gegenwärtig 
nicht von Interesse ist, bewirkten dann, daß ich erst gegen Ende des Jahres 1869 
der Lösung des allgemeinen Umkehrungsproblems diejenige Form geben konnte, 
in der ich sie von da an in meinen Vorlesungen vorgetragen habe“. 


ı Werke, Bd. 4, p. 9—10. 
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Ein Anfang zu der Lósung der allgemeinsten Aufgabe ist dann in einem 
Brief an Boncuampr vom 5. November 1879 zum Vorschein gekommen, der im 
89. Bd. von Crettes Journal veröffentlicht wurde'. Werersrrass spricht darin, 
doch ohne Durchführung des Beweises, den Satz aus, daß eine 2r-fach periodische 
Funktion von rationalem Charakter von r Variabeln immer durch eine @-Funk- 
tion mit r Argumenten ausgedrückt werden kann *. 

Im Sommer 1888, den Wervrstrass, umgeben von einer großen Anzahl seiner 
Schüler, in Wernigerode am Harz verbrachte, sah er sich endlich in der Lage, 
mitzuteilen, daß er nunmehr im vollständigen Besitz der Lösung des Rätsels 
sei, das sein ganzes Leben in Anspruch genommen hatte. Diese war derart, 
daß die ganze Theorie, und zwar von Grund auf, wiederum eine Umgestal- 
tung erheischte. Der Rang einer algebraischen Gleichung spielte keine Rolle 
mehr. Die wirkliche Klassenzahl war etwas ganz anderes, und durch deren 
Einführung erhielt die ganze Theorie einen Abschluß und gleichzeitig eine Ver- 
einfachung, die alles übertraf, was Weierstrass zu hoffen gewagt hatte. Die 
letzte Krankheit, die ihn dann fast ein Jahrzehnt hindurch an seinen Liegestuhl 
fesselte, hatte jedoch schon begonnen, sich bemerkbar zu machen. Man sah, daß 
er den Wunsch hatte, den Hauptzug der Entdeckung mitzuteilen, die die Krone 
seines Lebenswerkes bedeutete, aber daß er immer hoffte, wieder kräftig genug 
zu werden, um ihr mit gewohnter Lebhaftigkeit und Klarheit Gestalt zu geben. 
Hierzu kam es indessen niemals. Nur ein paar verstreute Fragmente seiner 
Arbeit konnten nach seinem Tode herausgegeben werden, im 3. Teil seiner 
Werke: „Allgemeine Untersuchungen über 2n-fach periodische Funktionen von 
n Veründerlichen^ und „Über die Convergenz der ©-Reihen beliebig vieler 
Argumente“. Diese Fragmente könnten jedoch eine wesentliche Unterstützung 
bieten bei einer Rekonstruktion der neuen Theorie in dem Gesamtumfange und 
der Vollendung, die Weierstrass anstrebte. Indessen ist dies noch eine unge- 
löste Aufgabe, eine der größten, die den Mathematikern unserer Tage obliegt. 

Verehrte Zuhörer! Die Zeit erlaubt nicht, meine Schilderung von Weier- 
strass’ Leben und Wirken weiter fortzusetzen, ich hoffe jedoch, später darauf 
zurückkommen zu können. Eine solche Aufgabe ist ungewöhnlich umfangreich, 
gilt es doch, WirknsrRAss selbst und die Grundzüge seines Wirkens in vier Jahr- 
zehnten zu schildern, von dem Zeitpunkte an, als er als Vierzigjähriger nach 
Berlin übersiedelte. Seine eigene Akademie, die Berliner Akademie, die sonst 
immer, wenn es sich um die größten ihrer Mitglieder handelte, bestrebt war, dieser 
Ehrenpflicht sobald als möglich nachzukommen, hat noch heute, nach 25 ‚Jahren, 
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bezüglich Weierstrass nichts unternommen. Wenn ich gleichwohl nicht zögere, 
den Versuch zu machen, einen Beitrag zu Wererstrass’ Biographie zu liefern, 
so geschieht dies teils deshalb, weil ich den Verhältnissen, die auf Wetrrsrrass 
in jenen Jahren einen tiefen Einfluß ausgeübt haben, nahestand, teils auch des- 
halb, weil ich im Besitz einer großen Sammlung von Briefen und Dokumenten 
bin, die sowohl seine innere wie seine äußere Geschichte in jener späteren 
Zeit beleuchten, und vor allem auch deshalb, weil ich bis an mein Lebensende 
mit Verehrung, Dankbarkeit und Bewunderung die Erinnerung an den Mann 
bewahren müchte, der mir das Kostbarste gegeben hat, was ein Mann dem an- 
deren schenken kann, eine klare Auffassung des eigenen Lebensziels. Mag es 
mir gestattet sein, heute damit abzuschließen, daß ich Wrrersrrass selbst reden 
lasse. Ich wühle seine eigene Schilderung seiner Unterrichtsmethode. Kein an- 
derer, glaube ich, hat tiefer und wahrer die rechten Grundzüge für das Wirken 
eines Universitütslehrers gezeichnet, keiner hat der studierenden Jugend bessere 
Leitsätze gegeben. 

„Nichts ist bildender für den aufstrebenden Geist als die Betrachtung des 
Weges, den ein schon mehr ausgebildeter bei seinen Untersuchungen nimmt. Wenn 
also der Lehrer die Kunst versteht, nicht bloß Resultate mitzuteilen und a po- 
steriori zu begründen, sondern die ganze Gedankenfolge, die zu ihnen geführt 
hat, anschaulich zu machen, so darf er, zumal bei schon vorgeschrittenen Schülern, 
eines guten Erfolges sicher sein ....... 

ER Vormachen hilft mehr als Vorsagen ...... 

Ub Der Lehrer soll die Wissenschaft vor den Augen des Schülers ent- 
stehen lassen. Wie sie sich in dem Geiste des gereiften Denkers aus den ihm 
einwohnenden Grundvorstellungen entwickelt und gestaltet, so soll er sie, nur 
für die jugendliche Fassungskraft eingerichtet, darstellen und als ein organisch 
sich bildendes Produkt der Vernunfttätigkeit mitteilen ..... A 

ER Er darf nicht das Einsammeln sofort oder künftig praktisch ver- 
wertbarer Kenntnisse und Geschicklichkeiten als das Hauptziel seiner Studien 
betrachten, sondern muß vor allen Dingen, wie man es treffend bezeichnet hat, 
das Lernen zu erlernen suchen ...... 

Der Erfolg des akademischen Unterrichts beruht, wie Sie vernommen haben, 
zum großen Teile darauf, daß der Lehrer den Lernenden fortwährend zu eigener 
Forschung anleitet. Dies geschieht aber nicht etwa durch pädagogische Anwei- 
sung, sondern zunächst und hauptsächlich dadurch, daß der Lehrer beim Vortrag 
einer inunphn in seiner Danskéllung selbst durch Anordnung des Stoffes nnd 


TNT „Uber die Sokratische ee und deren Anwendbarkeit beim Schulanterriclite®. 
Werke, Bd. 3, p. 315—329. 





Die ersten 40 Jahre des Lebens von Weierstrali. 57 


Hervorhebung der leitenden Gedanken angemessen den Lernenden erkennen läßt, 
auf welchem Weg der gereifte und das bereits Erforschte beherrschende Denker 
 folgerichtig vorschreitend zu neuen Ergebnissen oder besserer Begründung schon 
vorhandener gelangt. Dann versäumt er es nicht, ihm die zur Zeit nicht über- 
schrittenen Grenzen der Wissenschaft zu bezeichnen und diejenigen Punkte an- 
zudeuten, von denen aus ein weiteres Vordringen zunächst möglich scheint. Auch 
einen tiefern Einblick in den Gang seiner eigenen Forschungen versagt er ihm nicht, 
verschweigt selbst nicht begangene Irrtümer und getäuschte Erwartungen ...... 
(Jacosı hat den folgenden Rat gegeben: „Nicht sich hinsetzen und Ent- 
deckungen machen wollen ist der Weg, in die Wissenschaft einzudringen, son- 
dern das Einzelne, Bekannte klar und durchsichtig machen, sich mit Problemen 
beschüftigen, welche es seien, das ist ganz einerlei; auf diesem Wege findet man 
die wahren Probleme der Wissenschaft und die Prinzipien, die zu Entdeckungen 
fhbrén 25.25 ). 

RATES Für Sie, liebe Kommilitonen, mügen folgende Winke genügen. Zu- 
nächst steht fest, daß es keine unfruchtbarere Beschäftigung geben kann als 
Vielerlei treiben und Nichts ergründen; überdies werden Sie nur dadurch, daß 
Sie einem Hauptfache ein tiefer eindringendes Studium widmen, das Wesen 
wissenschaftlicher Forschung überhaupt verstehen lernen ...... 

ATP CRIE Vor allem aber erfüllen Sie sich mit der Überzeugung, daß der 
der Wissenschaft hóchsten Preis erringt, wer — um mit dem Dichter zu reden 
— in ihr die hohe, himmlische Góttin erblickt, nicht aber das Weib in ihr sucht 
oder gar die dienende Magd. 

Freilich ist Wissen auch Ehre, ist Macht, ist die Wiinschelrute, die zeigt, 
wo Schütze liegen, ist der Stein der Weisen, den die alten Alchimisten nicht 
auf dem richtigen Wege suchten. Darum kamen schon zu Sokrates die jungen 
Männer von Athen, damit er die Kunst „zu herrschen über die Menschen“ sie 
lehre; und so drängt sich auch in unsere Hörsäle eine Schar, welche Weisheit 
begehrt zu allerlei Gebrauch, den Schein der Wissenschaft, nicht sie selbst. 

Aber alle diese bleiben — ich gebrauche ein altes Bild — in der Vorhalle 
des Tempels zurück, in dessen innerstem Heiligtum der reine Gottesdienst der 
Wahrheit gefeiert und nicht den bösen Dämonen der Zeit geopfert wird; wer 
dies innerste betreten will, erscheine reinen Sinnes, von lauterem Wissensdrang 
beseelt und voll echter Begeisterung für alles Große, das der Menschengeist 
schafft, und für alles Edle und Schöne, das im Menschengemüt seine Stätte hat“ ', 





! Ansprache bei der Übernahme des Rektorats der Friedrich-Wilhelms-Universität zu Berlin 
am 15. Oktober 1573. Werke, Bd. 3, p. 331—339. 
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EXTRAIT D'UN MEMOIRE INEDIT DE 
HENRI POINCARE 
SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES!. 


Dans la dernière livraison du Journal de Borcuarpt® M. Fucus a publié 
un Mémoire dont le résumé se trouve dans une lettre à M. Heriry insérée aux 
Comptes rendus?. Ce Mémoire se rapporte aux équations du second ordre. Je 
supposerai que l'équation différentielle considérée est ramenée à la forme cano- 
nique | 





1 L'Académie des Sciences à Paris avait proposé pour sujet d'un grand prix des Sciences 
mathématiques à décerner en 1880 la question suivante: „Perfectionner en quelque point important 
la théorie des équations différentielles linéaires à une seule variable indépendante*. Le Mémoire 
qu'on va lire a été présenté au Concours; il est très intéressant parce qu'il nous permet de suivre 
les idées de PorNcARÉ sur les fonctions fuchsiennes depuis leur toute première origine. 

Le Mémoire se compose de deux parties distinctes. La premiere Partie, que nous ne repro- 
duirons pas, contient les recherches sur les intégrales irrégulieres des équations différentielles 
linéaires que POINCARÉ a développées avec plus de détails dans deux Mémoires insérés respective- 
ment dans l'American Journal of Mathematics t. 7 (1885), p. 208—258 et dans les Acta mathematica 
t. 8 (1886), p. 295—344. Quant à la deuxième Partie PoINCARÉ dit qu'il contient les réflexions 
que lui a inspirées la lecture d'un Mémoire de L. Fucus. POoINcARE a reçu ce Mémoire au 
commencement du mois de mai 1880 et son Mémoire est arrivé à l'Académie le 28 mai 1880. On 
voit par là l'extréme rapidité avec laquelle travaillait Poincaré. 

En désignant par f(x) et p (x) deux intégrales d'une équation différentielle linéaire du second 
ordre et en posant 

fe. 

p(x) 
Fucus avait fait remarquer que, à certaines conditions, æ est une fonction méromorphe de 2. 
POINCARÉ démontre que les conditions énoncées par Fucus ne sont pas suffisantes. POINCARÉ 
S'oceupe surtout du cas où l'intégration de l'équation peut se faire à l'aide des fonctions double- 
ment périodiques et du cas où l'équation différentielle n'admet que deux points singuliers à distance 
finie. C'est par une étude approfondie de ces deux cas que POINCARÉ a été amené à créer la 
théorie générale des fonctions qu'il a désignées par le nom de Fucus. N. E. NORLUND. 

2 t. 89 (1880), p. 151—169. 

* t. 90 (1880), p. 675—680. 


-— 


1 
4 
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M. Fucus démontre que, à certaines conditions, si f(x) et p(x) sont deux intégrales 
de l'équation proposée: 1° si l'on pose 
HOME 


p (x) 
x est fonction méromorphe de z; 


2° Si l'on pose 
Lu f) da fr f(z)dz, = u, 


J| sete [^ p(x,)dx, = u,, 


toute fonction rationnelle symétrique de z et de x, est fonction méromorphe de 
u, et de u,. 

Ce dernier résultat lui permet de définir des fonctions analogues aux fonc- 
tions abéliennes; mais je ne m'occuperai ici que du premier qui permet de définir 
des fonctions analogues aux fonctions doublement périodiques. 

Pour que ce premier résultat soit vrai, les conditions de M. Fucus ne sont 
pas nécessaires et suffisantes; en effet il faut, pour que x soit fonction méro- 
morphe, que pour tous les points singuliers, y compris le point co, la différence 
des racines de l'équation déterminante soit une partie aliquote de l'unité. 

En effet, soit une valeur quelconque de z, 


rn 
ne correspondant pas à un point singulier de l'équation proposée. On a 
f(x) ah 2p (x) = 0, 


d'où l'on tire z ordonné suivant les puissances de : — «, à moins que les deux 
expressions 

f (&)—ag (2), 

[' (zx) — ag' (x) 


ne s'annulent à la fois. Mais comme nous avons supposé que la valeur = — «, 
correspondait à une valeur de z qui n'est pas un point singulier de l'équation 
proposée, ces deux expressions ne pourraient s'annuler pour cette valeur de 2 
qu'à la condition que 


f(x) - a (x) 
fut identiquement nul, c'est-à-dire que f(x) et g(x) ne fussent pas linéairement 
indépendants, ce que je n'ai pas supposé, 
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Supposons maintenant que a corresponde à un point singulier z = b situé 
à distance finie: on a alors f,(x) et f,(x) étant des fonctions de x, holomorphes 
et 0 pour z — b; «, B, y, 0 étant des constantes; o, et o, étant les racines de 
l'équation déterminante, 


«(x — b^ f, (0)  B(x — D) fa (0) +2 [7 @ — D f, 2) 9 (0 — ^f, 0] = 0, 
ou si partie réelle de o, — partie réelle de o, 


(x — 0)" * f (2) («o 2) + (2) (B c 92) = 0. 

















Pour z = a, on doit avoir z = b, c'est-à-dire que 
B+da = 0. 
D'ailleurs on a 
«ya = 0, 
sans quoi on aurait, 
CHEM 
Jaca 
ce que nous n'avons pas supposé, on a done 
; 0; ó(e — a) 
—D CIO um fa (v). E 
eal f(x) a+ya+y(e— a) 
ou 
— Ôf,(æ) 
—o,)L(«—b) = L(e— L= ; 
ee) = Leo br let pat 7 CET) 
ou 
Ma A MA 
L(e—a) _. |, f@le+yaty(e—a) 
Bob) sci S L(x — b) 
ou pour 2 — a, & = b, 
. L(e—a) .. 
lim THEE ER T (0) 
or si w est fonction holomorphe de z pour ¢ = a; on a 
z—b = ÀA,(2- a) + A,u(2— a)" +---, 
ou 
. L(e—a) 1 
Dm L(x —b) n 
done, 
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Done il faut que la différence des racines de l'équation déterminante soit une 
partie aliquote de l'unité. 
Réciproquement, si 


1 
Oy Ose 


n 
il vient 
F(z, 2) = (z —5)fr (2) («t yz) - CUT (Ge) + 42)" = 0 
et l'on en tirera x en fonction holomorphe de 2; car pour z = 4, 
DP. = fa) (e+ vay 
n'est pas nulle. 

Même raisonnement, si pour £ = 4, z = oo. 

Conséquence: Pour que x soit fonction méromorphe de z, toutes les fois 
que z prendra une valeur correspondant: soit à une valeur finie de x qui ne soit 
pas un point singulier; soit à une valeur finie de z qui soit un point singulier; 
soit à une valeur infinie de zx; 

il faut et il suffit que pour tous les points singuliers y compris le point 
co, @,— 0, soit une partie aliquote de l'unité. 

Ces conditions sont donc nécessaires pour que x soit fonction méromorphe 
de z dans toute l'étendue du plan. 

Sont-elles suffisantes? elles le seraient sil'on pouvait faire voir que l'on peut 
obtenir toutes les valeurs de = en faisant décrire à z un nombre fini de fois des 
contours finis sur la sphére. C'est ce que M. Fucus semble avoir admis sans 
démonstration. 

Si cela était, si x décrivant dans le plan un contour quelconque en ne 
franchissant chacune des coupures (qu'on y peut pratiquer entre les points singu- 
liers) qu'un nombre fini de fois, 7 prenait toutes les valeurs possibles, alors la 
fonction x de z serait non seulement méromorphe dans toute l'étendue du plan, 
mais dans toute l'étendue de la sphére, et par conséquent rationnelle. 

. Il s'en suivrait que l'équation (1) admettrait une intégrale algébrique, ce 
qui arrive quelquefois, mais ce qui n'arrive pas toujours, M. Fucus lui-méme l'a 
démontré. 

Done en décrivant un certain contour donné, (enveloppant plus d'un point 
singulier) un nombre infini de fois, on arrivera pour x à une certaine valeur 
singuliére qu'on ne pourrait obtenir en décrivant des contours finis un nombre 
fini de fois. 

S'il n'y a sur la sphère qu'une ou deux de ces valeurs singulières de >, il 
n'y a pas de difficulté. 
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Soient en effet « et 8, ces deux valeurs singulières, on posera 


Bet + « 
ge a 
Alors z ne pourra être égal à « ou à f pour aucune valeur finie de /; done pour 
toutes les valeurs finies de /, x est fonction méromorphe de - et par conséquent 
de ¢. Done z est fonction monodrome de ¢ dans toute l'étendue du plan et par 
conséquent dans toute l'étendue de la sphére. On est donc par un changement 
de variables, ramené au cas où x est méromorphe dans toute l'étendue du plan; 
seulement c'est de ¢ et non de 7 que x est fonction méromorphe; pour qu'il le 
fût également de z, il faudrait que æ considéré comme fonction de /, admit la 
période 2z, ce qu'on ne peut prévoir a priori. 

S'il y a sur la sphère plus de deux valeurs singulières, un pareil artifice 
n'est plus applicable. Quel que soit le changement de variable qu'on effectue, 
il restera toujours au moins un point singulier à distance finie, et pour que z 
soit fonction monodrome dans toute l'étendue du plan, il faudra que x soit fonc- 
tion monodrome dans le voisinage de ce point singulier. Or /a démonstration de 
M. Fuchs ne s'applique pas à de pareils points. 

Cette objection ne se présente pas pour les démonstrations analogues qu'on 
rencontre dans la théorie des fonctions elliptiques ou abéliennes. Soit en effet 
par exemple, 


His da il a5 258i 
o V1i—2)(— ka?) 


On démontre aisément que x est méromorphe en : pour toutes les valeurs de z 
que lon peut obtenir en faisant décrire à z un nombre fini de fois un contour 
fini sur la sphère. On peut en conclure que © est monodrome dans toute l'étendue 
du plan, et par conséquent dans toute l'étendue de la sphère; car quand on fait 
décrire à z un contour quelconque un nombre infini de fois, z tend vers l'oc. 

Rien de pareil n'a lieu dans la théorie des équations différentielles linéaires. 

Je crois avoir montré que la démonstration de M. Fuchs est insuffisante. 
Considérons cependant encore la question à un autre point de vue. 

L'équation différentielle peut toujours se mettre sous la forme 


(1) ES = Qu, 
() étant fonction de z. 
1 : i s 
En posant = = {, on trouve entre les fonctions x, y, 2, 4 les équations 


différentielles suivantes: 
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dz P dU. 0 do sed 
NEU UE Tag - P 


Pour que z soit fonction méromorphe de z; il faut et il suffit que /oufes les fois 
que z est fini, toutes les relations entre x et z tirées de ces équations diffé- 
rentielles soient de la forme 


æ = fonction monodrome de 7, 
ou 


2 = constante. 


Or z, y, t sont méromorphes en z, sauf 
1? quand Q — oo; 
2? quand z — oo; 
3° quand y = oo; 
4? quand ¢ = oo. 


M. Fuchs n'a examiné que les deux premières exceptions; il reste à examiner 
les deux autres. Soit done y = co. Comment y, peut-il devenir infini? Suppo- 
sons que x décrive une infinité de fois un certain contour C; que quand x décrit 
une fois ce contour, il y ait deux intégrales f et y de l'équation (1) qui se 
changent respectivement en «f et en gg; que 


y = Aft+ug. 
Quand = décrira m fois le contour C, y se changera en 
ka" f + u B" y, 
mais d'aprés la forme particuliöre de l'équation (1), 
ope 
Done à moins que mod.« — 1, 


limite de y (pour m — oo) = co, 
Soit done y — co. Posons alors y = FI les équations différentielles deviennent 


da dy dt dz 
cem = = — 


" ni QW 
dont les intégrales, si Q 2$ 0, ¢ 2$ oo, se réduisent à 
7 — 0; & =,eonst., v = const. 


La relation entre x et ¢ se réduisant ici à 2 = const. il n'y a pas de difficultés. 
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Supposons done Q — 0, et posons 








NZ mé, ‘= 2200) 
il vient 
de _ de dy" dt, 
me. m — mé Em Q+2tn 


Il reste à démontrer que x reste holomorphe en z; quand on a 
m= Q-—0, 4a, 
et c'est ce que M. Fucus n'a pas fait. 
Il faudrait ensuite examiner les cas suivants: 
t = oo, 
NES Yy—=É6 — {= ©, UN RETE oo 
VENTE ECO: 
Ces considérations montrent, je pense, l'insuffisance de la démonstration de 
M. Fucus et la nécessité d'une étude plus approfondie de la question. 
Envisageons d'abord un exemple cité par M. Fucus, à savoir l'équation (1), 
Journal de Borchardt, 2e Heft, 89e Band, p. 168. 
Cette équation admet trois points singuliers: 


@,, a, et co. 


La différence des racines de l'équation fondamentale déterminante est 


1 
pour a, 4, 
pour a, i 
1 
pour co 1. 


Traçons sur la sphère représentative des x, deux coupures, allant l'une de 
a, à a,, l'autre de a, à l'infini. | 


Soit 2 = f(x) et p(x) étant deux intégrales de l'équation (1), que 


lon aura toujours pu choisir de telle sorte que z se change en — z, quand x 
tourne autour de l'infini; c’est-à-dire quand il décrira un contour fermé en 
franchissant la seconde coupure. 

Quand x franchira la première coupure, de facon à tourner autour de a, 
z se changera en 2’, z' étant lié à z par une équation de la forme, 


Te 
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Done quand z tournera autour de a, de facon à franchir successivement les 
deux coupures; ¢ se changera en 2”, où 
E 2iz 
iis ae 3 4+a 


(2) greg OF z+B' 








Or les racines de l'équation déterminante relative à a, ayant pour différence }, 
2 doit être lié à z", par une équation de la forme 





(3) C uni MO yl mt à 


_ En identifiant les équations (2) et (3) on trouve par des calculs algébriques 
faciles, 
quon Bro o —52) 


et 
DZ: 


Posons alors 


1 
SU VE 


æ sera une fonction de ¢ qui ne changera pas, quand on changera 


ten —1, 
2ir 

ten Be ? (t— B), 
iz 


t en ö+te3 (t— à) 


d’où l'on conclut que cette fonction ne change pas quand on change 





2ix 
t en Mar » ) 
ou 


Qin 
t en PRU ht: 8 ) 
De plus en faisant un nombre infini de changements 


de ¢ en —é, 
ou 


de ¢ en B+e ? (t— f), 
ou 


de t en d+e 3 (t — à), 


Acta mathematica. 39. Imprimé le 20 Juin 1923. 
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ou bien l'on fait tendre / vers l'infini, ou bien l'on tourne toujours dans un cycle 
formé d'un nombre fini de valeurs de /. Il en résulte qu'il n'y a qu'un seul 
point singulier 
DE Eoo 

Or x ne peut cesser d’être monodrome en / que pour les valeurs de £ qui corre- 
spondent à des points singuliers: x est done monodrome pour toutes les valeurs 
finies de /; z est done méromorphe dans tout le plan. 

Par conséquent : est une fonction doublement périodique de t. 

La figure donnera une 
idée des propriétés de cette 


WA YXYY \ 74 ee | eid eth girar ata 


IN NAN INN partie située a droite de la 


yo 99 69 4 aot dea  . ... 
DNA NÉ, mm ri ent — 
WIN, U U U ty PAM AL Az AUS Are 


ALA A "A, etc 

Les parallélogrammes sont des 

. losanges formés de deux tri- 

iy angles équilatéraux. On dé- 

Figure 1. compose chacun d’eux en deux 

triangles équilatéraux (égaux à la 8° partie de la surface du parallélogramme) que 
l'on couvre de hachures, et en un hexagone régulier qui reste blanc. 














La fonction z ne change pas quand ¢ tourne: 

1° de 180° autour du sommet d'un des triangles couverts de hachures; 

2° ou bien de 120° autour du centre d'un de ces triangles; 

3° ou bien de 60° autour du centre d'un des hexagones réguliers restés en blanc. 
Quand on connaît © en fonction de /, l'équation (1) s'intégre aisément; on 


a en effet pour intégrales: 
VE. wu 
dt’ dt^ 


Or si z est une fonction doublement périodique de f, » sera lié à z ; par une 


équation algébrique. L’une des intégrales sera donc algébrique en x. Si en effet, 





, 


on forme l'équation (1), on trouve 


dy _ 3 2 5 35 
goes 9 (x — a, PE (© — a,)(x — aj) + (a — ay y 





——— PHÓ" 
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. dont les l'intégrales sont évidemment 


yn (x d a) (x A a)" 
et 
1 =. ER 
y, = (&—a,) (x — a," f ( —a,) *(@—a,) "dz. 

On a done 
ya 120 Gi ah, Yd po ett 
rer: t = f(z a) *(@—a,) ‘dz, 
d'où l'on tire effectivement z en fonction doublement périodique de /. 

Remarque. L’&quation (1) n'admet done qu'une intégrale algébrique et en 
admet une, elle fait partie en effet d'une classe trés nombreuse d'équations diffe- 
rentielles qui ont une intégrale algébrique et une seule. 

Soit 

dy _ 4, 2B, 
(4) ums vx (a — a) +2 (a — aj) (x — a;) | 
Cette équation admettra une intégrale algébrique pourvu que l'on ait 


B, = [i t V4 + Aj] [i + Vi A,]. 

La seconde intégrale se trouve par une simple quadrature. 

L'exemple qui précède fait voir que dans certains cas le théorème de 
M. Focus est exact, et que v est fonction doublement périodique de =. 

Cherchons comment cela peut avoir lieu; proposons-nous de trouver dans 
quel cas x est une fonction de z susceptible d'être ramenée aux fonctions double- 
ment périodiques. 

Cherchons, ce qui revient au méme, dans quel cas z est une fonction de z 
telle qu'il n'y ait sur la sphère représentative des = que un ou que deux points 
singuliers. 

Supposons que le théorème de M. Fucus soit vrai, c'est-à-dire que x soit 
fonction monodrome de x; ce sera une fonction de ¢ qui se reproduira quand on 


* 


changera z en 2’; où 
(5) a= 


(et cela pour une infinité de systèmes de valeurs de a, b, a’, b’). 
Or la relation (5) entre z et z' peut toujours se mettre sous la forme: 


az+b 
az 4 





2 —a« 2—u 
6 ——— — À 
ou sous la forme 
1 1 
@) er Sa 
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Premier cas. 


Supposons que x ne change pas quand on change z en z,, ou en zj, ou en 
zi, ...; et que toutes les quantités z;, 21, 2;, ... solent liées à z par des relations ' 
qui peuvent se mettre sous la forme (6) et de telle facon que 
N ezinh 


Jut 


h étant commensurable. Dans ce cas, le nombre des quantités 2j, 2), 2, etc. 
sera forcément limité et z sera une fonction rationnelle de z. L’équation (1) 
sera intégrable algébriquement. 


Deuxiéme cas. 
, 


x ne change pas quand on change ¢ en 2’ où 


ez -—u £—a 











; lI mod 4 31. 
z—B z — B 6x 
Posons 
2£—u 
SERA 5 i 


x sera une fonction monodrome de ¢ qui ne changera pas quand on changera f en At. 
Il y aura alors deux points singuliers, 
4 == D c 
Il ne pourrait y en avoir davantage sans quil y en eût une infinité; car 
les points / = 0, et / = oo sont les seuls qui se reproduisent quand on change 
ten At. Quand z tourne autour d'un des points singuliers de l'équation (1), 7 
se change en /', où 





t—a t—a 
(8) Fe E 
icl 
Qin 
ARR Abe 


n étant entier. Si l'on veut qu'il n'y ait qu'un nombre fini de points singuliers, 
il faut que la substitution (8) reproduise le systéme des points: 
let — 7098 
Or cela peut arriver de deux maniéres: 
1° Si la substitution (8) reproduit le point ¢ = 0, et reproduit également 
le point é — co. 
Pour cela il faut que la substitution (8) s'écrive, 


i i ae ee 9 -———— 
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2° Si la substitution (8) change le point ¢ = 0, en ¢ = oo, et le point 
ie co. en — 0. , 

Un pareil échange ne peut avoir lieu que si la substitution (8) change / 
en /' et /' en ¢; c'est-à-dire si 





dio. 
Si dans l'équation (8), on fait 
ji cd oc b = OO, 
il vient 
a 
yu run 
d'où 
d'a =e. t—a 
Las ead 
ou 
tl'— a = 0, 
ou 
Wee a’ 
BL CR 


Pour qu'on n'ait qu'un nombre fini de points singuliers, il faut donc que quand 
x tourne autour d'un des points singuliers de l'équation (1), / se change soit en 
2in 


: a* 
te”  goit en f 


Nous aurons donc une fonction monodrome de / qui ne changera pas, quand 
on changera 





t en At, 
ou ¢ en 
Qin Qin 2ix 
te Mopote lab, oput udi Pus 

ou / en 

CT ANTE S 

S p 1 t 
ou par conséquent quand on multipliera / par 

A 4 BRI 

ce, ? A UN 
ou encore par 

Qin 
e n 
m étant le plus petit commun multiple de z,, n,, ..., »,. 
Posons maintenant 
t = e* 
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x sera une fonction monodrome de # qui ne changera pas quand on changera 


wen w4- LÀ, 
Qin 

na SD 
m 


ou 
u en u+LK,—LK, ou en u+LK-LK, ..., 


ou en 
wr DE, DE 


Cette fonction admet donc un certain nombre de périodes il faut que ces 
périodes soient compatibles, c'est-à-dire qu'on puisse trouver des quantités com- 
mensurables 
telles que 

e@,Li4+LK,—LK,, ,LA+LK—LK, ... «,Li+LK,—LK, 


soient commensurables avec 2iz. 
On peut toujours supposer 


car on a pris pour A l’une quelconque des quantités par lesquelles on peut multi- 
plier ¢ sans altérer x. Il faut alors que l'on puisse trouver des quantités com- 














mensurables c,, ..., «, telles que, 
RICH Kar ke Ke PINK 
ei: reg: ATIS CRUS d re 
soient commensurables avec 2iz. Donc 
Condition I. — 1° Les logarithmes des modules = x --+, doivent être 


commensurables entre eux. 
Condition II. — 2° Les quantités 





K, 
diosa co er 
em X K, xt , 
mo K 


1 


doivent être commensurables avec 2iz. 

Si ces conditions sont remplies, æ sera une fonction doublement périodi- 
que de «. 

Continuons cette discussion et tout d'abord remarquons qu'il ne peut jamais 
arriver que lorsque x tourne autour d'un point singulier a de l'équation (1), 


v—————m 
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t se change en 
Qin 


"n 
te ; 


comme il semblait au premier abord que cela pourrait se faire. 
En effet, si cela était, pour x — a, ¢ serait égal à O ou à l'infini c'est-à- 
dire irait en un point singulier, ce qui est absurde. 


Toutes les fois que x tournera autour d'un point singulier de l'équation (1), 


K, 
t se changera en Ir ou = “+, 00 == 


Done pour tous les points singuliers de l'équation (1) la différence des racines 
de l'équation déterminante fondamentale est égale à }. 

Probleme. — Une fonction doublement périodique peut-elle donner naissance 
à une équation différentielle linéaire du second ordre? 

Soient ^ et les deux périodes de x considérées comme fonction double- 
ment périodique de », nous écrirons 


A z 0, mod (h, ) 


quand on aura 
A = mh+nk, 
m et n étant des entiers réels. 
On devra avoir 
LK,—LK,z LK,—-LK, =::. = LK,—LK, =0 mod (h, k) 
2=0 mod (^, I). 
Pour une méme valeur de x, ; pourra prendre une infinité de valeurs; soit 
4, l'une de ces valeurs; les autres devront satisfaire à l'une des congruences, 


wzu, u=LK,-u, u = LK,-u,, ..., «= LK,-u,, mod (A, k) 
c'est-à-dire à l'une des deux congruences: 


u=zu, u=LK-u, mod (A, k), 


car on a évidemment 
LK,—-wzLK,—wz2-.zzLK,—u, mod (h, 4). 
Il n'y a dans le parallélogramme des périodes que deux valeurs satisfaisant 
à ces congruences. Done x est une fonction doublement périodique de u à deux 
infinis, nous supposerons que ces infinis sont —a et +a; c'est-à-dire que 
AK, = 0, 


nous pouvons toujours le faire, car si cela n'était pas on n'aurait qu'à multiplier 
! par un facteur convenable. 
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Nous poserons alors 





x = Alu), 
on a 

LEE 

du TU 
toutes les fois que 

u = 0 ou w= 
ou 
le h+k 
u=q on ws —, mod (h, 4). 


3:8 da 3 : ; 
Toutes les fois que Tu #0: 4 se développe suivant les puissances crois- 
t 


santes de vr — «, si x est fini, ou de TT si æ est infini. 
Supposons au contraire u — 0 et soit 
A(0) = a. 
Quand x tourne autour du point e, « se change en —u; et w est égal à 0 pour 
æ = a; enfin on a 
da = A,w- A, 4, 
où A, X 0; c'est-à-dire que l'on a 
u = Vr—a«(B,-4- B,(x— «)-- B,(z — ay +...) 
ou B, 30. 


Soit de méme 


den «Qo» Aaa 








en aura 
! Peg ea ! ! D 2 
u— = V2—B(B, + Bi (@—6) + Bi@—f) +--), 
k a 08 7 ^ 
Ya =, Ve-y(B + Bi (r—y)tBi(r—ry-c-) 
ne — VER BT BG 0.0) 
où 


By. SO (Dy Se Or Bs 
Soit maintenant 


hi un 2 
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A une méme valeur de x correspondent une infinité de valeurs de u; soit m, 
lune d'entre elles; les autres seront 
| us mh nk, 
— i, 4- mh 4- nk, 
où m et n sont entiers. On aura 


A(u,+mh+nk) = Alu,), 
A(—u,+mh+nk) = +A(u,), 


d'où l'on tire par différentiation, 


A! (u, +mh+nk) = A'(u,), 
— A'(— u,4- mh--nk) = +4 (n,). 


Si l'on fait « — u, dans les formules qui donnent y, et y, on trouve pour ces 
fonctions des valeurs 
Vio et Yao- 
Si maintenant on fait 
u—=u,+mh+nk, 


on trouve 
mh+nk 
9 
Yin ee = ; 
m h+nk 
9 
da — 2 Um iz , 
Faisons maintenant 
u = —u,+mh+nk, 
il viendra 
mh+nk 
mn 
Uu == V— 1 Yao € , 
mh -- nk 


n= ty-ly,e ? 


Done y, et y, sont des fonctions de x qui peuvent prendre une infinité de 
valeurs pour chaque valeur de x; mais si y,, et y, sont un système de valeurs 
de ces fonctions, toutes les autres seront de la forme 


yy = AY Buys; 
y, = «wy BY, 
et de plus le déterminant 


«p'— «'B 


sera toujours égal à 1. C'est dire que y, et y, satisfont à une équation de la 
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forme 
d - 
ds = Ur 
où U est une fonction de  monodrome dans tout le plan. 

Pour étudier la fonction U il faut donner à x toutes les valeurs possibles 
sur la sphére et il suffit de les lui donner une seule fois; c'est ce que nous 
arriverons à faire en donnant à « toutes les valeurs comprises dans l'intérieur 
du parallélogramme des périodes. 

Donnons d'abord à w une valeur telle que 


il est clair que y, et y, sont développables suivant les puissances de z — 4, si = 
est fini. De plus ni y,, ni y, sont nuls. C'est dire que U est holomorphe en x 
si æ est fini. 


Faisons maintenant u = 0, on a alors 
* u = Va—a(B,+ B,(x—e)-4- ---), 
a—a = A,w+A,wt+-:, 
d'où i 
£e = 2A,u+3A,w+--, 
du 
ou 
dA da —ın » 
EIN = TU = Vx — « (C,4- C, (x — «) 4- ---) 
ou 
C, 3$ 0, 
ou | 
i 
VG = VE DG-à 
ou 
D, 3$ 0. 
De plus 
AUS 
e A — (E, + IE, (c 8) 552) EE: Vx —« (+ F',(z7—a) +--+), 
où 
E,2$0, F, 30, 


ou enfin 


y, = Vx—a(a,+a,(e—a@)+ --)+ Vx —a Va — a (b, +b, (y — «) +--+) 


Sur les fonctions fuchsiennes. 75 


et 
i Vz—« (a, +4, (x — e) 4- whe Vz —« Vz — « (b, - b (z — a) + jt). 
lei 
320, 5,30. 
Done pour z = «, U présente un infini double; le point « = «, est donc 


un point singulier de l'équation 
d*y 
E = Uy, 


et les racines de l'équation déterminante correspondante sont 
i et i. 
On arrive au méme résultat en faisant 


- h sah k a h+k 
ECT " — x Wim de 
et par conséquent 
qut BEER OC 


Conséquence. — U est une fonction méromorphe de x dans toute l'étendue de 
la sphère; c'est donc une fonction rationnelle. 
L'équation 
d'y 
—= Ur 
dz? y 


* 


est donc à coefficients rationnels; elle admet quatre points singuliers à distance 
finie, et pour ces quatre points singuliers, les racines de l'équation déterminante sont 
1 et à. 

On conclut de là: 

On peut toujours former une équation différentielle linéaire, à coefficients ration- 
nels et s'intégrant à l'aide d'une fonction doublement périodique donnée à deux infinis. 

Si lon choisit cette fonction doublement périodique (avec des périodes / 
et 5) de telle facon que 

2ix = 0 mod(h, k), 


x sera une fonction monodrome de * admettant la période 2:2; ce sera done une 
fonction monodrome de t et par conséquent de z. 
Par conséquent, il existe des cas où le théorème de M. Fucus est vrai. 
Si au contraire, on choisit cette fonetion doublement périodique de telle 
facon que l'on n'ait pas 
2ix = 0 mod (4, k) 
10 
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x sera une fonction monodrome de », mais n'admettant pas la période 2iz, elle 
ne sera pas monodrome en t ni par conséquent en 2. 
Donc il existe des cas où le théorème de M. Fuchs est faux bien que les con- 
ditions posées par ce géomètre soient remplies. 
Cherchons à former des équations différentielles linéaires qui satisfassent 
aux conditions précédentes. © 
Ces équations s'écriront: 
1 dy A, B, C, D, 
y da? — @—a * @—py ‘G-n  @-0 
A B, Ee C, D, 
r—e ep) xy" z—8- 











Pour que relativement aux quatre points singuliers c, B, y, 0 les racines de 
l'équation déterminante soient 4 et }, il faut que 











: 3 

(9) : A, sa. ZIG De 
Faisons maintenant © = = et étudions l'équation dans le voisinage de 7 — 0; 
il vient 

ey tros OU A Bie’ C, 2 IDs 

Ay ae e 0e (1— az)? 5 (i=pa Ni (1— pz? “ (1—982y 

Je A, 2 if B,2 2 Cz E D,2 
l—aze 1-ßz 1-yz =: 


1° Dans le voisinage de z = 0, les intégrales de l'équation doivent être 
régulières: donc dans le développement du second membre, le coefficient de z 
doit être nul; donc 
(10) A, 4 B,4- C, - D, = 0; 

2? Les racines de l'équation déterminante doivent étre égales à 0 et à —1; 
done dans le développement du second membre, le coefficient de 2* doit être 
nul; d’où 
(11) A,+ B, - C, 4- D, 4- A,« 4- B, B 4- C, y - D, — 0; 

3° Les développements des intégrales ne doivent pas contenir de logarith- 
mes; donc le coefficient de z? doit encore étre nul, c'est-à-dire que l'on a 


(12 . 24,«42B,84-20,5--2D,0 4- A, e? + B,B - C, y? 4- D,à* = 0. 


"L'équation ainsi formée dépend encore de cinq paramètres. En effet nous 
avions primitivement douze paramétres, 


Sm 





-. 
= 
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Et nous avons trouvé entre ces douze paramètres les sept équations (9), 
(10), (11), (12). 

Considérons maintenant une fonction doublement périodique quelconque à 
deux infinis. Cette fonction peut s'écrire AZ(u—a)—AZ(u—b)+ B — Alu). 
Cette fonction dépend de six paramötres, à savoir 

1° Les deux périodes h et A; 

2? Les deux infinis a et ^; 

3? Le résidu relatif aux deux infinis c'est-à-dire A: 

4° La constante P. Si deux fonctions 4(u) ne different, ni par les périodes 
h et k, ni par les quantités A et B; mais seulement par les infinis a et b, si de 
plus a—b a la méme valeur pour les deux fonctions, ces fonctions donneront 
naissance à une méme équation différentielle. à' 

Si au contraire les deux fonctions diffèrent de tout autre manière elles ne 
pourront donner naissance à une méme équation différentielle. 

Done la fonction A(x) la plus générale donne naissance à une équation 
différentielle dépendant de cinq paramétres et de cinq seulement. 

Done pour que l'équation 


1 d'y E A, B, C, D, 

y dc  G-d G-# G-» * (z—8) 
A, B, e 

SPD z—B ^ z—y pg 


(13) 


4 





soit intégrable par des fonctions doublement périodiques il faut et il suffit qu'il y ait 
entre les douze paramétres qui y entrent les relations (9), (10), (11) et (12). 

Avec une condition de plus, on pourrait déterminer les périodes de A(u) 
de telle facon que le théoréme de M. Fucus soit vrai. Mais cela n'a pas lieu 
en général. 


Troisième cas. 
x est une fonction monodrome de 2 qui ne change pas quand on change > 
en 2’, où 





Faisons 
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x sera une fonction monodrome de /, admettant la période 4; il n'y aura qu'un 
point singulier 
LEE oO 


car s'il y en avait davantage, il y en aurait une infinite. 
Quand z tournera autour d'un des points singuliers de l'équation (1), ¢ se 
changera en /' où 





Et cette substitution (14) devra reproduire le point singulier unique ¢ = oc; 

elle devra done s'écrire 
2im 
v—y =e™ (t-p). 
æ sera done une fonction de /, monodrome et qui ne changera pas quand / se 
changera en 
t+1, 

ou en 


Din Qin 2in 
Ny Ny n 
(t are V); V2 +e (¢ a V2) OIOV m +e 4 (t xi Vp): 


Il est aisé de voir qu'on peut, en combinant de toutes les facons possibles ces 


High 


différentes substitutions, faire voir que z admet un certain nombre de périodes 
différentes. 

Il faut done que ces périodes soient compatibles et si elles le sont, x est 
fonction doublement périodique de /. 

On pourrait maintenant discuter la compatibilité de ces périodes. Je ne 
le ferai pas; car dans le cas qui nous occupe, l'équation différentielle (1) admet 
toujours une intégrale algébrique et une autre que l'on peut trouver par quadrature, 
ainsi que je vais le faire voir. 

Supposons que l’on ait 

v = A(t), 


A(t) étant une fonction doublement périodique de ¢; on aura alors 


NS Ve 
yim dt ? 

ya 
y Ey ge’ 


pour les deux intégrales de l'équation (1). Il est clair que y, est lié à » par 
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une relation algébrique, et que /, et par conséquent y,, peut se calculer en 
fonction de z par quadrature. 

Done d'aprés ce qu'on a vu plus haut, si l'équation différentielle linéaire 
donnée (1) peut s’écrire 


1 dy — A, 2By 
y de —XAg-aytX5g-a-a) 


(voir page 67), on devra avoir les relations 
e B, = ($+ Vi A]JB + VE AU. 


Remarquons que si les conditions (15) sont remplies et s'il en est de méme 
des conditions de M. Fucus, le théorème de M. Fucus sera toujours vrai. 

Exemple: l'équation que nous avons étudiée plus haut pages 66 et sui- 
vantes. 

Résumé. — Résumons cette longue discussion: 

Pour que l'équation (1) soit intégrable à l'aide d'une fonction doublement 
périodique, il faut et il suffit: 

1? Ou bien qu'elle satisfasse aux conditions (15) et en outre aux conditions 
de M. Fvcns; 

2? Ou bien qu'elle soit de la forme (13) et satisfasse aux conditions (9), 
(10), (11), (12); d'où il résultera par surcroît qu'elle satisfera aux conditions de 
M. Fuchs. 

Dans le premier cas, il y a toujours une intégrale algébrique et le théorème 
de M. Fucus est toujours vrai. Dans le second cas, il n'y a pas d'intégrale 
algébrique, et le théorème de M. Fucus est tantôt vrai et tantôt faux. 


Cas particulier. 
Nous allons maintenant faire une étude spéciale d'un cas particulier fort 
important, c'est celui où l'on n'a à distance finie que deux points singuliers a, 
et a, Alors l'équation (1) s'écrit 


dera Mo bet OBEN rA 
y de (x — a, (x — a) (z — a,) (z — a, | 
Soient o,, o, et r les différences des racines des équations déterminantes 
relatives respectivement à 
=a, =4, et z — oo, 


A,, B et A, sont parfaitement déterminés en fonction de o,, o, et r. 
Si les conditions de M. Fucus sont remplies. on a 
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où n, 2, et p sont des entiers. Ne supposons pas pour le moment qu'elles le soient. 
Soient, comme nous l'avons supposé jusqu'à présent, p(x) et f(x) deux solu- 
tions de l'équation (1) et 
bay 
g (2) 
On aura toujours pu choisir f(x) et g(z) de telle sorte que, quand x tourne 
autour de a,, 2 se change en Az, où 
ue 


— 


Cela posé quand x tournera autour de a,, 2 se changera en 2’, où 


(16) 


z-—u £—& _ 2ite 


FB zer iS 


On aura aussi toujours pu choisir f(x) et g(z) de facon que « = 1 par exemple 


(ou B = 1, « = 0). Quand x tournera autour de co, z se changera en 2” où 
EE ze! rer 
(17) PER Y = May, ; v = € . 


Si x tourne autour de a,, puis autour de a, c'est comme s'il tournait autour de 
l'infini; done z se change en 2”, or z se change d'abord en À: quand x tourne 
" 


autour de a,; done quand x tourne autour de «,, Az doit se changer en z"; 


c'est-à-dire que l'on a 








(18) Lai. 
Identifions les équations (17) et (18). Si l'équation (17) développée s'éerit 
azz'--bez--ce"--d = 0, 
on aura 
jte 0. 


Or l'équation (18) développée s'écrit 


zz" A(1— u) +24 (Bu — e) -- z" (eu — B) - «8(1— u) = 0. 
On a done 
a - b Y CERT d 
Aü-a) — Aju-d — «n—-B  «f(l-u) 
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et par conséquent 


(+) [«8 2 (1 uw) — à (Bu — «) (eu — 8)] — v [A (Bu — «) + (eu — B) —2« 82 (1—u)'] = 0 
ou 
e^ [3p 1) 4 — v (2 +B) + Be 4-1) aw — » (Au 4-1) 
— «f [( +1) Aw — vA (1— u) — vu (+1), 
E est alors donné par une équation du second degré. Formons le discriminant 


de cette équation, nous aurons 


A = [oo +1) dp —vÀ( — a — vu (* - Df 


H — [G^ -- 1) 4a — v2 + uw?) G* +1) Au — v ('u* + 1)] 


4 = v(vy' -1)2g (14- 4+ w+ lu —24-- 410 —24u* —2ux — 2u) 
--2v' Àu (1 4- 4* -- w+ Vu? — 24 --4au — 24u/ —2u3* —2u) 
ou enfin 
4 = Auv(v 4- 1y (4 — 1) (uy — 1)* 

d'où l'on tire 

«€ _ (v -1)2u —vA(1— uy —vu Q* 1) € (v - 1) (à —1) (u — 1) Vàuv 

oe G+ Iau vee) ES | 

Laquelle des deux racines faut-il choisir? La question est facile à décider. 
Supposons d'abord en effet que À = 4,, u = u,, v = vw; A, u, et v, étant tels 
que l'équation (1) admette une intégrale algébrique. Alors le choix de la racine 
se fera sans difficulté. On fera ensuite varier d'une favon continue À, u, v depuis 
les? valeurs initiales 4,, u,, v, jusqu'à des valeurs quelconques et faisons varier 


^ a : RTE 

de même 8 d'une facon continue; nous ne serons encore jamais embarrassés pour 
. a . . 

savoir quelle est celle des deux valeurs de B qui nous convient. 


Soient deux équations E et E’ de la forme (1), supposons que pour la 
première les différences des racines des équations déterminantes relatives à 4,, 4, 
et oo solent respectivement, 

09; 05 * 
et que pour la seconde ces différences soient 


' 4 


Q5 Op Ms 
Supposons que les quantités o, —0!, 0, — 0, r —*' soient des nombres entiers, 
alors A, u, v auront les mêmes valeurs pour les deux équations E et L’. l/équa- 
tion du second degré en 6 sera la même pour les deux équations différentielles 


E et E'. Devra-t-on choisir la même racine? 
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. 5 . a 
Remarquons que les deux racines de l'équation en — se permutent quand 


À, u ou v décrit un contour simple autour du point 0. On retombera done d'une 

racine sur l'autre, ou bien on retombera sur la méme racine selon que le nombre 

des contours simples décrits autour du point 0, soit par A, soit par u, soit par 
v sera impair ou pair. 

Or quand A déerit un contour simple autour du point 0, o, se change en 

+1 ou o,—1; 


ve 


o,+1 ou o, — 1; quand u tourne autour de 0, o, se change en o 


S2 
quand v tourne autour de 0, r se change en r+1 ou r — 1. 


a A pr 
Done on devra prendre pour — la méme valeur ou deux valeurs différentes 
pour les deux équations Æ et E’ selon que 


Dd inen Pa ill mod 2, 
ou 

0,—e,+0,—0,f7-97 =1, mod 2. 
Si done 0,— 0), 9,— 9, r—r' sont entiers et si la somme de ces entiers est 
paire, on pourra choisir deux intégrales de l'équation P, 


p(x) et f(x) 
et deux intégrales de l'équation EF’, 


p'(æ) et f(x) 
telles que quand x décrit un contour fermé quelconque les valeurs finales de 
q'(x) et f'(x) s'expriment linéairement à l'aide des valeurs initiales de ces mêmes 
intégrales par la méme formule qui exprime les valeurs finales de p(x) et f(x) en 
fonctions linéaires des valeurs initiales de ces mémes intégrales. 

Remarque. — D'aprés ce qui précéde, on aura toujours le moyen, quand 
l'équation (1) n'admet que deux points singuliers à distance finie, d'exprimer les 
valeurs finales des intégrales de cette équation en fonctions linéaires des valeurs 
initiales en supposant que x ait décrit un contour'fermé quelconque et par con- 
séquent de reconnaitre si ces intégrales sont algébriques. 


Discussion. 


Supposons que les conditions de M. Fucus soient remplies; on a 


A = cos2m0,+isin270,, pu = cos2zo,--isi2z0, v = cos2zr-risin2zr, 


(1) - (3) - (n 3) e (vo + «Ju - 1 )(ve- Y: 


d'oà 


[04 





: (+5) 64) 
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ou 
Ce son Pme — 008 Be, — soe reip Sooner sin zx, sin zo, 


Bx cos 2zr — cos 2x (9, — 








0.) 


a . . 
Dans cette formule — s'exprime par une fonction monodrome de o,. o, et r. 


B 


Done par raison de continuité, la racine qui conviendra à la question sera ou 
bien foujours celle qui correspond au signe + ou bien foujours celle qui correspond 
au signe —. En prenant pour exemple une équation ayant une intégrale algé- 
brique on déciderait aisément lequel des deux signes on doit prendre. 
| 
| 
| 





Soit donc 


1 2 mh 
y = (r—a)? ? (x— a)? 


Cette fonction satisfait à l'équation différentielle, 


Pour) 


i 12 ERU aeg) OUI TERR d 





et il est clair que la différence des racines de l’&quation déterminante est ici 
pour 4,, 0, 

pour 4,, 9, 

| pour oo, 1—o, —9,. 

| . Posons done ; = 1— 9,— o,, il viendra 


__ (1— eos 2x0,)(1— cos 2x0,) — sin 2zo, sin 2x0, x: [- sin 270,8 sin 279, +(1— cos 2z,) (1— eos 2x0.)| 
i — 9 sin 2zo, sin 2z9, d 








ux|R 


or il est clair que dans le cas particulier qui nous occupe, on doit avoir 
) a 


| P 


= 0; done toutes les fois que 


Ex Loire 


v2 


qu'on doit prendre, quels que soient r, o, et o, 


| 
| c'est le signe — qu'on doit prendre; et par raison de continuité, c'est le signe — 
| Donc quels que soient 7, 9, et 9,, on a 





a _ cos2zr — cos 2x9, — cos 2x9, - 1 — 4 cos zr sin z o, sin 19, 


p cos 227 — cos 2x (9, — 0.) 


Si les conditions de M. Fucus sont remplies, cette valeur est réelle. 
Supposons en particulier, 
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il vient 
&« _ cos2zr — cos 2x9, + 2 — 4 cos zr sin zo, 


dens cos 2zr + cos 270, 





Ne supposons plus 


et revenons à l'expression générale; nous verrons qu'elle peut se simplifier et se 
mettre sous la forme suivante 


TT, T 
cos 9 (9, + 09, r) cos 9 (9, ar QT r) 





a 
= = = 
Bei cos 5 (0 — €, + 7) cos 5 (4-0?) 
ou bien encore 
& __ COSzr cos a (eo, + 0.) 
B  cosær+cosx(o, — 9) 


Soient en général p(x) et f(x) deux intégrales d'une équation du second 
ordre. Quand x décrit un certain contour fermé, les valeurs finales de ces inté- 
grales sont données en fonctions linéaires des valeurs initiales par les formules 


a g (x) + Bf (x), 
yp (x) + Of (2). 


En général, on ne sait pas calculer «, B, y, à. Mais si le contour fermé ne 
contient qu'un seul point singulier, on saura toujours trouver les racines de 
l'équation en o 

(«—)(9 —)—By = 0. 


On ne peut plus le faire en général quand le contour contient plus d'un 
point singulier. 

Cependant, on vient de le voir, s'il n'y a:que deux points singuliers à 
distance finie, on pourra toujours faire ce calcul, quelque soit le contour con- 
sidéré; on pourra méme, en faisant attention au choix des intégrales g(z) et 
f(x), calculer les coefficients «, B, y, À eux-mêmes. 

Cette circonstance va nous permettre de discuter plus complètement, dans 
ce cas particulier, le théorème de M. Fucus. 

Supposons pour fixer les idées 


x ne changera pas quand on changera 


z en iz, 


re 
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ou 
2—« g— 
Bp :-p 
ou 
ix 
AH: SE e d 
- — en € 
z—0 z—0 


Le premier de ces changements nous l'appellerons l'opération L, le second 
l'opération M, le troisième l'operation N et nous désignerons par exemple l'opé- 
ration complexe qui consiste à faire / fois l'opération L, puis m fois l'opération 
M, puis 2 fois l'opération N, puis de nouveau /, fois l'opération L, par la notation 


L M m N" Ls. 


On aura 
MI NS 
B V3 + y2" 
* est done positif; on verrait aisément que 7. a pour argument T- 


Je suppose maintenant que sur le plan représentatif des x, on fasse deux 
coupures en ligne droite l'une de a, à a,, l’autre de a, à l'infini. Supposons «, 
et a, réels. Supposons que les intégrales p(x) et f(x) aient été choisies de telle 
sorte que si 

e( . 
HE. Pi 
2 = 0 pour x — a, et 2 = 1 pour z = a, ou « = 1. 

Toutes ces suppositions peuvent toujours étre faites. 

Quand x suivra la coupure de a, à a, d'un certain côté de cette coupure, 
du côté que nous appellerons «, g(x) et f(x) resteront réels et par conséquent 2 
sera réel, et variera en ligne droite de 0 à « c'est-à-dire de 0 à 1. Quand x 
suivra cette méme coupure de l'autre côté, l'argument de 


Aa aile 
f (x) 
expression qui contient en facteur 
1 
(z — a), 
a x 7 L * en? * f 
sera constant et égal à 5; + variera done de 0 à «V—1 ou de 0 à V—I. 


Quand x suivra la coupure de a, à l'infini du cóté « de cette coupure, l'argu- 


ment de 
g-—u 


ch 
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qui était 0 quand x suivait du côté « la coupure a,«,, devient 5, puisque 
~ 
l'expression 
#76 
2—B 


contient (x — a,)° en facteur, et que quand en suivant la droite «a, a,co, on dépasse 
le point &, on voit l'argument de z — a, augmenter de z. 

Quand x décrira cette coupure «,oo, z décrira done dans son plan un are 
du cercle décrit sur «f comme diamètre, arc allant de « à f. 

On démontrerait de méme que quand z décrit cette méme coupure de 
l’autre côté, + suit un arc du cercle décrit sur « V.— 1 8 V—1 comme diamètre, 
arc allant de « V—1 à y. 

Il en résulte que si x décrit tout son plam sans franchir aucune coupure, 2 
restera à l'intérieur du quadrilatere mixtiligne «Oc y. 

Dans la figure 2, « représente la 
quantité imaginaire «; @', «,, a, re- 
présentent les quantités « V— 1, — «, 
—«N—1; y, 9, 9, y, représentent y, 
ZN go qu SHE 

Le cercle y,«yô est le cercle 
décrit sur «f comme diamètre. Per- 
mettons maintenant à x de franchir 
la coupure a, a,; alors pour voir quelle 
sera la région où z restera confiné, 
appliquons au polygone «0 c'y les opé- 
rations 

T sepa 


et nous obtiendrons le quadrilatere 





curviligne 


YYıYı Ya, 

les cercles qui le forment se coupent aux sommets du quadrilatére sous des 
angles de 60°, 

Du point 0 comme centre décrivons un cercle HH’ coupant orthogonalement 
le cercle «yo. 

Ce cercle n'est pas altéré par les opérations L, M, N. 

Or le quadrilatère yy,y,y, est tout entier intérieur à ce cercle. Si x décrit 
dans son plan un contour quelconque, + reste dans ce quadrilatère ou dans le 
transformé de ce quadrilatére par une des opérations combinées à l'aide de 


AB.) o^ d 
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L, M, N. Or tous ces transformés sont intérieurs au cercle HH’ puisque le 
transformé d'un point intérieur à ce cercle est intérieur à ce cercle. Donc quel 
que soit le contour décrit par x dans son plan, z ne pourra jamais sortir du cercle H H'. 

Une autre remarque, c'est que tous les transformés des cercles 77,. y, y, 
y,7, ete. par une opération quelconque combinée à l'aide de L, M, N coupent 
orthogonalement le cercle HH’. 

Cela posé, je suppose que l'on permette à x de franchir un plus grand 
nombre de coupures; alors la région décrite par z ira en s'étendant de plus en 
plus. Pour s'en rendre compte il faut ajouter au quadrilatère yy,y, 7, un cer- 
tain nombre de ces transformés obtenus par les opérations L, M, N répétées un 
certain nombre de fois. 

Quelques définitions d'abord. J’appellerai conjugué d'un point a, le point a, 
qui sera le pied de la perpendiculaire abaissée du point a sur la polaire du point 
a par rapport au cercle HH’. 

J'appelle opération S par rapport au point a, l'opération qui consiste à 
changer 





2g — 4, 


Si a est le transformé de y par une opération combinée à l'aide de L, M, N 
lopération S sera une des opérations combinées à l'aide de L, M, N. 

J'appelle quadrilatéres ( les différents quadrilatères curvilignes qui sont 
les transformés du quadrilatère yy,7,7, par une opération combinée à l'aide de 
L, M, N. 

Considérons un polygone curviligne P quelconque, susceptible d'étre décom- 
posé en un certain nombre de quadrilatères Q. J’applique aux différents quadri- 
latéres Q qui composent ce polygone, les opérations S, S*, S", 5', 5° par rapport 
à chacun de leurs sommets; sauf pour les quadrilatères qui ont un sommet sur 
le périmétre du polygone, ces opérations ne feront que reproduire des quadri. 
lateres ( faisant déjà partie du polygone ?. Mais appliquée aux quadrilatéres 
qui ont un sommet sur le périmètre du polygone, ces opérations conduisent à des 
quadrilateres nouveaux, que j'annexerai au polygone P de façon à former un 
polygone plus grand P'. Cette transformation de P en P' s'appelera l'opération. T. 

Cela posé appliquons l'opération 7 au quadrilatère 77, 7,7,, j'obtiendrai un 
premier polygone P,; j'applique de nouveau l'opération 7 à ce polygone et job- 
tiens un second polygone P,, puis un troisième P,, ete. Les polygones P, sont 
des régions que + peut parcourir sans qu'on fasse franchir à x des coupures en 
nombre infini. 
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Je dis que le polygone P, a ses angles égaux à 60° ou à 120°. En effet 
considérons la figure 3 qui représente grossièrement la décomposition du poly- 
gone P, en quadrilateres Q. Sur cette figure les ares de cercle ont été remplacés 
par des droites. Comme les quadrilatéres () ont tous leurs angles égaux à 60°, 
on voit que les angles du polygone P, 


AAN sont.de=602 


12 
et 
Tp sEsontsdesio s 


GO ELD, 


De plus, on n'a jamais deux angles de 60° de 
suite. Passons au polygone P. 

Sur les figures 4 et 5, les angles marqués A 
À A5 sont de 60°. les angles marqués 5 de 120°. 
Figure 3. En général les quadrilateres annexés au po- 





lygone P, se divisent en deux catégories: 1° ceux qui n'ont qu'un sommet com- 
mun avec P, et trois avec P,; en ces trois sommets les angles de P, sont un de 
60° et deux de 120°; 2? ceux qui ont deux sommets communs avec P, et deux 
avec P,; les deux angles correspondants de P, sont de 120°. 





Figure 4. í Figure 5. 


Sur les figures 4 et 5 les traits pleins représentent une portion du poly- 
gone P, partagé en quadrilatéres Q, et les quadrilatéres en pointillé sont ceux 
qu'on doit annexer au polygone P, pour former le polygone P,. Sur la figure 
à gauche on envisage une portion du périmétre de P, oà un angle de 120? suc- 
cède à un angle de 60°, sur la figure à droite une portion de ce périmètre où 
deux angles de 120° se succèdent. On voit à la seule inspection des figures que 
les angles du polygone P, sont encore de 60° et de 120°. 

On démontrerait de la méme facon quil en est de méme des angles du 
polygone P,, et en général du polygone P,. 
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Conséquence, — Les polygones P, sont des polygones curvilignes dont les 
cótés sont formés par les ares de certains cercles qui coupent orthogonalement 
le cercle HH’, et dont les angles sont tous saillants. 

Ces préliminaires établis, nous pouvons nous poser maintenant la question 
suivante: 


La fonction 
= (e) 


qui, nous l'avons vu, w'ezisfe pas quand le module de = est plus grand que OH, 
reste-t-elle méromorphe quand le module de z est plus petit que OH? 

Pour résoudre cette question, reportons-nous à ce qui a ¢té dit dans la 
Note 6'. On se rappelle qu'on a considéré dans cette Note, certaines régions 








! Note 6. On peut se rendre compte de la manière suivante de l'insuffisance de la demon- 
stration de M. Fucus. Je suppose que sur la sphère représentative des x je joigne chaque point 
singulier au point co par une coupure. Si l'on fait décrire à æ un chemin qui soit assujetti à ne 
pas traverser les diverses coupures plus de n fois, le point représentatif de z décrira un chemin 
qui sera assujetti à rester dans une certaine région A, de la sphère. Quand m va augmenter, la 
région R,, va s'étendre de plus en plus. 

Si en s'étendant, la région R,, arrive à se recouvrir en partie elle-méme, de telle sorte que 
le point représentatif de z puisse venir de deux maniéres différentes en un certain point de la 
sphère, il est clair que x ne sera pas fonction monodrome de z; si au contraire cela ne peut avoir 
lieu, z sera monodrome en z. 

Or on peut concevoir de deux manières différentes que la région 7i, se recouvre en partie 
elle-méme, comme l'indiquent les figures qui suivent: 





Figure 6. 





Figure 7. 
Dans ces figures, les deux cercles représentent les deux hémisphéres, les parties restées en 
blanc sont les portions de la sphère qui ne font partie de la région R,,; la région R est couverte 
Acta mathematica 39. Imprimé le 20 juin 1923 12 
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R, et jai montré que la condition pour que x reste monodrome en z, c'est que 
cette région À, n'arrive jamais à se recouvrir partiellement elle-même. Nous 
avons vu en outre que cette région R, peut se recouvrir partiellement elle-même 
de deux manières différentes; ou bien en laissant tout le reste de la sphère d'un 
méme cóté de son contour; ou bien en formant une sorte d'anneau de telle facon 
que la portion de la sphère qui ne fait pas partie de R,, soit divisée en deux 
régions bien distinctes et qu'on ne puisse aller de l'une à l'autre sans traverser K,,. 

La démonstration de M. Fucus signifie, je le rappelle, que la région R, ne 
peut se recouvrir elle-même de la première manière. Cherchons done si elle peut 
se recouvrir elle-même de la seconde manière. 

Or ici les régions À, sont représentées par les polygones P,, ou du 
moins les polygones P, peuvent jouer dans la démonstration identiquement le 
méme róle. 

Considérons la sphère qui a pour grand cercle le cercle HH’, projetons 
stéréographiquement la figure qui est dans le plan de ce grand cercle sur cette 
sphére. Les polygones P, vont se projeter suivant des polygones curvilignes 
sphériques H,, dont les côtés seront des petits cercles coupant orthogonalement 
HH' et par conséquent situés dans des plans perpendiculaires à celui de ce 
grand cercle et dont les angles seront tous saillants. 

Projetons encore la figure orthogonalement sur le plan de ce grand cercle 
HH'; les polygones H, vont se projeter suivant des polygones rectilignes A, 
dont les angles seront tous saillants. 

Or il est clair qu'un polygone rectiligne dont tous les angles sont sail- 
lants ne peut se recouvrir partiellement de la seconde maniére. 

Done ni les polygones X 


m»? 


ni par conséquent les polygones P, ne peuvent 
se recouvrir partiellement de la seconde maniere. 

Done x est méromorphe en ¢ dans l'intérieur des polygones P,. 

Mais quand m tend vers l'infini, les polygones P, re rapprochent de plus 
en plus du cercle HH’. En effet si cela n'était pas, quand » tend vers l'infini 
le polygone P, tendrait vers un certain contour P qui devrait étre un contour 


fermé sans point double et reproductible par toutes les opérations combinées à 
l'aide de L, M, N ce qui n'est possible que du cercle HH’. 





de hachures et l'on observe deux couches de hachures dans les portions de la sphére oü la région 
Rn se recouvre elle-même. 

M. Fucus a démontré que la région R,, ne peut pas se recouvrir partiellement elle- méme 
de la première manière, puisqu'il a fait voir que quand z décrit dans l’intérieur de la région R,, 
un cercle infiniment petit, æ revient à la méme valeur. 

Mais il n'a pas démontré que la région R,, ne peut pas se recouvrir partiellement elle-même 
de la seconde manière. 





| 
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Donc x est méromorphe en z dans l'intérieur du cercle HH’. 

La fonction z, nous lavons vu, n'existe pas dans toute l'étendue du plan, 
de sorte qu'on ne peut pas dire positivement que ce soit une fonction analytique 
de 2; mais c'est une fonction parfaitement déterminée de cette variable. C'est ainsi 
qu'on doit entendre dans ce cas le théorème de M. Fucus, et cela d'ailleurs suffit 
pour les conséquences que ce géométre en tire. 

Faisons quelques remarques sur la fonction x. 


D'abord elle peut étre représentée par une série convergente. LI i est 
en effet si 2 est convenablement choisi, une fonction méromorpbe de z qui reste 
finie tout le long du périmètre du quadrilatére yy,7,7, et par conséquent tout 
le long du périmétre du polygone P,. De plus quand m tend vers l'infini le 
périmétre de ce polygone reste fini. 

Done l'intégrale 

d£ 
(z —i)(z—8 
prise le long du polygone P, reste finie quand » tend vers l'infini. 

Or cette intégrale est égale d'une part à une série convergente ordonnée 

suivant les puissances de 2; d'autre part à —/(z) plus une série de termes en 








A 
€ 
ih 
faciles à former. En effet, soit a l'un des infinis de la fonction Zi nous 
aurons un terme en 
1 
2—a' 


Supposons que l'on sache que z ne change pas quand on change 


he+k 

zen 4 — 

Wie+h 
alors nous aurons un autre infini 

k— ak 


ES ABA 


avec le résidu 
k'h —hk 
(h — ak} 
ce qui nous donne le terme 
EVENE, Di 
(h—ah) , k—-ak * 
|! h—ah 
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La somme de tous ces termes diminuée de /(z) et multipliée par 2ix représente 
l'intégrale considérée. Bien entendu, on ne doit prendre que les termes relatifs 
aux infinis situés à l'intérieur de P,. 

On a alors 





fe) = B+ ©) 


e 
p(2) étant holomorphe en ¢; quand m tend vers l'infini g(z) qui est égal à 
l'intégrale divisée par 2ix, tend vers une limite finie, en méme temps que 
E devient une série infinie. Cette série infinie est donc convergente. 


Donc f (2) peut se mettre sous la forme suivante, 





2 


où (e) est holomorphe dans l'intérieur du cercle HH' et où > 


SIG t 9 (2), 





est une série 
2—a 
convergente dont le terme général est facile à former. 


Une autre remarque: Soit une équation différentielle 


@—ay * @—a)@—a) Ga) 





a} A, 2B+2 A | 


telle que 
9, =—14+%4, o, = 1+4, r = S41, 
par exemple. 
Pour ne pas confondre la variable z qui rentre dans cette nouvelle équation, 
avec celle qui entrait dans l’ancienne, appelons-la z,; mais continuons, à poser 


_ gi(m) 
q,(x,) et f,(x,) étant des intégrales convenablement choisies de la nouvelle 
équation; z sera une fonction de x, qui aura une infinité de valeurs; mais on 
les obtiendra toutes en appliquant à l'une d'elles toutes les opérations com- 
binées à l'aide de L, M, N (voir page 85) or a est une fonction monodrome de 
2 qui ne change pas quand on applique à cette variable l'une de ces opérations. 
Done x est monodrome en z,; seulement ici encore, x n'existe pas pour toutes les 





valeurs de æ,; cette fonction n'existe que pour les valeurs de x, telles que z soit à 
l'intérieur du cercle H H'. 
Derniéres remarques. 


. Le mode de discussion que nous venons d'employer peut étre utilisé toutes 
les fois que l'on n'a que deux points singuliers. La difficulté augmente avec le 





Sur les fonctions fuclisiennes. 93 


nombre de ces points. Voyons comment on devrait aborder la question, si l'on 
avait trois points singuliers par exemple. 

Soient a, et a, deux de ces points singuliers, supposons qu'ils sont réels et 
que les coefficients de l'équation différentielle sont également réels; réunissons 
ces deux points par une coupure en ligne droite, et joignons de méme les autres 
points singuliers par des coupures. 

Quand x décrira d'un certain côté la coupure a,a,, z restera réel et variera 
de « à B; quand on appliquera aux différents points de ce segment de droite, 
les diverses opérations qui ne font pas varier z quand on les applique à la 
variable z, les transformés successifs de ce segment de droite seront une infinité 
dares de cercle. 

Pour que le théorème de M. Fuchs soit vrai, il faut et il suffit qu'aucun de 
ces arcs de cercle ne vienne couper le segment de droite. 


CORRESPONDANCE D’HENRI POINCARE 
ET DE FELIX KLEIN. 


La Correspondance que nous publierons ici intéressera tous les géométres 
comme un document humain. On éprouve un sentiment de réconfort à suivre 
la lutte, à armes courtoises, dont parlera Poincaré dans une de ses lettres. Dans 
. l'édition allemande de l'Encyclopédie des Sciences mathématiques on vient de 
tracer l’histoire de la théorie des fonctions automorphes. Les pages suivantes 
sont de nature à y ajouter quelque chose. Elles retraceront le développement 
de cette belle théorie d'une maniére plus intime qu'on ne peut le faire dans une 
Encyclopédie. 

Dans quelques pages émouvantes Henri Poincaré a raconté la genèse de la 
découverte qui est son plus beau titre de gloire. Cette découverte date de 
l'année 1880 et comme elle fut l’origine de la Correspondance suivante nous 
nous permettons de reproduire ces pages !. 

Depuis quinze jours, je m’efforcais de démontrer qu'il ne pouvait exister aucune 
fonction analogue à ce que j'ai appelé depuis les fonctions fuchsiennes; j'étais alors fort 
ignorant. ‘Tous les jours, je m'asseyais à ma table de travail, j'y passais une heure ou 
deux: j'essayais un grand nombre de combinaisons et je n'arrivais à aucun résultat. Un 
soir, je pris du café noir, contrairement à mon habitude; je ne pus m'endormir, les idées 
surgissaient en foule; je les sentais comme se heurter, Jusqu'à ce que deux d'entre elles 
s’accrochassent, pour ainsi dire, pour former une combinaison stable. Le matin, j'avais 
établi l'existence d'une classe de fonctions fuchsiennes, celles qui dérivent de la série 
hypergéométrique. Je n'eus plus qu'à rédiger les résultats, ce qui ne me prit que quelques 
heures. 

Je voulus ensuite représenter ces fonctions par le quotient de deux séries; cette 
idée fut parfaitement consciente et réfléchie; l'analogie avec les fonctions elliptiques me 
guidait. Je me demandai quelles devaient être les propriétés de ces séries, si elles exi- 
staient, et j'arrivai sans difficulté à former les séries que j'ai appelées thétafuchsiennes. 








1 H. Porncart, Science et Méthode, Paris 1909, p. 50—53. Voir aussi Œuvres de HENRI 
POINCARE, Paris 1916, t. 2, p. LVII—LVIII. 
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A ce moment, je quittai Caen, où j'habitais alors, pour prendre part à une course 
géologique entreprise par l'École des Mines. Les péripéties du voyage me firent oublier 
mes travaux mathématiques; arrivés à Coutances, nous montámes dans un omnibus pour 
je ne sais quelle promenade. Au moment où je mettais le pied sur le marche-pied, l'idée 
me vint, sans que rien dans mes pensées antérieures parüt m'y avoir préparé, que les 
transformations dont j'avais fait usage pour définir les fonctions fuchsiennes étaient iden- 
tiques à celles de la géométrie non-euclidienne. Je ne fis pas la vérification, je n'en 
aurais pas eu le temps, puisque, à peine assis dans l’omnibus, je repris la conversation 
commencée, mais j'eus tout de suite une entière certitude. De retour à Caen, je vérifiai 
le résultat à téte reposée pour l'aequit de ma conscience. 


Je me mis alors à étudier des questions d'arithmétique sans grand résultat apparent 
et sans soupçonner que cela püt avoir le moindre rapport avec mes recherches antérieures. 
Dégoüté de mon insuccès, j'allai passer quelques jours au bord de la mer et je pensai à 
tout autre chose. Un jour, en me promenant sur la falaise, l'idée me vint, toujours avec 
les mêmes caractères de brièveté, de soudaineté et de certitude immédiate, que les trans- 
formations arithmétiques des formes quadratiques ternaires indéfinies étaient identiques à 
celles de la géométrie non-euclidienne. 

Étant revenu à Caen, je réfléchis sur ce résultat, et j'en tirai les conséquences; 
l'exemple des formes quadratiques me montrait qu'il y avait des groupes fuchsiens autres 
que eeux qui correspondent à la série hypergéométrique; je vis que je pouvais leur app- 
liquer la théorie des séries thétafuchsiennes, et que, par conséquent, il existait des fonctions 
fuchsiennes autres que celles qui dérivent de la série hypergéométrique, les seules que je 
connusse jusqu'alors. Je me proposai naturellement de former toates ces fonctions; jen 
fis un siège systématique et j'enlevai, l'un après l'autre, tous les ouvrages avancés; il y 
en avait un cependant qui tenait encore et dont la chute devait entrainer celle du corps 
de place. Mais tous mes efforts ne servirent d'abord qu'à me mieux faire connaitre la 
difficulté, ce qui était déjà quelque chose. Tout ce travail fut parfaitement conscient. 

Là-dessus, je partis pour le Mont-Valérien, oü je devais faire mon service militaire; 
j'eus done des préoccupations très différentes. Un jour, en traversant le boulevard, la so- 
lution de la difficulté qui m'avait arrêté m'apparut tout à coup Je ne cherchai pas à 
lapprofondir immédiatement, et ce fut seulement aprés mon service que je repris la que- 
stion. J'avais tous les éléments, je n'avais qu'à les rassembler et à les ordonner. Je 
rédigeai done mon Mémoire définitif d'un trait et sans aucune peine. 


D'autre part, dans un Cours professé à l'Université de Göttingen pendant 
l'année universitaire 1915—16, M. Klein a fait un récit de sa découverte du 
Zentraltheorem dont il sera question dans les lettres XVIII et XIX. Nous nous 
permettons également de reproduire ce récit. 

Den Herbst 1881 verbrachte ich zu meiner Erholung an der Nordsee (in Borkum), 





1 FKnEN, Die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert. — Dritter Teil, Funk- 
tionentheorie von 1850 bis ca. 1900. 
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wo ich die Schrift! über Riemann schrieb und das Fundamentaltheorem? von Bd. 19 fand 
(das ich dann aber erst in den Weihnachtsferien niederschrieb). Entsprechend der dama- 
ligen Ansehauung der Ärzte fasste ich den Entschluss, Ostern 1882 wieder an die Nordsee 
zu gehen und zwar nach Norderney. Ich wollte dort in Ruhe einen 2. Teil meiner 
Schrift über Riemann schreiben, nämlich die Existenzbeweise für die algebraischen Funk- 
tionen auf gegebenen Riemannschen Flächen in neuer Form ausarbeiten. Ich habe es dort 
aber nur 8 Tage ausgehalten, denn die Existenz war zu kümmerlich, da heftige Stürme 
jedes Ausgehen unmöglich machten und sich bei mir starkes Asthma einstellte. Ich be- 
schloß, schleunigst in meine Heimat Düsseldorf überzusiedeln. In der letzten Nacht vom 
22. zum 23. März, die ich wegen Asthma auf dem Sofa sitzend zubrachte, stand plötzlich 
um 21/2 Uhr das Zentraltheorem, wie es durch die Figur des 14-Ecks in Bd. XIV der 
Math. Annalen ja eigentlich schon vorgebildet war, vor mir. Am folgenden Vormittag in 
dem Postwagen, der damals von Norden bis Emden fuhr, durchdachte ich das, was ich 
gefunden hatte, noch einmal bis in alle Einzelheiten. Jetzt wußte ich, daß ich ein großes 
Theorem hatte. In Düsseldorf angekommen, schrieb ich es gleich zusammen?, datierte es 
vom 27. März, schickte es an Teubner und ließ Abzüge der Korrekturen an Poincaré und 
Schwarz und beispielsweise Hurwitz gehen. 

Wie Poincaré am 10. April in den Comptes rendus reagierte *, habe ich erzählt. Mir 
selbst aber schrieb er: „Les résultats que vous @noncez m'intéressent beaucoup, voici pour- 
quoi; je les avais trouvés il y a déjà quelque temps ...“. Wie so und wie lange er es 
kannte, hat er nie geäußert. Es ist begreiflich, daß die Beziehung zwischen uns eine ge- 
wisse Spannung annahm. Schwarz hinwieder war infolge mangelhafter Konstantenzählung 
zunächst der Meinung, das Theorem müsse falsch sein; er hat dann aber später zu neuen 
Beweismethoden wesentliche Grundgedanken geliefert. 

Mit dem Beweise lag es in der Tat sehr schwierig. Ich benutzte die sogenannte 
Kontinuitätsmethode, welche die Mannigfaltigkeit der Riemannschen Flächen eines gegebenen p 
der entsprechenden Mannigfaltigkeit automorpher Gruppen mit Grenzkreis gegenüberstellt. 
Ich habe nie gezweifelt, daß die Beweismethode richtig sei, aber ich stieß überall auf Un- 
fertigkeiten meiner funktionentheoretischen Kenntnisse bezw. der Funktionentheorie über- 
haupt, deren Erledigung ich vorlàufig nur postulieren konnte, und die in der Tat erst 
30 Jahre später (1912) durch Koebe voll erledigt worden sind. 

Dies konnte mich nieht abhalten, im Sommer 1882 noch allgemeinere Fundamental- 
theoreme aufzustellen, welche Bd. 19 und Bd. 20 gemeinsam umfassen, und die Ausarbeitung 








1 F. KLEIN, Über RikMANN's Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale, 
Leipzig 1882 — Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. XCIX, p. 499—573. 

? Ueber eindeutige Functionen mit linearen Transformationen in sich („Das Rückkehrschnitt- 
theorem“), Math. Annalen, t. 19 (1882), p. 565—568 — FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 
1923, t. 3, Nr. CI, p. 622—626. 

* Gedruckt in Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 49—51 — Fezix KLEIN, Ges. math. Abh., 
Berlin 1923, t. 3, Nr. CII, p. 627—629. („Das Grenzkreistheorem.“) 

* Sur les fonctions fuchsiennes, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris t. 94, p. 1038 
—1040 (10 avril 1882) — Œuvres DE HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 2, p. 41—43. 
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der ganzen Konzeption zunüchst durch Seminarvortrüge vorzubereiten, die Study damals 
niederschrieb. Ich habe die große Mehrzahl meiner Arbeiten in der Weise fertiggestellt, 
daß ich zunächst bez. Vorlesungen hielt und in den Ferien dann die Redaktion folgen lieb. 
In den Herbstferien 1882 in Tabarz (Thüringen) ist dann die Abhandlung des Bandes 21 
entstanden und am 2. Oktober 1882 abgeschlossen worden!) So unvollkommen und uner- 
ledigt dort auch manches ist, die Konstruktion des Gedankenganges im Grofen ist geblieben 
und auch durch die zunächst folgenden Abhandlungen Poincarés in den Bänden 1, 3, 4, 5 
der eben damals gegründeten Acta Mathematica nicht verschoben worden. 

Nous ferons suivre maintenant la Correspondance qui commence au mois de 
juin 1881; elle s'est poursuivie pendant quinze mois et elle fut interrompue par 
une maladie de M. Kiem. Nous avons ajouté quelques notes qui faciliteront aux 
lecteurs de trouver rapidement les ouvrages dont il sera question dans les lettres. 

N. E. NónLuxp. 


Leipzig 12. Juni 1881. 
Sehr geehrter Herr! 


Ihre 3 Noten in den Comptes Rendus: »Sur les fonctions fuchsiennes-?, die 
ich erst gestern, und auch da nur flüchtig kennen lernte, stehen in so engem 
Zusammenhange mit den Überlegungen und Bestrebungen, mit denen ich mich in 
den letzten Jahren beschäftigte, daß ich Ihnen deshalb schreiben muß. Ich 
möchte mich zunächst auf die verschiedenen Arbeiten beziehen, die ich in den 
Bänden XIV?, XV‘, XVII? der Mathematischen Annalen über elliptische Funk- 
tionen veröffentlichte. Es handelt sich bei den elliptischen Modulfunktionen 
natürlich nur um einen speziellen Fall der von Ihnen betrachteten Abhängig- 





! Neue Beiträge zur RIEMAnNschen Functionentheorie, Math. Annalen, t. 21 (1882/83), p. 141 
—218 = FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1925, t. 3, Nr. CIII, p. 630—710. („Das allgemeine 
Fundamentaltheorem* steht daselbst in Abschnitt IV.) 

? Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris, t. 92, p. 333—335 (14 février 1881) 
p. 395—396 (21 février 1881); p. 859—861 (4 avril 1881) = Œuvres DE HENRI POINCARÉ, Paris 
1916, t. 2, p. 1—10. 

? Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflösung der Gleichungen 
fünften Grades, Math. Annalen, t. 14 (1879), p. 111—172; Ueber die Erniedrigung der Modular- 
gleichungen, ib. p. 417—427; Ueber die Transformation siebenter Ordnung der elliptischen Func- 
tionen, ib. p. 428—471 — FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXII, p. 13—75, 
Nr. LXXXIII, p. 76—89, Nr. LXXXIV, p. 90—135. 

* Ueber Multiplicatorgleichungen, Math, Annalen, t. 15 (1879), p. 86—88; Ueber die Trans- 
formation elfter Ordnung der elliptischen Functionen, ib. p. 533—555 — Ferix KLEIN, Ges. math 
Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXV, p. 137 —139, Nr. LXXXVI, p. 140—165. 

* Zur Theorie der elliptischen Modulfunctionen, Math. Annalen, t. 17 (1880), p. 62—70 
FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t 3, Nr. LXXXVII, p. 169—178 
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keitsverhältnisse; aber ein näherer Vergleich wird Ihnen zeigen, daß ich sehr 
wohl allgemeine Gesichtspunkte hatte. Ich móchte Sie in dieser Hinsicht auf 
einige besondere Punkte aufmerksam machen: 

Bd. XIV p. 128 handelt von denjenigen alg. Sale te die sich durch 
Modulfunktionen darstellen lassen, ohne mit den doppeltperiodischen Funktionen 
zusammenzuhüngen. — Dann folgt, zunächst am speziellen Falle, die wichtige 
Theorie der Fundamentalpolygone. 

Bd. XIV p. 159—160 ist davon die Rede, daB man alle hypergeometri- 
schen Reihen als eindeutige Funktionen geeigneter Modulfunktionen darstellen kann. 


Zu Bd. XIV p. 428ff. gehört eine Tafel, welche die Aneinanderlagerung 


von Kreisbogendreiecken mit den Winkeln 7 = $ erläutert (was also ein 


Beispiel der von Hatpsen' betrachteten partikulüren Funktionenklasse ist), wobei 
ich inzwischen SORGE muß, daß schon in Crelles Journal Bd. LXXV Hr. 


Schwarz? den Fall - 3 ; = ; E 
Bd. XVII p. 62ff. bringe ich sodann in knapper Übersicht die gereifteren 
Anschauungen, mit denen ich mir in der Zwischenzeit die Theorie der ellipti- 
schen Modulfunktionen zurecht gelegt hatte. 
Diese Anschauungen selbst habe ich nicht publiziert, ich habe sie aber im 
Sommer 1879 am Münchener Polytechnikum vorgetragen. Mein Gedankengang, 


der mit dem jetzt von Ihnen eingeschlagenen nun vielfach zusammentrifft, war 


erliuterte. 


damals dieser: 

1. Periodische und doppeltperiodische Funktionen sind mur Beispiele für 
eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich. Es ist Aufgabe 
der modernen Analysis, alle diesen Funktionen zu bestimmen. 

2. Die Anzahl dieser Transformationen kann eine endliche sein; dies gibt 
die Gleichungen des Ikosaeder’s, Oktaeders . . . . die ich früher betrachtete 
(Math. Annalen IX?, XII‘) und von denen ich bei ‚Bildung dieses ganzen Ideen- 
kreises ausging. 





! Sur des fonctions qui proviennent de l'équation de Gauss, Comptes rendus de l'Académie 
des Sciences, Paris, t. 92, p. 856—858 (4 avril 1881) = Œuvres de G. H. HALPHEN, Paris 1918, 
t. 2, p. 471—474. 

? Über diejenigen Fälle, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe eine algebrai- 
sche Function ihres vierten Elementes darstellt, J. f. d. reine u. angewandte Math., t. 75 (1873), p. 292 
—335 — H. A. ScuwaRz, Ges. math. Abh., Berlin 1890, t. 2, p. 211—259. 

3 Ueber binàre Formen mit linearen Transformationen in sich selbst, Math. Annalen, t. 9 
(1876), p. 183—208 = Fenix KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1922, t. 2, Nr. LI, p. 275—301. 

* Ueber lineare Differentialgleichungen, Math. Annalen, t. 12 (1877), p. 167—179; Weitere 
Untersuchungen über das lkosaeder, ib. p. 503—560 — FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 
1992, t 2, Nr. LII, p. 307—320; ib. p. 321—384. 
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3. Gruppen von unendlich vielen linearen Transformationen, die zu brauch- 
baren Funktionen Anlaß geben (groupe discontinu nach Ihrer Bezeichnung) er- 
hält man zum Beispiel, wenn man von einem Kreisbogenpolygon ausgeht, dessen 
Kreise einen festen Kreis rechtwinkelig schneiden und dessen Winkel genaue 
Theile von z sind. 

4. Man sollte sich mit allen solchen Funktionen beschäftigen (wie Sie das 
in der That jetzt beginnen), um aber konkrete Ziele zu erreichen, beschrünken 
wir uns auf Kreisbogendreiecke und insbesondere auf elliptische Modulfunk- 
tionen. — j 

Ich habe mich seitdem vielfach, auch in Gesprüchen mit anderen Mathe- 
matikern, mit diesen Fragen beschäftigt, aber abgesehen davon, daß ich noch zu 
keinem definitiven Resultate gekommen bin, gehórt das am Ende nicht hierher. 
Ich will mich auf das beschrünken, was ich publizirt oder vorgetragen habe. 
Vielleicht hätte ich mich schon früher mit Ihnen oder einem Ihrer Freunde, wie 
z. B. Herrn Picarp', in Verbindung setzen sollen. Denn der Ideenkreis, in 
welchem sich Ihre Arbeiten seit 2—3 Jahren bewegen, ist mit dem meinigen in 
der That äußerst enge verwandt. So wird mich freuen, wenn dieser mein erster 
Brief Anlaf zu einer fortgesetzten Korrespondenz geben sollte. Ich bin freilich 
im Augenblieke durch andere Verpflichtungen von diesen Arbeiten abgedrüngt, 
aber habe um so mehr Anlaf, in einigen Monaten zu denselben zurückzukehren, 
als ich für nächsten Winter eine Vorlesung über Differentialgleichungen ange- 
zeigt habe. 

Herrn Hermire wollen Sie mich bestens empfehlen. Ich dachte lange daran, 
mit ihm briefliche Verbindung zu suchen, und würde das, wie ich nicht zweifele 
zu meinem größten Vortheile, schon längst ausgeführt haben, wenn ich nicht in 
der Sprache ein gewisses Hemmnif gefunden hátte. Ich bin, wie Sie vielleicht 
wissen, lange genug in Paris gewesen, um französisch sprechen und schreiben zu 
sollen; in der Zwischenzeit aber ist letztere Fühigkeit durch Nichtgebrauch nur 
zu sehr verkümmert. 

Hochachtungsvoll 


Prof. Dr. F. Kui. 
Adresse: Leipzig, Sophienstraße 10/II. 


! Würden Sie Herrn PICARD, obgleich es ein untergeordneter Punkt ist, vielleicht gelegentlich 
auf Annalen XIV, p. 122, 8 8 aufmerksam machen! 
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IT. 
15 Juin. 
Monsieur, 

Votre lettre me prouve que vous aviez aperçu avant moi quelques-uns 
des résultats que j'ai obtenus dans la théorie des fonctions fuchsiennes. Je n’en 
suis nullement étonné; car je sais combien vous êtes versé dans la connaissance 
de la géométrie non-euclidienne qui est la clef véritable du problème qui nous 
occupe. 

Je vous rendrai justice à cet égard quand je publierai mes résultats; j'espère 
pouvoir me procurer d'ici là les tomes 14, 15 et 17 des Mathematische Annalen 
qui n'existent pas à la bibliothèque universitaire de Caen. Quant à la communi- 
cation que vous avez faite au Polytechnicum de Munich, je vous demanderai de 
vouloir bien me donner quelques détails à ce sujet, afin que je puisse ajouter à 
mon mémoire une note vous rendant pleine justice; car sans doute, je ne pourrai 
me procurer directement votre travail. 

Comme je ne pourrai sans doute me procurer immédiatement les Mathema- 
tische Annalen, je vous prierais aussi de vouloir bien me donner quelques expli- 
cations sur quelques points de votre lettre. Vous parlez de ,die elliptischen 
Modulfanktionen“. 

Pourquoi ce pluriel? Si la fonction modulaire est le carré du module ex- 
primé en fonction du rapport des périodes; il n'y en a qu'une; il faut donc 
entendre autrement l'expression Medulfunktionen. 

Que voulez-vous dire par ces fonctions algébriques qui sont susceptibles 
d'être représentées par des fonctions modulaires? Qu'est-ce aussi que la „Theorie 
der Fundamentalpolygone“ ? 

Je vous demanderai aussi de m'éclairer sur les points suivants: Avez-vous 
trouvé tous les Kreisbogenpolygone qui donnent naissance à un groupe discon- 
tinu ? 

Avez-vous démontré l'existence des fonctions qui correspondent à chaque 
groupe discontinu ? 

J'ai écrit à M. Picarp pour lui communiquer votre remarque. 

Je me félicite, Monsieur, de l'oceasion qui me met en rapport avec vous, 
j'ai pris la liberté de vous écrire en français; car vous me dites que vous con- 
naissez cette langue. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma respectueuse considération, 

Porcare. 


et 
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III. 
Leipzig 19. Juni 1881. 
Geehrter Herr! 

Als ich gestern Ihren willkommenen Brief erhielt, sandte ich Ihnen um- 
gehend Separatabzüge von denjenigen auf unser Thema bezüglichen Arbeiten zu, 
von denen ich solehe überhaupt noch besitze. Lassen Sie mich heute diese Sen- 
dung durch einige Zeilen erläutern. Mit dem einen Briefe wird es freilich nicht 
abgethan sein, sondern wir werden viel korrespondieren müssen, bis wir wechsel- 
seitig volle Fühlung gewonnen haben. Ich möchte heute folgende Punkte her- 
vorheben: 

1. Unter den übersandten Arbeiten fehlen die 3 wichtigsten aus dem 14. 
Bande der Annalen, desgleichen meine Untersuchungen über das Ikosaeder in 
Bd. 9 und 12, sowie meine zweite Arbeit über lineare Differentialgleichungen 
(die auch Hrn. Picard unbekannt scheint) ebenfalls in Bd. 12. Ich bitte Sie, 
sich dieselben irdendwo zu verschaffen. Separatabzüge sandte ich verschiedene 
nach Paris, z. B. an Henne. 

2. An meine eigenen Arbeiten schließen sich die meiner Schüler Dyck und 
Gierster. Ich benachrichtige beide, Ihnen Separatabzüge zuzustellen. Eine auf 
dieselben Theorien bezügliche Doktordissertation von Hrn. Hurwırz ' wird eben 
gedruckt und Ihnen in einigen Wochen zukommen. 

3. Seit vorigem Herbst ist einer Ihrer Landsleute hier, dessen Namen Sie 
vermuthlich kennen, da er zusammen mit Picanp und Arreux, studirte: Mr. Bruseın, 
(Adr. Liebigstraße 38/2). Vielleicht interessirt es Sie, auch mit ihm in Korre- 
spondenz zu treten; er wird Ihnen von den hiesigen Seminareinrichtungen und 
von der Rolle, welche eben dort die eindeutigen Functionen mit linearen Trans- 
formationen in sich gespielt haben, besser erzählen können, als ich selbst. 

4. Ich habe Sommersemester 1879 von Hrn. Giersrer ein Heft meiner Vor- 
lesung ausarbeiten lassen. Im Augenblicke ist dasselbe verliehen, doch werde 
ich dasselbe nächster Tage zurückbekommen und mit Hrn. Brune, zusammen 
durchgehen, worauf wir Ihnen Bericht erstatten. 

5. Die Benennung >fonctions fuchsiennes« weise ich zurück, so gut ich 
verstehe, dass Sie durch Fucns’sche Arbeiten zu diesen Ideen mit veranlaßt 
wurden. Im Grunde basiren alle solche Untersuchungen auf Riemayy. Für meine 
eigene Entwickelung war die eng verwandte Betrachtung von Scuwarz in Bd. 75 
des Borcuarpr'schen Journals (die ich Ihnen dringend empfehle, wenn Sie die- 
selbe noch nicht kennen sollten) von massgebender Bedeutung. Die Arbeit von 


! Grundlagen einer iidegendenten Theorie der elliptischen Modulfunktionen und Theorie der 
Multiplikatorgleichungen 1. Stufe, Leipzig 1881; Math. Annalen, t. 18 (1881), p. 525—592 
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Hrn. Dupexinp' über elliptische Modulfunktionen in Borcnarpr’s Journal Bd. 83 
erschien erst, als ich mir über die geometrische Repräsentation der Modulfunk- 
tionen bereits klar war (Herbst 1877). Zu diesen Arbeiten stehen die von Fucus 
vermöge ihrer ungeometrischen Form in bewußtem Gegensatze. Ich bestreite 
nicht die grossen Verdienste, welche Hr. Fucus um andere Theile der Lehre von 
den Differentialgleichungen ‘hat, aber gerade hier lassen seine Arbeiten um so 
mehr im Stich, als ihm das einzige Mal, wo er in einem Briefe an Hermire die ellip- 
tischen Modulfunktionen erlüuterte?, ein fundamentaler Fehler unterlief, den dann 
Depeknp |. c. nur zu sanft monirte. 

6. Man kann eine Funktion mit linearen Transformationen in sich insbe- 
sondere so definiren, dafi man die Halbebene auf ein Kreisbogenpolygon, welches 
beliebig vorgegeben ist, abbildet. Dies ist dann freilich ein nur spezieller Fall 
der allgemeinen (ich weiss im Augenblicke nicht, ob Sie sich nicht nur auf diesen 
speziellen Fall beschrünken). Die Gruppe der linearen Transformationen ist dann 
dadurch partikularisirt, dass sie in einer doppelt so grossen Gruppe von Opera- 
tionen enthalten ist, welche neben linearen Transformationen auch Spiegelungen 
(Transformationen durch reziproke Radien) umfasst. In diesem Falle ist die 
Existenz der Funktion durch ältere Arbeiten von Schwarz, resp. WxrmsTRASS, 
sicher gestellt, sofern man nicht auf die allgemeinen Rurwaxw'schen Prinzipien 
rekurriren will Siehe Scuwarz* in Borcuarpr Bd. 70, Abbildung der Halbebene 
auf Kreisbogenpolygone. 

7. Auch in diesem speziellen Falle habe ich bislang durchaus nicht alle 
»groupes discontinus« aufgestellt; ich habe nur ge- 
sehen, dass es sehr viele gibt, bei denen kein fester 
Grundkreis existirt, bei denen also die Analogie mit 
der nieht-euklidischen Geometrie (die mir übrigens 
in der That sehr geläufig ist) nicht zutrifft. Nehmen 
Sie z. D. ein beliebiges: Polygon, begrünzt von irgend 
welchen sich berührenden Kreisen, so wird die Ver- 
vielfältigung durch Symmetrie ebenfalls zu einer 


Peur d. groupe discontinu führen. 





1 Schreiben an Herrn BORCHARDT über die Theorie der elliptischen Modul-Functionen, J. f. 
d. reine u. angewandte Math., t. 83 (1877), p. 265—292. 

? Sur quelques propriétés des intégrales des équations différentielles, auxquelles satisfont les 
modules de périodicité des intégrales elliptiques des deux premières espèces, J. f. d. reine u. ange- 
wandte Math., t. 53 (1877), p. 13—37 = L. Fucus, Ges. math. Werke, Berlin 1906, t. 2, p. 85— 
111. Voir aussi la note de M. SCHLESINGER l. c. p. 112—114. 

3 Ueber einige Abbildungsaufgaben, J. f. d. reine u. angewandte Math., t. 70 (1869), p. 105— 
120 — H. A. Scuwanz, Ges. math. Abh., Berlin 1890, t. 2, p. 65—83. 
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8. Die übrigen Fragen Ihres Briefes finden wohl schon durch die über- 
sandten Arbeiten ihre Beantwortung, insbesondere die nach dem Pluralis der 
„Modulfunktionen“ und in der Hauptsache auch die nach den ,Fundamental- 
polygonen*. 

In der Hoffnung recht bald wieder von lhnen zu hóren 


Ihr ganz ergebener 
F. Kıem. 


IV. 
Caen, le 22 Juin 1881. 
Monsieur, 

Je n'ai pas encore recu les envois que vous m'annoncez et que je ne tar- 
derai sans doute pas à voir arriver à leur adresse. Mais je ne veux pas attendre 
ce moment pour vous remercier de vos promesses, ainsi que de votre lettre que 
jai lue avec le plus grand intérêt. Aussitôt après l'avoir reçue, j' ai couru à la 
bibliothèque pour y demander le 70° volume de Borcaarpr; malheureusement ce 
volume était prêté et je n'ai pu y lire le mémoire de M. Scmwanmz. Mais je 
crois pouvoir le reconstituer d'après ce que vous m'en dites et y reconnaître 
certains résultats que j'avais trouvés sans me douter qu'ils avaient fait l'objet 
de recherches antérieures. Je crois done comprendre que les fonctions fuch- 
siennes que les recherches de M. Scawarz et les vôtres permettent de définir 
sont celles dont je me suis occupé plus particulièrement dans ma note du 
23 Mai'. Le groupe particulier dont vous me parlez dans votre derniére lettre 
me semble fort intéressant et je vous demanderai la permission de citer ce 
passage de votre lettre dans une communication? que je ferai prochainement à 
l'Académie et où je chercherai à généraliser votre résultat. 

Quant à la dénomination de fonctions fuchsiennes, je ne la changerai pas. 
Les égards que je dois à M. Fucus ne me le permettent pas. D'ailleurs, s'il est 
vrai que le point de vue du savant géométre d'Heidelberg est complétement 
différent du vótre et du mien, il est certain aussi que ses travaux ont servi de 
point de départ et de fondement à tout ce qui s'est fait depuis dans cette théorie. 
Il n'est done que juste que son nom reste attaché à ces fonctions qui y jouent 
un róle si important. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma respectueuse considération, 


PorNcanÉ. 


! Sur les fonctions fuchsiennes, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris, t. 92, 
p. 1198 —1200 (23 mai 1881) — Œuvres de HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 2, p. 12—15 
2 ib. p. 1484—1487 (27 juin 1881) — Œuvres p. 19—22. 
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iV. 

Leipzig 25. Juni 1881. 
Geehrter Herr! Schreiben Sie mir doch bitte umgehend eine Karte, ob 
meine Sendung von Separatabzügen auch jetzt noch nicht eingetroffen ist; ich 
brachte sie selbst heute vor 8 Tagen auf die Post. Ueber F. würden Sie sich 
anders ausdrücken, wenn Sie die Literatur völlig kennten. Die Lehre von der 
Abbildung der Kreisbogenpolygone steht völlig unabhängig von der F. Arbeit! 
in t. 66, das Gemeinsame ist nur, daß beide Betrachtungsweisen durch Rremanx 

angeregt sind. 
Hochachtungsvoll 
Prof. Dr. F. Kıum. 


ya. 
Caen, le 27 Juin 1881. 
Monsieur, 

Au moment oü j'ai recu votre carte, j'allais précisément vous écrire pour 
vous remercier de votre envoi et vous en annoncer l’arrivée. S'il a été retardé 
c'est par suite d'une erreur de la poste qui l'a envoyé d'abord à la Sorbonne, 
puis au Collège de France, bien que l'adresse eût été parfaitement bien mise. 

En ce qui concerne M. Fucus et la dénomination de fonctions fuchsiennes, 
il est clair que j'aurais pris une autre dénomination si j'avais connu le travail 
de M. Scuwarz; mais je ne l'ai connu que par votre lettre, aprés la publication 
de mes résultats de sorte que je ne peux plus changer maintenant le nom que 
jai donné à ces fonctions sans manquer d'égards à M. Fucus. J'ai commencé la 
lecture de vos brochures qui m'ont vivement intéressé, principalement celle qui 
a pour titre „Ueber elliptische Modulfunktionen*. C'est au sujet de cette der- 
niére que je vous demanderai la permission de vous adresser quelques questions. 

1° Avez-vous déterminé les Fundamentalpolygone de tous les Untergruppen 
que vous appelez Kongruenzgruppen et en particulier de ceux-ci: 


«zózl, fgzyzo mod n. 
2° Dans mon mémoire sur les fonctions fuchsiennes, j'ai partagé les groupes 


fuchsiens d'après divers principes de classification et entre autres d’après un 
nombre que j'appelle leur genre. De meme vous partagez les Untergruppen d'apres 





1 Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veränderlichen Coefficienten, J. f. d. 
reine ü. angewandte Math., t. 66 (1866), p. 121—160 = L. Fucus, Ges. math. Werke, Berlin 1904, 
t. l, p. 159—204. 
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un nombre que vous appellez leur Geschlecht. Le genre (tel que je l'entends) et 
le Geschlecht sont-ils un seul et méme nombre? Je n'ai pu le savoir, par ce que 
je ne sais pas ce que c'est que le Geschlecht im Sinne der Analysis situs. Je 
vois seulement que ces nombres s'annulent à la fois. Auriez-vous donc l'obli- 
geance de me dire ce que c'est que ce Geschlecht im Sinne der Analysis situs ou, 
si cette définition est trop longue pour étre donnée dans une lettre, dans quel 
ouvrage je pourrais la trouver? Dans votre dernière lettre, vous me demandiez 
si je ne suis renfermé dans le cas particulier où „Die Gruppe der linearen 
Transformationen ist dadurch partikularisirt, dass sie in einer doppelt so grossen 
Gruppe von Operationen enthalten ist, welche neben linearen Transformationen 
auch Spiegelungen umfasst‘. Je ne me suis pas renfermé dans ce cas, mais j'ai 
supposé que toutes les transformations linéaires conservaient un certain cercle 
fondamental. Je pense d'ailleurs pouvoir aborder par une méthode analogue le 
cas le plus général. 

A ce propos, il me semble que tous les Untergruppen relatifs aux fonctions 
modulaires ne rentrent pas dans ce cas spécial. 

Au sujet de ce groupe discontinu dont vous me 
parlez et que l'on obtient par des Spiegelungen et par 
la Vervielfältigung d'un polygone limité par des arcs 
de cercle se touchant deux à deux il me semble qu'il 
y a une condition supplémentaire dont vous n'avez 
pas parlé bien qu'elle ne vous ait sans doute pas 
échappé; deux ares de cercle quelconques prolongés, 
ne doivent pas se couper. Serait-ce abuser de votre 
complaisance que de vous poser encore une question. 

Vous dites: ,in diesem Falle ist die Existenz der Funktion durch Arbeiten 
von Scuwarz sichergestellt“, et vous ajoutez: „sofern man nicht auf die allge- 
meinen Riemann’schen Principien rekurriren will“. Qu'entendez-vous par là? 

J'ai écrit dernièrement à M. Hermie; je lui ai fait part succinctement du 
contenu de vos lettres, et je lui ai envoyé les compliments dont vous m'aviez 
chargé pour lui. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma reconnaissance et de mon 
respect, 





Figur 1. 


Porxcaré. 


Acla mathematica, 39. Imprimé lo 20 juin 1923, 
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VII. 
Leipzig den 2. Juli 1881. 
Geehrter Herr! 


Lassen Sie mich die verschiedenen Fragen, die Sie in Ihrem willkommenen 
Briefe vom 27. Juni stellen, so gut es gehen will, umgehend beantworten. 

1. Die Fundamentalpolygone der Kongruenzgruppen c = d 1,827720 
(mod) habe ich bei n — 5 (wo durch Zusammenbiegen der Kanten das Ikosaeder 
entsteht) und bei » — 7 im 14. Bande! ausführlich beschrieben. Der allgemeine 
Fall » = Primzahl bildet den Gegenstand einer Arbeit von Dvck?, die eben im 
Druck ist. Wenn » eine zusammengesetzte Zahl ist, habe ich die Sache nicht 
erledigt. 

2. ,Geschlecht im Sinne der Analysis situs^ wird jeder geschlossenen 
Fläche beigelegt. Dasselbe ist gleich der Maximalzahl solcher in sich zurück- 
kehrender Schnitte der Fläche, die man ausführen kann, ohne die Fläche zu zer- 
stücken. Wenn jetzt die betreffende Fläche als Bild der Werthsysteme w, 2 
einer algebraischen Gleichung f (w, 2) = O betrachtet werden kann, so ist ihr 
Geschlecht eben auch das Geschlecht der Gleichung. Ihr „genre“ und mein 
„Geschlecht“ sind also materiell dieselben Zahlen, es liegt bei mir nur vermuthlich 
eine freiere Auffassung der Riemann’schen Fläche und der auf sie gegründeten 
Definition von p zu Grunde. 

3. Es gibt innerhalb der Gruppe der Modulfunktionen allerdings Unter- 
gruppen, welche ein unsymmetrisches Fundamentalpolygon besitzen, dahin ge- 
hóren, wie ich in Bd. 14 nachwies?, insbesondere diejenigen Untergruppen, welche 
den singulüren Resolventen der Modulargleichung für » — 7 und » — 11 ent- 
sprechen. 

4. Dass sich bei dem Polygon die Kreise rückwärts verlängert nicht 
schneiden dürfen, wenn eine eindeutige Funktion entstehen soll, ist mir in der 
That wohl bekannt. (Gerade auf diesen Punkt muss man meines Erachtens die 
Aufmerksamkeit richten, wenn man beweisen will, dass sich die Koordinaten w, 2 








! Über die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflósung der Gleichungen 
fünften Grades, Math. Annalen, t. 14 (1878/79), p. 111—170, Über die Transformation siebenter Ord- 
nung der elliptischen Functionen, Math. Annalen, t. 14 (1878/79), p. 428—471 — FELIX KLEIN, 
Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXII et Nr. LXXXIV, p. 13—75 et p. 90—135. 

? Versuch einer übersichtlichen Darstellung der RrEMANN'schen Fläche, welche der Garors"- 
schen Resolvente der Modulargleichung für Primzahltransformationen der elliptischen Functionen 
entspricht, Math. Annalen, t. 18 (1881), p. 507—527. 

3 Über die Erniedrigung der Modulargleichungen, Math. Annalen, t. 14 (1879), p. 417—427 
— FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. LXXXIII, p. 76—89. 


adiuti 
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des Punktes einer beliebigen algebraischen Kurve als eindeutige Funktionen mit 
linearen Transformationen in sich angeben lassen. Ich werde Ihnen angeben, 
wie weit ich in dieser Frage gekommen bin. Nach 

den Arbeiten von Scuwarz, resp. Wetersrrass, kann 

man die Halbebene immer so auf ein Kreisbogen- 

polygon abbilden, dass die Punkte T, II, III, IV, V, 

welche den 1, 2, 3, 4, 5, auf der Begrünzung der 

Halbebene entsprechen, beliebige Lage haben. Nun 

seien I, II. IIT, IV, V... die Verzweigungspunkte 

einer algebraischen Funktion w(z); und diese alge- 

braische Funktion möge keine anderen Verzweigungs- Figur 1. 

punkte besitzen. Dann sind offenbar w und = eindeutige Funktionen der ge- 
wollten Art von denjenigen Hülfsvariabeln, in deren Ebene das gezeichnete 
Polygon liegt. Wenn also alle Verzwei- 
gungspunkte einer algebraischen Funktion 
w(z) auf einem Kreise der z- Ebene 
liegen, so ist die Frage ohne weiteres 
zu bejahen. Wie aber, wenn das nicht 
der Fall ist? Da komme ich unter 
Umständen auf solche Polygone, wie 
ich sie das vorige Mal nannte. Findet Figur 2. 

keinerlei Symmetrie statt, so komme ich wenigstens (durch Aufstellung zugehiriger 


Differentialgleichungen des von mir behandelten Typus 1 en es — R()) 
1 

auf einen analog gestalteten Fundamentalraum, dessen Kanten unter Winkeln — : 

Null zusammenstossen und übrigens paarweise durch gewisse lineare Substitu- 





tionen zusammengehören. Aber ich kann nicht beweisen, dass dieser Fundamental- 
raum mit seinen Wiederholungen zusammen nur einen Theil der komplexen Ebene 
überdeckt. Und an dieser Schwierig- 
keit finde ich mich nun schon lange 
aufgehalten. 


5. Uebrigens bekommt man 
merkwürdige andere Beispiele von 
diskontinuirlichen Gruppen, wenn 
man beliebig viele einander nicht 
schneidende Kreise annimmt und 
nun an ihnen durch reziproke Ra- 
dien spiegelt. Ich habe dabei den 
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Theil der Ebene, der gleichzeitig ausserhalb aller Kreise liegt, und der also das 
halbe Fundamentalpolygon vorstellt, der Deutlichkeit halber schraffirt. Diese 
Gruppen werden gelegentlich von Scuorrky betrachtet (BorcHarprs Journal t. 83, 
pag. 300—351), ohne dass dort ihre prinzipielle Bedeutung hervorgehoben würde. 

6. Riemany’s Prinzipien geben zunächst keinen Weg, um eine Funktion, 
deren Existenz man erschliesst, wirklich zu bilden. Man ist daher geneigt, sie 
als unsicher zu betrachten, so gewiss es auch sein mag, dass die Resultate, 
welche aus ihnen folgen, richtig sind. Demgegenüber haben Weierstrass und 
Schwarz bei der von mir berührten Frage der Abbildung von Kreisbogenpolygonen 
wirkliche Bestimmungen der in Betracht kommenden Konstanten durch konver- 
gente Prozesse gegeben. Will man Rrewann’sche Prinzipien gebrauchen, so kann 
man folgenden sehr allgemeinen Satz aufstellen. Es sei ein Polygon gegeben, 
mit einer oder auch mehreren getrennten Peripherien. Das Polygon kann ein 
mehrblüttriges sein, dessen Blätter durch Verzweigungspunkte verbunden sind. 
Jede Peripherie besteht aus einer Anzahl von Stücken; jedes Stück gehe durch 
eine bestimmte lineare Substitution in eins der übrigen über. Dann kann man 
immer eine Funktion konstruiren, welche im Inneren des Polygons beliebige vor- 
geschriebene Unstetigkeiten hat, und deren reeller Theil gewisse vorgegebene 
Periodizitätsmoduln erhält, wenn man von einem Stücke der Begränzung durch 
das Innere des Polygons zum zugehörigen Stücke übergeht. Unter diesen Funk- 
tionen sind insbesondere solehe, welche im Inneren des Polygons durchweg ein- 
deutig sind und auf je zwei entsprechenden Punkten des Randes denselben Werth 
aufweisen?. Der Beweis lässt sich genau demjenigen nachbilden, den Rremann® in 
§ 12 des ersten Theils seiner Aserschen Funktionen für das besondere Polygon 
gegeben hat, das aus » übereinander geschichteten Parallelogrammen besteht, die 
durch 2p—2 Verzweigungspunkte verbunden sind. Dieser Satz, den ich mir 
übrigens erst in den letzten Tagen völlig zurechtlegte, schliesst, so viel ich 
sehe, alle die Existenzbeweise, von denen Sie in Ihren Noten sprechen, als spe- 





1 Vgl. hierzu die Note von ScuorrKy, Über eindeutige Funktionen mit linearen Transfor- 
mationen in sich, Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 299—300. 


2 Pour que ce théorème soit vrai il faut encore ajouter une condition; cf. Über den Begriff 


des funktionentheoretischen Fundamentalbereichs, Math. Annalen, t. 40 (1892), p. 131 — FELIX 
KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CIV, p. 711—720. PorNcan£ fait allusion à cette lettre 
dans son Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes (Acta math., t. 5 (1884), p. 211 — Œuvres, 


Paris 1916, t. 2, p. 404), oit il s'exprime comme il suit: »J’avais, il est vrai, dans les Mathematische 
Annalen, énoncé un résultat particulier sur ces équations irrégulières, mais ce résultat est inexact; 
jamais été trompé par une fausse interprétation d'un théorème de M. KLEIN dont je ne connais — 
sais pas la demonstration«. 

3 Theorie der ABEL’schen Functionen, J. f. d. reine u. angewandte Math., t. 54 (1857), p. 133— 


136 = BERNHARD RIEMANN, Ges. math. Werke, Leipzig 1892, p. 119—122. 
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zielle Fülle oder leichte Folgerungen ein. Übrigens ist mein Satz, wie manches, 
was ich heute schreibe, noch ungenau formuliert; ich müsste zu ausführlich sein, 
wenn ich das vermeiden wollte; Sie werden leicht meine Meinung erkennen. 

7. Lassen Sie mich noch eine Bemerkung über eine andere Ihrer Ver- 
öffentlichungen hinzufügen. Sie sprechen davon, dass die #-Funktionen, .die aus 
der Umkehr der algebraischen Integrale an Kurven vom Geschlechte y entstehen, 
nicht die allgemeinen ihrer Art sind. Dass eben diese Überlegungen in Deutsch- 
land allgemein gekannt sind, kónnen Sie nicht wissen: eine ganze Anzahl jün- 
gerer Mathematiker arbeitet daran, die Bedingungen zu finden, durch welche 
sich die sogenannten Riemany’schen 6-s von den allgemeinen unterscheiden. Da- 
gegen wunderte mich, dass Sie die Konstantenzahl der Rürwaxwschen 6 gleich 
4p +2 angeben, während es doch 3p—3 sein muss. Haben Sie Riemann, die 
betr. Entwickelungen, nicht gelesen? Und ist Ihnen die ganze Diskussion, welche 
Brit und Nüruer im 7. Bande der Math. Annalen pap. 300—307 zum Abschluss 
bringen, unbekannt? 

In der Hoffnung, bald wieder von Ihnen zu hóren, bin ich Ihr hochach- 
tungsvoll ergebener F. Kram. 


VII. 
Caen, 5 Juillet 1881. 
Monsieur, 

J'ai reçu votre lettre que j'ai lue avec le plus vif intérét. Je vous de- 
mande mille pardons de la question que je vous ai posée au sujet du „Geschlecht 
im Sinne der Analysis Situs^. J'aurais pu vous éviter la peine de m'y répondre, 
puisque je trouvais l'explication à la page suivante de votre mémoire. Vous 
vous rappelez sans doute que dans une de mes dernières lettres, je vous deman- 
dais l'autorisation d'en citer une phrase dans une communication où je me pro- 
posais de généraliser vos résultats. Vous ne m'avez pas répondu à ce sujet et 
j'ai pris votre silence pour un acquiescement. J'ai fait cette communication! en 
deux fois, dans les séances du 27 Juin et du 4 Juillet. 

Vous trouverez que nous nous sommes rencontrés sur quelques points. 
Mais la citation que j'ai faite de votre phrase vous sera, je pense, une garantie 
suffisante. 

Permettez-moi, Monsieur, encore une question; où trouverai-je les travaux 





! Sur les fonctions fuchsiennes, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris, t. 2, 
p. 1484—1487 (27 juin 1881); Sur les groupes kleindens, ib. t. 93, p. 44—46 (11 juillet 1881) = 
Œuvres de HENRI Poincaré, Paris 1916, t. 2, p. 19—25. 
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de MM. Scuwarz et Weterstrass dont vous me parlez; d'abord au sujet de ce 
théorème que: 
„Man kann immer die Halbebene so auf ein Kreisbogenpolygon abbilden, 
dass die Punkte I, II, III, 1V, V, welche den 1, 2, 3, 4, 5 auf der Begränzung 
; der Halbebene entsprechen, beliebige 
Lage haben“. Ce théoréme ne m'était 
pas inconnu, car je l'ai démontré dans 
ma communication! du 23 Mai. Mais 
où le trouverai-je dans les travaux de 
mes devanciers? Est-ce au Tome 70 
de Crelle? Où trouverai-je aussi les 





développements dont vous me parlez 
dans la phrase suivante: „Demgegenüber haben Weterstrass und Schwarz bei der 
von mir berührten Frage der Abbildung von Kreisbogenpolygonen wirkliche 
Bestimmungen der in Betracht kommenden Konstanten durch konvergente Pro- 
zesse gegeben*? 

Le théorème que vous me dites avoir découvert m'a beaucoup intéressé. 
Il est clair que, comme vous me le dites, votre résultat contient comme cas par- 
ticulier, ,alle meine Existenzbeweise^. Mais il arrive aprés. 

J'arrive à votre remarque relative aux fonctions abéliennes. Quand j'ai 
parlé de 4p + 2 constantes, il ne s'agissait pas du nombre des modules. J'ai 
dit ceci: »Une relation algébrique de genre y peut toujours être ramenée au 
degré p +1. Une relation de degré p + 1 et de genre p dépend de 4p +2 pa- 
ramétres; car une relation générale de degré p +1 dépend de 





(p+ D œ + 4) paramétres 


Mais il y a: 





a —p points doubles. 
Il reste done 4p + 2 paramètres indépendants. J'ai ainsi, non le nombre des 
modules, mais une limite supérieure de ce nombre, ce qui me suffisait pour mon 
objet. 
Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma respectueuse considération, 
PorNcaRÉ. 


! Sur les fonctions fuchsiennes, ib. t. 92, p. 1198—1200 (23 mai 1881) — Œuvres, t. 2, 
p. 12—15. 


ee 1. 
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IX. 
Leipzig 9. Juli 1881. 
Geehrter Herr! 

In vorlüufiger Beantwortung Ihres Briefes habe ich etwa folgendes zu 
sagen: 

1. Es ist mir ganz recht, dass Sie jene Stelle aus meinem Briefe zitirt 
haben. Bislang besitze ich nur erst Ihre Note vom 27. Juni. Ueber die Be- 
nennung, die Sie dieser Funktionenklasse ertheilt haben, war ich einigermassen 
erstaunt; denn ich habe ja nichts weiter gethan als die Existenz dieser Gruppen 
bemerkt. Was mich angeht, so werde ich weder von ,fuchsiennes* noch von 
,kleinéóennes^ Gebrauch machen, sondern bei meinen „Funktionen mit linearen 
Transformationen in sich“ bleiben. 

2. Was ich über den Werth der Rırwann’schen Prinzipien sagte, war nicht 
scharf genug. Es ist kein Zweifel, dass das ,Drricuier’sche Prinzip^, als über- 
haupt nicht konklusiv, verlassen werden muss. Man kann es aber vollständig 
durch strengere Beweisführung ersetzen. Sie finden das näher ausgeführt in 
einer Arbeit von Schwanz, die ich eben erst in diesen Tagen (zwecks meiner Vor- 
lesung) genauer ansah und in der Sie auch die Angaben über Konstantenbestim- 
mungen finden, die in Borcaarpts Journal (an Arbeiten in Borcuarprs Journal 
müssen Sie jedenfalls Bd. 70, 74, 75 ansehen) nur angedeutet sind; dieselbe steht 
in den Berliner Monatsberichten 1870, pag. 767—795 !. 

3. Der allgemeine Existenzbeweis, von dem ich das vorige Mal sprach, 
gilt natürlich auch für Gruppen, die aus irgendwelchen analytischen (nicht noth- 
wendig linearen) Substitutionen zusammengesetzt sind. Es ist merkwürdig, dass 
in diesem Sinne jede Operationsgruppe Funktionen definirt, die bei ihr unge- 
ündert bleiben. Die ,groupes discontinus^ haben nur das voraus, dass bei ihnen 
zugehörige eindeutige Funktionen existiren, was allerdings sehr wesentlich ist. 
Würde man die hóheren Fülle durch eindeutige Funktionen von mehreren Ver- 
änderlichen beherrschen können, wie man es in dem besonderen bei Riemann in 
$ 12 behandelten Falle vermöge des Jacosıschen Umkehrproblems zu thun pflegt? 

So viel für heute. Ich habe mittlererweile mit Herrn Brunev meine älteren 
Sachen, namentlich auch die Vorlesungshefte von 1877—78 und 78—79 (die ich 
damals habe umarbeiten lassen) durchgegangen und wird Hr. Bnvsrri Ihnen dem- 
nüchst darüber schreiben. 

Hochachtungsvoll 
Ihr ergebener 
Prof. Dr. F. Krzm. 


! H. A. Schwarz, Ges. math. Abh., Berlin 1890, t. 2, p. 144—171. 
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X. 
Leipzig 4. Dez. 1881. 
Sophienstrasse 10/II. 
Sehr geehrter Herr! 

Nachdem ich lange iiber die uns gemeinsam interessirenden Fragen nur 
beiläufig nachgedacht habe, habe ich heute früh Gelegenheit genommen, die ver- 
schiedenen Mittheilungen, wie Sie sie der Reihe nach in den Comptes Rendus 
veröffentlicht haben, im Zusammenhange zu lesen. Ich sehe, dass Sie nun wirk- 
lich zu einem Beweise gekommen sind (8. August): que toute équation différen- 
tielle linéaire à coefficients algébriques s'intégre par les fonctions zétafuchsiennes“ 
und „que les coordonnées des points d'une courbe algébrique quelconque s'expri- 
ment par des fonctions fuchsiennes d'une variable auxiliaire“'. Indem ich Ihnen 
dazu gratuliere, dass Sie soweit gekommen sind, móchte ich Ihnen einen Vorschlag 
machen, der Ihren und meinen Interessen auf gleiche Weise gerecht wird. Ich 
möchte Sie bitten, mir für die Mathematischen Annalen einen kurzen oder einen 
längeren Aufsatz zu schicken, oder, wenn Sie keine Zeit zur Ausarbeitung eines 
solchen finden, mir einen Brief zu schicken, in welchem Sie in grossen Zügen 
Ihre Gesichtspunkte und Resultate angeben. Ich selbst würde dann diesen Brief 
mit einer Anmerkung begleiten, in welcher ich darlegte, wie sich von mir aus 
die ganze Sache stellt, und wie gerade das Programm, welches Sie jetzt aus- 
führen, als hodegetisches Prinzip meinen Arbeiten über Modulfunktionen zu 
Grunde lag. Natürlich würde ich diese Anmerkung Ihnen vor dem Druck zur 
Begutachtung zustellen. — Eine solche Publikation würde Zweierlei erreichen: 
einmal würde, was Ihnen vermuthlich erwünscht ist, das Leserpublikum der Math. 
Annalen auf Ihre Arbeiten mit Entschiedenheit aufmerksam gemacht werden; 
andererseits würden, auch dem allgemeineren Publikum gegenüber, Ihre Arbeiten 
in derjenigen Verbindung mit den meinigen stehen, die nun einmal thatsächlich 
vorhanden ist. Sie werden zwar, wie Sie mir schreiben, diese Beziehungen in 
Ihrem ausführlichen Mémoire auseinandersetzen; aber bis dahin vergeht viele 
Zeit, und es liegt mir daran, dass es auch in den Annalen gesagt wird. 

Ich selbst habe mittlerweile eine kleine Schrift? über ,Rrevanns Theorie 
fertig gestellt, die Ihnen vielleicht interessant ist, weil sie diejenige Konzeption 
der Rremaxxschen Fläche gibt, mit der R. selbst meines Erachtens eigentlich 








1 Sur les fonctions fuchsiennes, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris, t. 93, 
p. 301—303 (8 août 1881). — Œuvres de HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 2, p. 29—31. 

2 FgLIX KLEIN, Über RrEMANNs Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Integrale, 
Leipzig 1882 — Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. XCIX, p. 499—573. 
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gearbeitet hat. Vielleicht hat Ihnen Hr. Bruner davon erzählt. Ich habe mich 
sodann in letzter Zeit mit den verschiedenen Existenzbeweisen beschüftigt, welche 
man an Stelle des Diriourer'schen Prinzip’s gesetzt hat, und habe mich über- 
zeugt, dass die Methoden von Scuwarz in den Berliner Monatsberichten, 1570, 
p. 767 ff. allerdings vollkommen ausreichen, um z. B. den allgemeinsten Satz zu 
beweisen, von dem ich gelegentlich im Sommer schrieb. 


Hochachtungsvoll 


F. Krew. 


8 Décembre 1881 
Paris 
rue Gay-Lussae 66. 
Monsieur, 

Je vous remercie infiniment de l'offre obligeante que vous voulez bien me 
faire et je suis tout disposé à en profiter. Je vous enverrai prochainement la 
lettre que vous me demandez; je vous prierai pourtant de me dire quelle place 
vous pouver lui consacrer dans les Annales. Je sais que la clientèle de votre 
journal est nombreuse et que l'étendue que vous pouvez permettre à chaque 
travail est forcement limité et je ne voudrais pas abuser de votre bienveillance. 
Quand je saurai quelle longueur je puis donner à ma lettre, je vous l'écrirai 
immédiatement. 

J'aurai prochainement l'honneur de vous envoyer diverses notes relatives 
à la théorie générale des fonctions, si vous voulez bien les accepter. 

J'ai lu derniérement le mémoire de Scuwarz dans les Monatsberichte et ses 
démonstrations m'ont paru rigoureuses. 

Veuillez agréer, Monsieur, mes remerciments et l'expression de ma grande 


considération, 
Porncare. 


XII. 
Leipzig 10. Dez. 1881. 
_ Sehr geehrter Herr! 

Es freut mich, dass meine Aufforderung Ihnen angenehm war: voilà une 
loi de réciprocité. Was nun Ihre Anfrage angeht, so will ich vor allen Dingen 
antworten, dass mir Ihr Aufsatz um so gelegener kommt, je rascher er kommt. 
Trifft er noch bis zum 20. dss. ein, so bringe ich ihn noch in das 4. Heft 


Acta mathematica, 39, Imprimé le 20 juin 1923 15 
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des eben erscheinenden 19. Annalenbandes; er wird dann bis Anfang März 
(spätestens) publiziert sein. Was nun den Umfang angeht, so will ich, da Sie es 
wünschen, etwa einen Druckbogen (16 Seiten) in Vorschlag bringen. Das ist 
Raum genug, um das Wesentliche deutlich zu sagen, und doch wieder auch für 
den flüchtigen Leser nicht zu viel. Ich móchte Sie dann bitten, namentlich auch 
über die Methoden Ihrer Beweise die erforderlichen Angaben zu machen, also 
über die Art, wie Sie die in Betracht kommenden Funktionen wirklich bilden, 
usw. Doch alles das beurtheilen Sie besser, als ich es hier vorschreiben 
kónnte. 

Noch Eins! Ist Ihre Adresse jetzt dauernd in Paris? Und wie ist die 
gegenwärtige Adresse von Prcamp? Ich würde glücklich sein, wenn ich auch 
vom letzteren einen Beitrag für die Annalen haben könnte. 


Hochachtungsvoll 


Ihr ergebener 
F. Kien. 


XIIT. 
Paris, le 17 Décembre 1881 
rue Gay-Lussae 66. 
Monsieur, 


J'ai l'honneur de vous adresser le petit travail en question!; je n'ai pas, 
comme vous me le demandiez, exposé succinctement mes méthodes de démon- 
stration. Je n'aurais pu le faire sans dépasser de beaucoup les limites que vous 
m'aviez fixées. Je sais bien que ces limites n'avaient rien d'absolu. Mais d'un 
autre cóté je ne crois pas qu'une démonstration puisse étre résumée; on ne peut 
en retrancher sans lui enlever sa rigueur et une démonstration sans rigueur 
n'est pas une démonstration. Je préférerais donc vous adresser de temps en 
temps une série de courtes lettres ott je démontrerais successivement les résultats 
énoncés où du moins les principaux. Ces lettres, vous en feriez ce que bon vous 
semblerait. 

J'habite en effet Paris, je suis maitre de conférences à la Faculté des 
Sciences. | 

Voici l'adresse de Prcarn: 

Professeur Suppléant à la Faculté des Sciences, rue Michelet 13, Paris. 





' Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions linéaires, Math. 
Annalen, t. 19 (1882), p. 553—564 = Œuvres de HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 2, p. 92—105. 
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Je vous donne par la méme occasion celle d'Appell: 
Maitre de Conférences à l'Ecole Normale Supérieure, 
rue Soufflot 22, Paris. 
Veuillez agréer, Monsieur, lassurance de ma considération la plus distin- 
guée, Potcare. 


XIV. 
Leipzig 13. Jan. 1882. 
Sehr geehrter Herr! 

Ich habe Ihnen noch nicht persónlich für die Übersendung Ihrer Arbeit 
gedankt, mit der Sie mich in der Tat in hohem Grade verpflichtet haben. — 
Wir sind jetzt so weit, dass in den allernüchsten Tagen gedruckt wird. Sie 
werden eine Korrektur bekommen, die ich Sie bitte nach Durchsicht 

„An die Teusner'sche Buchdruckerei 

Leipzig“ 





zurückzuschicken. Wollen Sie dabei insbesondere auch die kurze Erklärung ! 





! Die vorstehend abgedruckte Arbeit des Herrn POINCARÉ resumirt gewisse Resultate, welche 
der Verfasser in einer Reihe aufeinanderfolgender Artikel in den Comptes rendus dieses Jahres 
mitgeteilt hat. Es wird kaum nóthig sein, dieselben der Beachtung der Mathematiker noch be- 
sonders zu empfehlen. Handelt es sich doch um Funktionen, welche geeignet scheinen, in der 
Lehre von den algebraischen Irrationalitäten den ABEL’schen Funktionen erfolgreichen Konkurrenz 
zu machen, und die überdies einen ganz neuen Einblick in diejenigen Abhängigkeiten gewähren, 
welche durch lineare Differentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten bestimmt sind. Indem 
ich Herrn POINCARÉ im Namen der Anualenredaktion den besonderen Dank dafür ausspreche, dass 
er uns vorstehenden Aufsatz hat überlassen wollen, glaube ich ihm nur in dem Punkte entgegen- 
treten zu sollen, dass ieh die von ihm vorgeschlagene Benennung der in Betracht kommenden 
Funktionen als verfrüht bezeichne. Einmal nämlich bewegen sich alle die Untersuchungen, welche 
Hr. ScmwaRZ und ich in der betreffenden Richtung bislang veröffentlicht haben, auf dem Gebiete 
der »fonctions fuchsiennes«, über die Hr. Fucus selbst nirgends publiziert hat. Andererseits habe 
ich über die allgemeineren Funktionen, welche Hr. POINCARÉ mit meinem Namen in Verbindung 
bringt, von mir aus bisher nichts drucken lassen; ich habe nur gelegentlich Herrn Porncaré auf 
die Existenz dieser Funktionen aufmerksam gemacht (siehe Comptes rendus, t. 92 (1881), p. 1481). 
Letzterer Umstand ist aber um so irrelevanter, als sich ein spezieller Fall jener allgemeineren 
Funktionen bereits anderwürts bei Gelegenheit in Betracht gezogen findet, nümlich in der Arbeit 
von Hrn. ScuorTKY im 83. Bande von Bomcnanpr's Journal. Es werden dort (p. 346 ff.) Funk- 
tionen besprochen, welche sich symmetrisch reproduzieren, wenn man einen ebenen Bereich, der von 
lauter getrennten Kreislinien begrenzt ist, an eben diesen Kreislinien spiegelt. Übrigens möchte 
ich auch auf die Dyck’schen Arbeiten im 17. und 18. Bande dieser Annalen sowie insbesondere auf 
dessen demnüchst (in Bd. XX) erscheinende Habilitationsschrift verweisen, wo Gebietseinteilungen 
der allgemeinsten hier in Betracht kommenden Art zu gruppentheoretischen Zwecken verwandt 
werden. — Vielleicht ist es gut, diesen kleinen Bemerkungen noch eine allgemeinere zuzugesellen 
und bei vorliegender Gelegenheit zu konstatieren, dass alle die hier in Frage kommenden Unter- 

15 * 
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durchsehen, welche ich Ihrer Arbeit in dem friiher bereits bezeichneten Sinne 
hinzugefiigt habe, und in der ich, so viel an mir ist, gegen die beiden Benen- 
nungen ,fuchsiennes^ und ,kleinéennes“ protestire, bezüglich letzterer Scnorrkv 
zitiere und übrigens RirwaxN als denjenigen bezeichne, auf den alle diese Unter- 
suchungen zurückgehen. Ich habe mich bemüht, diese Erklärung so maßvoll 
als möglich zu halten, bitte Sie aber, mir umgehend zu schreiben, wenn Sie noch 
eine Abänderung wünschen. Dem Verdienste Ihrer Untersuchungen trete ich 
damit in keiner Weise zu nahe. — Hierüber hinaus habe ich nun aber noch eine 
eigene kleine Arbeit! redigirt, die gleich hinter der Ihrigen abgedruckt werden 
soll. Dieselbe bringt, auch ohne Beweis, einige auf dem betr. Gebiete liegende 
Resultate, vor allem dieses: dass man jede algebraische Gleichung f (w, 2) — 0, so- 
bald man auf der zugehörigen Riemann’schen Fläche p unabhängige Rückkehrschnitte 
gezogen hat, in einer und nur einer Weise durch w= q (n),2z — v (n) auflösen kann, 
wo n eine diskontinuierliche Gruppe von der Art erfährt, wie Sie sie damals im An- 
schluss an meinen Brief zur Sprache gebracht haben. Dieser Satz ist darum so 
schön, weil diese Gruppe genau 3p—3 wesentliche Parameter hat, also ebenso- 
viele, als die Gleichungen des gegebenen » Moduln besitzen. Hieran knüpfen 
sich weitere Überlegungen, die mir interessant scheinen. Um Ihnen dieselben 
möglichst vollständig mitzuteilen, habe ich die Druckerei angewiesen, Ihnen 
auch von meiner Arbeit die Korrektur zuzuschicken, die Sie dann ruhig für sich 
behalten wollen, 

Was die Beweise angeht, so ist das eine mühselige Sache. Ich operire 
immer mit Riemany’schen Anschauungen resp. „geometria situs“. Das ist schwer 
ganz deutlich zu redigieren. Ich werde mir alle Mühe geben, dieses mit der Zeit 
zu tun. Mittlererweile wird es mir sehr erwünscht sein, mit Ihnen hierüber 
und auch über Ihre Beweise zu korrespondieren. Seien Sie überzeugt, dass ich 
die Briefe, welche Sie mir in dieser Hinsicht in Aussicht stellen, mit größtem 
Interesse studiren und dementsprechend eingehend beantworten werde. Wenn 





suchungen, und zwar sowohl diejenigen, welche ein geometrisches Gepräge besitzen, als auch die 
mehr analytischen, die sich auf die Lösungen linearer Differentialgleichungen beziehen, auf RıE- 
MANN’sche Ideenbildungen zurückgehen. Der Zusammenhang ist ein so enger, dass man behaupten 
kann, es handele sich bei Untersuchungen im Sinne des Hrn. POINCARÉ geradezu um die weitere 
Durchführung des allgemeinen funktionentheoretischen Programm’s, welches RIEMANN in seiner 
Doktordissertation aufgestellt hat. 

Leipzig, den 30. Dezember 1881. 

F. KLEIN. 

1 Über eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich (,Das Rückkehrschnitt- 
theorem“), Math. Annalen, t. 19 (1882), p. 565—568 = FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 
1923, t. 3, Nr. CI, p. 622—626. 
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Sie wünschen, dieselben in irgend einer Form zu publizieren, so stehen Ihnen die 
Annalen selbstverstindlich zur Verfügung. 


Hochachtungsvoll 


Ihr ergebener ; 
F. Kur. 


XV. 
Monsieur, 

J'ai recu les épreuves de Teusser, et je vais les lui renvoyer. J'ai lu 
votre note et je ne vois pas qu'il y ait lieu d'y changer quoi que ce soit. Vous 
me permettrez cependant de vous adresser quelques lignes pour chercher à ju- 
stifier mes dénominations. J'attends avec impatience le théorème que vous 
m'annoncez et qui me parait des plus intéressants. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma considération la plus distinguée, 

Porcare. 


XVI. 
Paris, 28 Mars 1882. 
Monsieur , 


Vous avez ajouté à mon travail: 

„Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions liné- 
aires, “ 

une note oü vous exposez les raisons qui vous ont fait rejeter mes déno- 
minations. Vous avez eu la bonté de m'en envoyer les épreuves imprimées en 
me demandant si j'y désirais quelque changement. Je vous remercie de la déli- 
catesse de votre procédé, mais je ne pouvais en abuser pour vous demander de 
taire la moitió de votre pensée. 

Vous comprenez cependant que je ne puis laisser les lecteurs des Annales 
sous cette impression que j'ai commis une injustice. C'est pourquoi je vous ai 
écrit, vous vous le rappelez peut-être, que je ne vous demandais aucun change- 
ment à votre note, mais que je vous demanderais la permission de vous adresser 
quelques lignes pour justifier mes dénominations. 

Voici ces lignes’; peut-étre jugerez-vous convenable de les insörer. A mon 
tour, je vous demanderai si vous désirez que je fasse quelque changement à la 


! Lettre no, XVII. 
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rédaction de cette petite note. Je suis prét à faire tous ceux qui n'altéreraient 
pas ma pensée. 

Veuillez excuser mon importunité et me pardonner ce petit plaidoyer pro 
domo. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma considération la plus distinguée 

| Poincaré. 

Je vous serais obligé si vous voulez bien me dire l'adresse de M. Hurwitz 
à qui je désirerais faire hommage d'un exemplaire de mon travail. 

Je vous serais bien reconnaissant aussi, si vous pouviez m'indiquer les traits 
généraux de la démonstration par laquelle vous établissez le théorème énoncé 
dans votre dernier travail: 

Über eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich. 


XVII. 
Sur les fonctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions linéaires !. 
(Extrait d'une lettre adressée à M. F. Krxiw.) 


Par 
H. Porncaré à Paris. 


..... Vous avez eu dernièrement la bonté de faire insérer aux Mathema- 
tische Annalen (t. XIX, p. 553—564) mon travail sur les fonctions uniformes 
qui se reproduisent par des substitutions linéaires et vous l'avez fait suivre 
d'une note où vous exposez les raisons qui vous font trouver peu convenables 
les noms que j'ai donnés a ces transcendantes. Permettez-moi de vous adresser 
quelques lignes pour défendre mes dénominations, que je n'ai pas choisies au 
hasard ?. 

Si jai cru devoir donner aux fonctions nouvelles le nom de M. Fucus, ce 
n'est pas que je méconnaisse la valeur des travaux de M. Schwarz et des vôtres, 
je suis le premier au contraire, à en apprécier la haute importance. Mais il ne 
m'était pas possible d'oublier les découvertes si remarquables que le savant pro- 





* Cette lettre a été imprimée dans les Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 52—53 et réimprimée 
dans les (Œuvres de HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 2, p. 106—107. 

? Herrn PorNcARÉ's Darlegungen habe ich zunächst nur die eine Bemerkung hinzuzufügen, 
daB ich für mein Teil nach wie vor an der Auffassung festhalte, der ich auf p. 564 des 19. Annalen- 
bandes Ausdruck gegeben habe. Dabei will ich nicht unterlassen, ausdrücklich auf die Note auf 
merksam zu machen, mit welcher Hr. Fucus von sich aus dem auf ihn bezüglichen Passus meiner 
Auseinandersetzung entgegengetreten ist (cf. Göttinger Nachrichten vom 4. März 1882). 

Düsseldorf, den 2. April 1882. 

F. KLEIN. 





1 
4 


Jorrespondance de Poincaré et de Klein. 119 


fesseur d'Heidelberg a publiées dans le Journal de Crelle. Elles sont le fon- 
dement de la théorie des équations linéaires et, sans elles, je n'aurais pu aborder 
l'étude de mes transcendantes qui se lient si directement à cette théorie. Dans 
ses premiers travaux, M. Fucus se place, il est vrai, à un point de vue un peu 
différent du mien et ne se préoccupe ni de la discontinuité des groupes, ni de 
luniformité des fonctions. Mais M. Schwarz, dans ses Mémoires des tomes 70 
et 74 du Journal de Crelle ne s'en préoccupe pas non plus; il en dit quelques 
mots dans un cas trés particulier, dans le mémoire du tome 75 que j'ai cité dans 
ma note. C'est là seulement qu'il se trouve „Auf dem Gebiete der fonctions 
fuchsiennes^. Dans vos belles recherches sur les fonctions modulaires votre 
facon d'envisager les choses différait peu de la mienne, mais vous aviez plutót 
en vue alors l'étude des fonctions elliptiques que celle des équations linéaires, 
Quant à M. Fucus, dans ses mémoires! des tomes 83 et 89 du Journal de Crelle, 
il s'est élevé à un point de vue nouveau et a mis en lumière le lien étroit qui 
unit la théorie des équations différentielles à celle de certaines fonctions uni- 
formes. Ce fut la lecture de ces mémoires qui devint le point de départ de mes 
recherches ?. 

En ce qui concerne les fonctions kleinéennes, j'aurais cru commettre une 
injustice, si je leur avais donné un autre nom que le vôtre. ("est M. Scgorrkv 
qui à découvert la figure qui faisait l'objet de votre lettre, mais c'est vous qui 
avez „ihre prinzipielle Wichtigkeit betont“; comme vous dites à la fin de votre 
savant travail: ,Über eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in 
sich“, 

Quant à ce que vous dites de Rıryans, je ne puis qu'y souscrire pleinement. 
C'était un de ces génies qui renouvellent si bien la face de la Science qu'ils im- 
priment leur cachet, non seulement sur les œuvres de leurs élèves immédiats, 
mais sur celles de tous leurs successeurs pendant une longue suite d'années. 
Riemann a créé une théorie nouvelle des fonctions, et il sera toujours possible 
d'y retrouver le germe de tout ce qui s'est fait et se fera aprés lui en analyse 
mathématique .... 

Paris, le 30 Mars 1882. 


! Sur quelques propriétés des intégrales des équations différentielles, auxquelles satisfont les 
modules de périodicité des intégrales elliptiques des deux premières espèces, J. f. d. reine u. ange- 
wandte Math., t. 83 (1877), p. 13—37; Über eine Klasse von Funktionen mehrerer Variabeln, welche 
durch Umkehrung der Integrale von Lósungen der linearen Differentialgleichungen mit rationalen 


Koeffizienten entstehen, ib. t. 89 (1880) p. 151—169 — L. Fucns, Ges. math. Werke, Berlin 
1906, t. 2, p. 87—114 et p. 191—212. 

* Cf. la Correspondance de Porncaré et de Fuchs, Acta math. 38 (1921), p. 175—157. Voir 
aussi le mémoire de POINCARÉ que nous avons publié dans ce volume. 
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XVIII. 
Diisseldorf, 3. April 1882. 
. Adr. Bahnstrasse 15. 
Sehr geehrter Herr! 

Ihre Zusendung, die ich gestern über Leipzig erhalten habe, traf mich eben 
im Begriffe, Ihnen zu schreiben, um nämlich meine neue Annalennote’, die als 
Korrektur-Exemplar nun wohl bereits in Ihre Hánde gekommen ist, mit ein paar 
Worten zu begleiten. Zugleich erhielt ich die Note von Prof. Focus? in den 
Góttinger Nachrichten. Wenn ich zunüchst betreffs letzterer 2 Worte sagen 
darf, so wäre es diess, daß ich sie für ganz verfehlt bezeichnen muss. Ich habe 
nur behauptet, daß Fuchs nirgends über „fonetions fuchsiennes“ publizirt habe. 
Hiernach ist die zweite der von ihm angezogenen Arbeiten (die ich mir übrigens 
zwecks nüheren Studiums hierher kommen lassen werde) gegenstandslos. Die 
erste subsumiert sich allerdings unter die ,fonctions fuchsiennes“, insofern es sich 
um Modulfunktionen handelt, aber gerade den eigentlichen Charakter der letzteren, 
der in der Natur der singulüren Linie liegt, hat Fucus, bei seinem Mangel an 
geometrischer Anschauung, nicht richtig erkannt, wie bereits Dxprkiwp in Bd. 83 
von Borcuarpr hervorgehoben hat. Was endlich die Insinuation gegen Schluss 
der Note betrifft, als sei ich wesentlich durch Fucus’ eigene Untersuchungen zu 
meinen veranlasst worden, so ist das historisch einfach unrichtig. Meine Unter- 
suchungen beginnen in 1874 mit der Bestimmung aller endlichen Gruppen linearer 
Transformationen einer Veründerlichen. Im Jahre 1876 zeigte ich sodann, daß 
damit das von Fucus damals aufgeworfene Problem, alle algebraisch integrierbaren 
linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung zu bestimmen, eo ipso erledigt sei. 
Die Sache ist also gerade umgekehrt, wie Fucus angibt. Nicht seiner Arbeit 
entnahm ich die Ideen, sondern ich zeigte, daß sein Thema mit meinen Ideen 
behandelt werden müsse. 

Mit Ihrer Darlegung bin ich, wie Sie vermuthen werden, auch nicht ein- 
verstanden. Wenn es sich um die allgemeine Werthschützung der Fucus’schen 
Arbeiten handelt, so werde ich gerne bereit sein, irgend eine neue Funktionen- 
klasse, auf die noch niemand Hand gelegt hat, nach ihm zu benennen, oder auch 





theorem“), Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 49—51 — Fenix KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, 
t. 3, Nr. Cll, p. 627—629. 
? Über Funktionen, welche durch lineave Substitutionen unveründert bleiben, Nachr. d. Ges. 
d. Wiss. zu Göttingen, 1882, p. 81—84 — L. Fucus, Ges. math. Abh , Berlin 1906, t. 2, p. 285—287. 
? Sind dieselben wirklich eindeutig? Ich verstehe nur, daB sie in jedem Wertsysteme, 
welches sie erreichen, wnverzweigt sind. Doch kann ich mich da täuschen. 


—— 
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Funktionen aber, welche Sie nach Fucas benennen, gehörten bereits anderen, ehe 
Sie den Vorschlag zur Benennung machten. Ich bin auch überzeugt, daß Sie 
gerade diesen Vorschlag nicht gemacht hütten, wenn Sie damals (zu Anfang) die 
Literatur gekannt hitten. Sie bieten mir sodann, sozusagen zur Entschiidigung, 
die „fonetions kleinéennes“ an. So sehr ich Ihre freundliche Absicht dabei aner- 
kenne, so wenig kann ich dies akzeptieren, weil es eben eine historische Unwahr- 
heit impliziert. Wenn meine Arbeit im XIX. Bande so scheinen könnte, als hätte 
ich mich in der Tat jetzt besonders auf die „kleinsennes“ geworfen, so mag die 
neue Arbeit in Bd. XX zeigen, daß ich nach wie vor auch die „fuchsiennes“ 
als meine Domaine betrachte. 

Doch genug davon. Ich habe Ihre Note umgehend in die Druckerei ge- 
schickt und nur die eine Bemerkung hinzu gefügt, dass ich für mein Theil an 
meiner früheren Darlegung festhalte (wobei ich zugleich das Publikum ausdrück- 
lich auf die Note von Hrn. Fucus aufmerksam mache). Sie werden in allernächster 
Zeit die Korrektur bekommen und bitte ich sodann, selbige mir hierher (wo ich 
mich während der Osterferien aufhalte) zuzuschicken, worauf ich in der Druckerei 
das Nöthige veranlassen werde '!. Was die Stelle über Scnorrky angeht, so möchte 
ich Sie auf einen nachgelassenen Aufsatz in Rrewany’s Werken, p. 413, aufmerksam 
machen, wo genau entsprechende Ideen entwickelt sind. Es wird allerdings 
schwer sein, zu konstatieren, wie viel der Herausgeber, Hr. Prof. Wrexr, da 
hineingetragen hat. Rremann’s Werke erschienen 1876, Scmorrkv's Dissertation 
1875, später als Aufsatz im Boncnuanpr'schen Journal 1877. Nun ist aber die 
Dissertation von 1875 nur ein Theil derjenigen von 1877 und ich kann aus dem 
Gedüchtnisse nicht sagen, ob die eben hier in Betracht kommende Figur bereits 
in der Ausgabe von 1875 enthalten ist. 

Noch muß ich hinzufügen, daß ich nicht beabsichtige, den Streit wegen 
der Benennungen (nachdem ich Ihrer Erklirung die oben bemerkte Fufnote 
hinzugefügt habe) von mir aus ferner fortzusetzen. Nur wenn ich erneut dazu 
veranlaßt werden sollte, würde ich eine, dann allerdings sehr ausführliche und 
sehr offenherzige Darstellung des ganzen Sachverhalt's geben. Lassen Sie uns 
lieber darin konkurrieren, wer von uns die ganze hier in Betracht kommende 
Theorie am meisten zu fürdern geeignet ist! Ich meine, an meinem Teile durch 
meine neue Note einen gewissen Fortschritt erzielt zu haben. Eine Reihe von 
Theoremen über algebraische Funktionen beweist man vermöge der neuen »-Funk- 
tion sofort, z. B. den Satz, den ich in meiner Schrift über Riewayy nur erst als 
wahrscheinlich bezeichnete, daß nämlich eine Fläche p — 0 niemals unendlich 

! Ihre Note kommt unmittelbar hinter die meinige zu stehen! 


Acla mathematica, 39. Imprimé le 20 jain 1923. 16 
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viele diskrete eindeutige Transformationen in sich besitzen kann (vermöge deren 
sie in eine oo Zahl ,üquivalenter Fundamentalpolygone^ zerlegt erscheinen 
würde) — Dann ferner den Satz, daß sich verschiedene von Pıcarn gegebene 
Sätze von p — O auf den Fall eines beliebigen » übertragen usw. 

Was die Methoden betrifft, durch die ich meine Sätze beweise, so schreibe 
ich davon, sobald ich dieselben noch mehr abgeklärt habe. Können Sie mir 
mittlerweile nicht mitteilen, welches die Ideen sind, die Sie eben jetzt verfolgen? 
Ich brauche kaum hinzuzufügen, daf wir in den Mathematischen Annalen jeden 
Beitrag, den Sie uns geben wollen, mit Freude abdrucken werden. Es wird mir 
sehr viel daran liegen, mit Ihnen in regem Verkehr zu bleiben. Für mich ist 
die lebendige Verbindung mit gleichstrebenden Mathematikern immer die Vor- 
bedingung zur eigenen mathematischen Produktion gewesen. 

Hochachtungsvoll 
Ihr ergebener 
F. Kien. 
Die Adresse von Dr. Hurwitz ist bis auf weiteres: Hildesheim, Langer Hagen. 


XIX. 
Paris, 4 Avril 1882. 
Monsieur, 

Je viens de recevoir voire lettre et je m'empresse de vous répondre. Vous 
me dites que vous désirez clore un débat stérile pour la Science et je ne puis 
que vous féliciter de votre résolution. Je sais qu'elle ne doit pas vous coüter 
beaucoup puisque dans votre note ajoutée à ma dernière lettre, c'est vous qui 
dites le dernier mot, mais je vous en sais gré cependant. Quant à moi, je n'ai 
ouvert ce débat et je n'y suis entré que pour dire une fois et une seule mon 
opinion qu'il m'était impossible de taire. Ce n'est pas moi qui le prolongerai, 
et je ne prendrais de nouveau la parole que si j'y étais forcé; d'ailleurs je ne 
vois pas trop ce qui pourrait m'y forcer. 

Si j'ai donné votre nom aux fonctions kleinéennes, c'est pour les raisons 
que j'ai dites et non pas comme vous l'insinuez, zur Entschädigung; car je n'ai à 
vous dédommager de rien; je ne reconnaitrai un droit de propriété antérieur au 
mien que quand vous m'aurez montré que l'on a avant moi étudié la discontinuité 
des groupes et luniformité des fonctions dans un cas tant soit peu général et 
qu'on a donné de ces fonctions des développements en séries. Je réponds à une 
interrogation que je trouve en note à la fin d'une page de votre lettre. Parlant 
des fonctions définies par M. Fucas au tome 89 de Cretin, vous dites: Sind diese 
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Funktionen wirklich eindeutig? Ich verstehe nur daf sie in jedem Wertsysteme 
welches sie erreichen, unverzweigt sind. — Voici ma réponse, les fonctions étu- 
diées par M. Fucus se partagent en trois grandes classes; celles des deux pre- 
mières sont effectivement uniformes; celles de la troisième ne sont en général 
que unverzweigt; elles ne sont uniformes que si on ajoute une condition à celles 
énoncées par M. Fucus. Ces distinctions ne sont pas faites dans le premier travail 
de M. Fucus; on les trouve dans deux notes additionnelles, malheureusement trop 
concises et insérées l'une au Journal de Borcuarpr 90, l'autre aux Göttinger 
Nachrichten 18801. | 

Je vous remercie beaucoup de votre dernière note* que vous avez eu la 
bonté de m'envoyer. Les résultats que vous énoncez m'interessent beaucoup, 
voici pourquoi; je les avais trouvés il y a déjà quelque temps, mais sans les 
publier parce que je désirais éclaircir un peu la démonstration; c'est pourquoi 
je désirerais connaitre la vôtre quand vous l'aurez éclaircie de votre côté. 

J'espère que la lutte, à armes courtoises, d'ailleurs, à laquelle nous venons 
de nous livrer à propos d'un nom, n'altérera pas nos bonnes relations. Dans 
tous les cas, ne vous en voulant nullement pour d'avoir pris l'offensive, j'espère 
que vous ne m'en voudrez pas non plus de m'étre défendu. Il serait ridicule 
d'ailleurs, de nous disputer plus longtemps pour un nom, ,Name ist Schall und 
Rauch“ et aprés tout ca m'est égal, faites comme vous voudrez, je ferai comme 
je voudrai de mon cote. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma considération la plus distinguée, 

i; PorxcaRE. 


XX. 
Paris, 7 Avril 1882. 
Monsieur, 

J'ai l'honneur de vous renvoyer corrigée l'épreuve de ma lettre?. Main- 
tenant que ce petit débat est terminé et je l'espère pour ne plus se renouveler, 
permettez-moi de vous remercier de la courtoisie dont vous n'avez cessé de faire 
preuve pendant tout le temps qu'il a duré. Veuillez agréer, Monsieur, l'assu- 
rance de ma considération la plus distinguée, 


Porncare. 





! Voir aussi le mémoire de POINCARÉ imprimé dans ce volume p.58 et la Correspondance 
de PoiNCARÉ et de Fucus, Acta math. 38 (1921), p. 175—187. 

? Über eindeutige Funktionen mit linearen Substitutionen in sich (Das Grenzkreistheorem*), 
Math. Annalen, t. 20 (1882), p. 49—51 — Ferıx KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CII, 
p. 627—629. 

? Lettre n? XVII. 
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XXI. 
Leipzig, 7. Mai 1882. 
Sophienstrasse 10. 
Sehr geehrter Herr! 

Vor kurzem las ich Ihre Note in den Comptes Rendus vom 10. April 
18821. Dieselbe hat mich um so mehr interessiert, als ich glaube, daß Ihre 
jetzige. Betrachtungen mit den meinigen auch der Methode nach eng verwandt 
sind. Ich beweise meine Sätze durch Kontinuität, indem ich die beiden Lemmata 
vorausstelle: 1) daß zu jeder „groupe discontinu“ eine Rimmany’sche Fläche zuge- 
hört und 2) daß zu der einzelnen zweckmäßig zerschnittenen Rırıany’schen 
Fläche immer? nur eine solche Gruppe gehören kann (sofern ihr überhaupt eine 
Gruppe zugehört). Die Reihenentwicklungen, wie Sie dieselben aufstellen, habe 
ich bislang noch ganz außer Betracht gelassen. Wie beweisen Sie eigentlich 


die Existenz der Zahl m, für welche absolut konvergiert? Und 


1 

| 2 Gata)" 
haben Sie für dieselbe eine genaue oder nur eine approximative untere Grenze? 

Ich selbst habe mittlererweile den betr. Sátzen wieder allgemeinere Gestalt 
gegeben, und da die Fertigstellung einer Annalennote im Augenblicke, wo ich 
sehr wenig Zeit habe, sich noch etwas hinausziehen muß, so schreibe ich Ihnen 
wieder davon. Im Falle meines ersten Satzes wurde die Gesamtkugel 7 mit 
Ausnahme unendlich vieler Punkte von den wiedererhaltenen Reproduktionen des 
Fundamentalbereiches überdeckt. Im Falle des zweiten Satzes bleibt das Innere 
einer Kreisfläche, aber nur einer einzigen, unbedeckt. Ich habe jetzt die Existenz 
von Darstellungen konstatiert (die für die einzelne Rirwaxw'sehe Fläche wieder 
immer und immer auch nur in einer Weise vorhanden sind), bei welcher unendlich 
viele Kreisflüchen ausgeschlossen werden. In dieser Richtung formuliere ich hier 
nur den allereinfachsten Satz (bei welchem durchaus unverzweigte Darstellung 
der Riemany’schen Fläche vorausgesetzt wird) Sei p = u,+u,+-:-+u,,, wo 
vorab keines der u = 1 sein mag. So nehme man auf der Rmwann’schen Fläche 
m Punkte O,... 0,, und lege von O, in der bekannten Weise 2u, Querschnitte 
A,, Bi; A, Ba; ... Ay, By; von O, 2m, Querschnitte usw. Andererseits kon- 
struiere man auf der y Kugel m auseinander liegende Kreise und innerhalb des 
von letzteren gemeinsam begrenzten Raumes ein Kreisbogenpolygon, das von 
4u, Kreisen begrenzt ist, welche auf dem ersten Fundamentalkreise senkrecht 
stehen, dann ferner von 4u, Kreisen, die auf dem zweiten Fundamentalkreise 





1 Œuvres de HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 9, p. 41—43. 
? D. h. unter den Beschränkungen des jeweiligen Satzes. 
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senkrecht stehen, usw. (also ein Kreisbogenpolygon, das m-fachen Zusammenhang 
hat). Die begrenzenden Kreise werden paarweise in der bekannten Reihenfolge 
A,, B,, A, Bj, A,, B,,... zusammengeordnet und zwar durch lineare Substi- 
tutionen des n, bei denen jeweils der betreffende Fundamentalkreis invariant 
bleibt. Überdies sei das Produkt der betreffenden linearen Substitutionen also 
etwa: A, D, Aj’ By... Aj, By; allemal der Identität gleich. Dann gibt es immer 
eine und nur eine analytische Funktion, welche die zerschnittene Riemann sche Flüche 
auf ein derart beschaffenes Kreisbogenpolygon abbildet. — Der Fall, daß eines der 
u gleich 1 wird, unterscheidet sich nur dadurch, daß dann der zugehörige Funda- 
mentalkreis sich auf einen Punkt zusammenzieht und die entsprechenden linearen 
Substitutionen in diejenigen „parabolischen“ übergehen, welche jenen Punkt fest- 
lassen'. — Doch genug für heute. Wäre es nicht möglich, eine vollständige 
Kollektion von Separatabzügen Ihrer einschlügigen Arbeiten zu bekommen? 
Wenn es angeht, beginne ich nach Pfingsten in meinem Seminare eine Reihe von 
Vortrügen über eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in sich, 
und möchte dabei meinen Zuhörern eine solche Kollektion zur Verfügung stellen. 
Hochachtungsvoll 
lhr 
F. Kur. 


XXII. 
Paris, 12 Mai 1882. 
Monsieur, 

J'ai bien tardé à vous répondre et je vous prie de m'en excuser, car j'ai 
été forcé de faire une petite absence. Je crois comme vous que nos méthodes 
se rapprochent beaucoup et différent moins par le principe général que par les 
détails. Pour les lemmes dont vous me parlez, le premier, je l'ai établi par les 
considérations des développements en séries et vous, à ce que je pense, à l'aide 
du théorème dont vous m'avez parlé dans une de vos lettres de l'année derniöre. 
Pour le second lemme, il ne présente pas de difficulté et il est probable que nous 
l'établissons de la même manière. Une fois ces deux lemmes établis, et c'est en 
effet par là que je commence, ainsi que vous le faites vous méme, j'emploie comme 
vous la continuité, mais il y a bien de manières de l'employer et il est possible 
que nous différions dans quelques détails. 








1 Vgl. Feux Kreis, Neue Beiträge zur RiEMANNschen Funktionentheorie, Abschnitt IV 
(„Das allgemeine Fundamentaltheorem*), Math. Annalen, t. 21 (1532/53), p. 206—212 Ges. math 
Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CII, p. 630—710. 
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Vous me demandez comment j'établis la convergence de la série I) Gara 
J'en ai deux démonstrations mais qui sont toutes deux trop longues pour tenir 
dans une lettre; je les publierai prochainement'. La premiére est fondée en 
principe sur ce fait que la surface du cercle fondamental est finie. La seconde 
exige la méme hypothése, mais elle est fondée sur la géométrie non-euclidienne. 
Quelle est maintenant la limite inférieure du nombre m? C'est m = 2. lei si 
lon suppose » entier on a une limite exacte. En ce qui concerne les séries 
rélatives aux fonctions Zéfafuchsiennes, je n'ai au contraire qu'une limite approxi- 
mative. Ce qui m'a le plus intéressó dans votre lettre c'est ce que vous me 
dites au sujet des fonctions qui admettent comme espaces lacunaires une infinité 
de cercles. J'ai rencontré aussi de semblables fonctions et j'en ai donné un 
exemple dans une ou deux de mes notes. Mais j'y suis arrivé par une voile ab- 
solument différente de la votre. Il est probable que vos fonctions et les 
miennes doivent avoir une étroite parenté; cependant il n'est nullement évident 
qu'elles soient identiques. Je croirais volontiers que votre méthode ainsi que la 


mienne est susceptible d'une généralisation trés étendue et qu'elles conduiraient © 


toutes deux à une grande classe de transcendantes comprenant comme cas parti- 
culiers celles que nous avons déjà rencontrées. 

Vous me parlez de tirages à part de mes travaux. Voulez-vous parler de 
mes notes des Comptes Rendus? Je n'en ai pas fait faire de tirages à part et 
il serait malheureusement difficile maintenant d'en obtenir, au moins pour les 
premières d'entre elles. 

Je vous enverrai prochainement et dés que je les aurai recus les tirages 
à part de deux travaux plus récents; le premier »sur les courbes définies par les 
équations différentiellesc?. Il s'agit d'étudier la forme géométrique des courbes 
définies par les équations différentielles du 1” ordre. Malheureusement la première 
partie de ce mémoire est seule imprimée jusqu'ici et ne contient que les préli- 
minaires. Le second travail a pour objet les formes cubiques ternaires, dont je 
veux faire l'étude arithmétique. J'ai voulu rappeler d'abord certains résultats 
algébriques qui remplissent la 1** partie du mémoire. Cette 1** partie a seule 
été imprimée dans le 50* cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, le reste 
devant paraitre dans le 51° cahier. Cette 1° partie ne vous intéressera donc 
pas beaucoup. Il y a cependant une étude sur les transformations linéaires et 
sur certains groupes continus contenus dans le groupe linéaire à 3 et 4 variables. 





1 Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, Acta math., t. 1 (1882), p. 193—294 — (Œuvres de 
HENRI POINCARÉ, Paris 1916, t. 2, p. 169—257. 
2 J. math. pures appliquées, sér. 3, t. 7 (1881), p. 375 —422; ib. t. 8 (1882), p. 251—296. 
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A propos, je ne me souviens plus si je vous ai envoyé ma thése, ainsi que 
des travaux plus anciens sur les équations différentielles et un travail sur les 
fonctions à espaces lacunaires. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma considération la plus distinguée, 


Poincaré. 


XXIII. 
Leipzig, 14. Mai 1882. 
Sehr geehrter Herr! 

In Beantwortung Ihres eben eintreffenden Briefes möchte ich Ihnen mit 
2 Worten mitteilen, wie ich die ,Kontinuitüt^ verwende.  Freilich nur im 
Prinzip; denn die Ausführung im Einzelnen, die bei der Redaktion viel Mühe 
machen wird, läßt sich jedenfalls mannigfach modifizieren. Ich will mich auf 
den Fall der durchaus unverzweigten 7- Funktion der zweiten Art, wie ich sie 
in meiner Note nannte, beschrünken. Hier handelt es sich vor allem um den 
Nachweis, daß die beiden zu Vergleich kommenden Mannigfaltigkeiten: die 
Mannigfaltigkeit der in Betracht kommenden Substitutionssysteme und anderer- 
seits die Mannigfaltigkeit der überhaupt existirenden Rtemayn’schen Flächen, 
nicht nur dieselbe Dimensionenzahl (67 — 6 reelle Dimensionen) besitzen, sondern 
daß sie auch analytische Mannigfaltigkeiten mit analytischen Grenzen sind (im 
Sinne der von Werersrrass eingeführten Terminologie). Diese beiden Mannig- 
faltigkeiten sind nun infolge des 1. in meinem vorigen Briefe angeführten 
Lemma's (1 — z)-deutig auf einander bezogen, wo z dem 2. Lemma zufolge für 
die verschiedenen Partieen der zweiten Mannigfaltigkeit nur 0 oder 1 sein kann. 
Nun aber erweist sich jene Beziehung als eine analytische und zwar, wie wieder 
aus den beiden Hülfssätzen folgt, als eine analytische von nirgends verschwindender 
Funktionaldeterminante. Hieraus schließe ich, daß x durchweg 1 sein muss. 
Gübe es nümlich einen Übergang von Gebieten mit z = 0 zu solchen mit 
x = 1, so würden den Punkten des Übergangsgebietes wegen des analytischen 
Charakters der Zuordnung bestimmte (wirklich erreichbare) Punkte der anderen 
Mannigfaltigkeit entsprechen und fiir diese müßte dann, dem Bemerkten zuwider, 
die Funktionaldeterminante der Beziehung verschwinden. So weit mein Beweis. 
Einen ganz anderen, doch auch auf Kontinuitütsbetrachtungen beruhenden, teilte 
mir Hr. Schwarz mit, als ich ihn neulich (am 11. April) in Göttingen besuchte. 
Ohne gerade von ihm autorisirt zu sein, meine ich Ihnen doch auch davon 
schreiben zu sollen. Scuwarz denkt sich die Riemany’sche Fläche in geeigneter 
Weise zerschnitten, sodann unendlichfach überdeckt und die verschiedenen Über- 
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deckungen in den Querschnitten so zusammengefügt, daß eine Gesamtfläche 
entsteht, welche der Gesamtheit der in der Ebene nebeneinander zu legenden 
Polygone entspricht. Diese Gesamtfläche ist, sofern man von solchen Attri- 
buten bei unendlich ausgedehnten Flächen sprechen kann (was eben erläutert 
werden muss), im Falle der 4- Function 2. Art (auf die sich Scawarz zunächst 
beschränkte) einfach zusammienhüngend und einfach berandet, und es handelt sich 
also nur darum, einzusehen, dass man auch eine solche einfach zusammenhingende, 
einfach berandete Flüche in der bekannten Weise auf das Innere eines Kreises 
abbilden kann. — Dieser Scnwarz’sche Gedankengang ist jedenfalls sehr schön. — 

Sie fragen wegen der Separatabzüge. Ich móchte Ihnen da vor allem 
natürlich nieht lüstig fallen, und dies um so weniger, als ich mir ja alle Ihre 
Publikationen, mit alleiniger Ausnahme Ihrer Thése, immer verschaffen kann. 
Aber lieb würe mich freilich, eine miglichst vollstindige Sammlung derselben zu 
haben. Wenn Sie mir also einige Sachen zuschicken können (ich besitze noch 
keine derselben), so wird es mir sehr angenehm sein. 

Haben Sie’ vielleicht einmal Lir&'s Theorie der Transformationsgruppen ge- 
lesen? Lim denkt sich die in seine Gruppen eingehenden Parameter immer als 
komplexe Grüssen; es würe interessant zu sehen, wie sich seine Resultate ver- 
vollständigen ließen, wenn man auch solche Gruppen in Betracht zöge, die nur 
durch reelle Wiederholung gewisser co kleiner Operationen entstehen. 

Hermite schickte mir vor längerer Zeit eine Nummer seines lithographierten 
Cours d'Analyse. Wäre es vielleicht möglich (natürlich gegen Bezahlung) das 
Ganze zu bekommen? Ich würde das für mein Seminar in Anbetracht der 
Zwecke, die ich eben jetzt verfolge, mit besonderer Freude begriifen. 

Wie immer 
Ihr ergebenster 
F. Ken. 


XXIV. 
Paris, 18 Mai 1882. 
Monsieur, 

Je n'ai pas besoin de vous dire combien votre dernière lettre m'a intéressé. 
Je vois clairement maintenant que votre démonstration et la mienne ne peuvent 
différer que par la terminologie et par des détails; ainsi il est probable que 
nous n'établissons pas de la méme maniére le caractére analytique de la relation 
qui lie les deux Mannigfaltigkeiten dont vous parlez; pour moi, je relie ce fait à 
la convergence de mes séries, mais il est éóvident qu'on peut arriver au méme 

résultat sans passer par cette considération. 
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Les idées de M. Scuwarz ont une portée bien plus grande; il est clair que 
le théoréme général en question, s'il était démontré, aurait son application dans 
la théorie d'un trés grand nombres de fonctions et en particulier dans celle des 
fonctions définies par des équations différentielles non linéaires. C'est en étu- 
diant de pareilles équations que j'avais été conduit de mon côté à chercher si 
une surface de Riemann à une infinité de feuillets pouvait être étendue sur un 
cercle, et j'avais été amené au probléme suivant, qui permettrait de démontrer la 
possibilité de cette extension: M 

On donne une équation au différences partielles 


.du du . du du du 

a A gg ae ag NU 
et une demi-circonférence AMBO. X, X, X, X, X, À 0 B. 
sont des fonctions données de z et de y; ces fonctions ' Figure 4. 


sont analytiques à l'intérieur de la demi-circonférence et cessent de l'être sur 
son périmètre. Peut-on trouver toujours une fonction w de x et de y satisfaisant 
à l'équation, analytique à l'intérieur de la demi-circonférence, tendant vers 1 
quand le point z, y se rapproche de la demi-circonférence et vers 0 quand il se 
rapproche du diamètre AO 6? Tous mes efforts dans ce sens ont été jusqu'ici 
infructueux, mais j'espère que M. Scawarz qui à si bien résolu le probléme dans 
lé cas plus simple, sera plus heureux que moi. 

Je vous envoie les tirages à part de mes travaux anciens, et j'espère pou- 
voir vous adresser d'ici peu les autres mémoires plus récents que je vous ai 
annoncés et dont je ne saurais tarder à recevoir le tirage à part. 

Quant au cours lithographié de M. Hermie il est édité chez Hermann, 
Librairie des Lycées, rue de la Sorbonne; le prix de l'abonnement est 12 Francs. 
Je ne crois pas que l'éditeur envoie de tirage à part à M. Hermie. 

Veuillez agréer lassurance de mes sentiments les plus dévoués et de mon 
estime sincére, 

Poiscan£. 


XXV. 
Leipzig, den 19. Sept. 82. 
Sophienstr. 10/II. 
Sehr geehrter Herr! 

Im Begriffe, meinerseits eine lüngere Arbeit über die neuen Funktionen 
abzuschließen, habe ich soeben Ihren Aufsatz in Bd. 19 der Annalen noch einmal 
durchgesehen. Es ist da ein Punkt, den ich nicht verstehe. Sie sprechen an zwei 

Acta mathematica. 39. Imprimé le 20 juin 1923. 17 


130 Correspondance de Poincaré et de Klein. 


Stellen (pag. 558 Mitte und pag. 560 unten) von fonctions fuchsiennes^, die nur 
in einem Raume existiren, der von unendlich vielen Kreisen begrenzt ist, welche 
auf dem Hauptkreise senkrecht stehen. Nun kenne ich sehr wohl solche Funk- 
tionen (wie ich Ihnen schon vor einem Vierteljahr schrieb), die unendlich viele 
Kreise als natürliche Grenze haben. Aber an der zugehórigen Gruppe partizi- 
pieren immer solche Substitutionen, welche nur den einzelnen, beliebig heraus- 
gegriffenen Begrenzungskreis invariant lassen. Nun definiren Sie ,fuchsiennes* 
als solche Funktionen, deren Substitutionen sämmtlich reell sind (pag. 552), und 
diese Definition wird durch die Verallgemeinerung auf pag. 557, wo an Stelle 
der reellen Axe ein beliebiger Kreis tritt, nicht wesentlich modifiziert. Die von 
mir gekannten Funktionen fallen also nicht unter Ihre Definition der „fuch- 
siennes“. Ist da ein Mifverstündnis auf meiner Seite oder eine Ungenauigkeit 
des Ausdruck's auf der Ihrigen?! Was meine Arbeit angeht, so beschränke 
ich mich darauf, die geometrische Auffassung darzulegen, vermöge deren ich im 
Riemann’schen Sinne die neuen Funktionen definiert denke. Dabei sind, wie es 
in der Natur der Sache liegt, viele Berührungspunkte auch mit Ihrer geometri- 
schen Auffassung des Gegenstandes. Die allgemeinste Gruppe, welche ich in 
Betracht ziehe, erzeuge ich aus einer beliebigen Zahl ,isolierter^ Substitutionen 
und aus einer Anzahl von Gruppen „mit Hauptkreis“ (der reell oder imaginär 
sein kann oder auch in einen Punkt ausgeartet) durch ,Ineinanderschiebung*. 
Die Theoreme meiner beiden Annalennoten subsumieren sich dann als spezielle 
Fälle unter einen allgemeinen Satz, der etwa so lautet: daß zu jeder Riemann- 
schen Fläche mit beliebig vorgegebener Verzweigung und Zerschneidung immer eine 
und nur eine n-Funktion des betreffenden Typus zugehört. 

Von Mirrac-Lerrier hörte ich, dass Sie eben auch mit größeren Aus- 
arbeitungen? beschäftigt sind. Ich brauche nicht zu sagen, wie sehr es mich 
interessiren wird, darüber Genaueres zu erfahren. Wenn Sie in einem Monate 
in Paris sind, werden Sie meinen Freund S. Lim kennen lernen, der eben ein 
paar Tage bei mir zu Besuch war und der, obwohl selbst bislang nicht Funktionen- 
theoretiker, doch lebhaft sich für die Fortschritte interessiert, die die Funktionen- 
theorie in neuerer Zeit gemacht hat. 

Hochachtungsvoll 
Ihr 
F. Krem. 





1 Cf. Über den Begriff des funktionentheoretischen Fundamentalbereichs, Math. Annalen, 
t. 40 (1892), p. 130—139 — FELIX KLEIN, Ges. math. Abh., Berlin 1923, t. 3, Nr. CIV, p. 711—720. 
? Il s'agit ici des cinq mémoires suivants: Théorie des groupes fuchsiens, Acta math., t. 1 
(1882), p. 1—62. Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, ib. t. 1 (1882), p. 193—294. Mémoire sur les 
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XXVI. 
Nancy, le 22 Septembre 1882. 
Monsieur, 

Voici quelques détails sur ces fonctions dont j'ai parlé dans ma note des 
Annalen et dont la limite naturelle est formée d'une infinité de cercles. Pour 
plus de simplicité dans l'exposition, je prendrai pour exemple un cas trés-parti- 
culier. Supposons quatre points a,b, c, d sur le cercle fondamental et quatre 
cercles coupant orthogonalement celui-ci: le 1” en a et en b, le 2* en b et en v; 
le 3* en c et en d; le 4 en d et en a. On obtient ainsi un quadrilatère cur- 
viligne. Considérons deux substitutions (hyperboliques ou paraboliques) la 1** 
changeant le cercle ab dans le cercle ad; la 2* changeant le cercle cb dans le 
cercle cd. Les „Wiederholungen“ de notre quadrilatère vont recouvrir la sur- 
face du cercle fondamental, ou une portion seulement de cette surface; mais dans 
tous les cas le groupe sera évidemment discontinu. On reconnait aisément que 
le cercle fondamental ne sera recouvert tout entier que dans un seul cas; lorsque - 
les quatre points abcd seront harmoniques et que les deux substitutions (ab, ad) 
et (cb, cd) seront paraboliques. On a affaire alors à la fonction modulaire. Dans 
tous les autres cas, on trouve que les , Wiederholungen* en question ne recouvrent 
qu'un domaine limité par une infinité de cercles. Maintenant le plan tout entier 
peut étre ,abgebildet“ sur notre quadrilatére et de telle facon que deux points 
correspondants du périmétre correspondent au méme point du plan. Cette ,Ab- 
bildung“ définit une fonction n'existant que dans le domaine recouvert par les 
„Wiederholungen“. Mais ici il faut faire une remarque importante. Le groupe 
dérivé des deux substitutions (ab, ad) et (cb, cd) peut être considéré comme 
engendré d'une. autre manière. Considérons quatre cercles C,, C,, C,, C, coupant 
tous quatre orthogonalement le cercle fondamental et ne se coupant pas entre 
eux de facon à être extérieurs les uns aux autres. Soit deux substitutions 
changeant C, en C, et C, en C,; le groupe qui en dérive est évidemment dis- 
continu et siles quatre cercles sont convenablement choisis, il peut étre identique 
au groupe dont il a été question plus haut. La portion du plan extérieure aux 
quatre cercles est une sorte de quadrilatère qui peut être „abgebildet“ sur une 
surface de Riemann de genre 2 et qui engendre ainsi une fonction existant dans 
tout le plan. Voilà donc le méme groupe donnant naissance à deux fonctions 
essentiellement différentes. On peut se poser à ce sujet une foule de questions 
délicates que je ne puis aborder ici. 
groupes kleindens, ib. t. 3 (1883), p. 49—992. Sur les groupes des équations linéaires, ib. t. 4 (1584), 
p.201—311. Mémoire sur les fonctions zétafuchsiennes, ib. t. 5 (1884), p. 209—278 (Euvres de 
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En résumé, vous voyez quil s'agit bien de fonctions n'existant que dans 
un domaine limité par une infinité de cercles et cependant de ,fonctions fuch- 
siennes^ puisque toutes les substitutions du groupe conservent le cercle fonda- 
mental. Chacun des cercles de la frontière est conservé par une des substitutions 
du groupe, laquelle conserve en méme temps le cercle fondamental. Vous savez 
en effet que toute substitution hyperbolique conserve tous les cercles qui passent 
par les deux points doubles. 

J'apprends avec plaisir que vous préparez un grand travail sur l'objet qui 
nous intéresse tous deux. Je le lirai avec le plus grand plaisir. Comme vous 
Va dit M. Mrrrac-Lerrcer je prépare moi-même un travail sur ce sujet; mais vu 
sa longueur, je l'ai partagé en cinq mémoires; 

le 1* qui va paraitre cette année, sur les groupes à substitutions réelles, 
(que j'ai appelés groupes fuchsiens); 

le 21 sur les fonctions fuchsiennes ; j'en acheverai prochainement la rédaction; 

le 3* sur les groupes et fonctions plus générales que j'ai appelées kleiné- 
ennes. 

Dans le 4° j'aborderai un ordre de questions que j'ai laissées de côté dans 
le deuxième mémoire; c'est à dire la démonstration de l'existence de fonctions 
satisfaisant à certaines conditions, par exemple la démonstration de ce fait qu'à 
toute surface de Riemann correspond une semblable fonction et la détermination 
des constantes correspondantes. 

Enfin dans le 5* je parlerai des fonctions zétafuchsiennes et de l'intégration 
des équations linéaires. 

Je dois retourner à Paris aprés-demain; je serai donc là au moment du 
passage de M. Lux. Je serais désolé de perdre l'occasion de voir ce célèbre 
géomètre. Vous avez dû recevoir la première partie de mon travail sur les 
courbes définies par les équations différentielles. Je vous en enverrai prochaine- 
ment le seconde partie; je vous enverrai en méme temps mon mémoire sur les 
formes cubiques. 

Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de ma considération la plus distinguée, 

Poincaré. 








WEIERSTRASS ET SONJA KOWALEWSKY'. 


Par 
G. MITTAG - LEFFLER. 


La funeste année 1870 qui causa à deux grands peuples tant de deuils et 
de larmes, mais qui souleva en méme temps et surexita les passions patriotiques, 
avait bouleversé les tranquilles habitudes du grand analyste des bords de la 
Spree. Weierstrass était alors en passe d'être considéré, tant en Allemagne qu'à 
l'étranger méme, comme le savant qui avait su pénétrer mieux que chacun de 
ses contemporains les énigmes les plus cachées de l'analyse. Trois ans plus 
tard, je vins 4 Paris suivre le cours d'Hermite; je n'oublierai jamais la stupé- 
faction que j'éprouvai aux premiers mots qu'il m'adressa: „Vous avez fait erreur, 
Monsieur, me dit-il: vous auriez dü suivre les cours de Weierstrass à Berlin. 
C'est notre maitre à tous“. Hermite était Francais et patriote; j'appris du méme 
coup à quel degré aussi il était mathématicien. 

Weierstrass avait dü renoncer à son voyage d'été habituel. Il le déplore 
dans une lettre à Koenigsberger du 25 octobre 1870: 

„Hoffentlich wird das kommende Jahr uns friedfertigen Leuten wenigstens 
den ungestörten Genuß unserer Ferien gewähren, deren wir nach der Auf- 
regung der Gegenwart doppelt benötigt sein werden.“ 

ll n'avait commencé ses conférences sur les fonctions elliptiques que devant 
20 auditeurs seulement, alors que, deux ans auparavant, la méme conférence en 
avait réuni 50. 

„Umso schwerer trifft es uns, daß der bis jetzt unbeugsame Wille des 
hohen Senats uns nicht einmal den Ersatz gönnen mag, der uns aus Ihren 
Händen in der Person Ihres bisherigen weiblichen Zuhörers geboten wird und, 
mit den richtigen Gewichtskoeffizienten versehen, vielleicht ein recht wertvoller 
sein möchte.“ 

Sophie Kowalewsky avait été, depuis le printemps de 1869, l'élève de 
Koenigsberger à Heidelberg, mais elle avait en méme temps écouté les lecons de 





! Un extrait de cet article a été publié dans le Compte rendu du deuxième congrès inter- 
national des mathématiciens à Paris 1900, p. 131—153. 
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Helmholtz et de Kirchhoff et aussi fait connaissance avec Bunsen. Avant méme 
d'avoir 20 ans révolus, elle s'était vue transportée dans cette vie intellectuelle 
et élevée qui avait fasciné ses réves de jeune fille. Les lecons du disciple — 
Koenigsberger était bien en effet un des premiers disciples de Weierstrass — lui 
avaient inspiré le désir d'aller s'asseoir aux pieds du maitre lui- méme, pour 
recueillir le savoir de ses propres lévres. Si Weierstrass a eu plus d'un disciple 
qu'il a su enflammer par son enseignement, par sa personne même, nul n'apporta 
en l'approchant un si ardent enthousiasme, une attente aussi fortement tendue 
que Sophie Kowalewsky. 

Or, elle avait vingt ans, et bien qu'elle appartint à une famille de grande 
noblesse ayant un grand train de vie, elle n'avait guére plus d'habitude du 
monde qu'une simple écolière, car l'éclat de sa sœur ainée, de son Anjuta adorée, 
lavait toujours fait placer dans l'ombre. C'est avec modestie et non sans émo- 
tion qu'elle approchait l’homme qui était à ses yeux le plus grand savant de 
notre époque et qu'elle avait résolu d'avoir pour maitre dans la science des 
sciences. Elle apportait à cette résolution une force de volonté qui, aux moments 
critiques de sa vie, dépassait toute mesure. Elle en avait donné une preuve 
quelques années auparavant lors de son mariage par la maniére méme dont elle 
l'avait conclu. Comment était Sonja à cette époque — c'est le nom que lui 
donnérent toujours ses amis depuis ses années d'études — nous pouvons nous 
en faire une idée par une lettre d'une de ses tantes écrite deux ans auparavant, 
le 28 septembre 1868, et ot l'on trouve une déscription de ses noces: 

. ,und zuletzt erschien Sonja, frisch, glückstrahlend und hübsch, wie man 
sich eine Braut nur wünschen kann. In Lisas (Lisa était la mère) Zimmer 
wurde die Brauttoilette vorgenommen: ein einfacher Anzug, in welchem sie 
aber reizend aussah. Ihre schönen Haare fielen in langen Locken auf den 
Nacken herab; ein Kranz von Myrthen und Orangeblüten war auf dem langen 
Tiillschleier befestigt. Kein einziges Schmuckstiick, nichts von Ausputz, aber 
ein so großer Liebreiz, daß alle Anwesenden erklärten, niemals eine so lieb- 
liche Braut gesehen zu haben. Der strahlende Ausdruck verließ sie während 
der ganzen Handlung auf keinen Augenblick, aber es war nicht der Ausdruck 
einer oberflächlichen Regung, sondern die tiefe Überzeugung des wahren Glückes.“ 

Si avec tout le reste de la famille à l'exception d'Anjuta qui avait été du 
complot, la tante lisait à tort dans ,l'expression radieuse* de Sonja le bonheur 
d'un amour naissant, elle ne se trompait pas en interprétant cette expression 
comme le reflet, non pas d'un sentiment fugitif, mais d'une intime conviction de 
vrai bonheur. 

Tels étaient l'état d’äme et la physionomie de Sonja au moment où elle 
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s'engageait dans ce pseudo- mariage dont le seul objet était à ses yeux, de lui 
ouvrir toutes grandes les portes de la science des nombres et de l'espace. On 
se représente aisément, d'aprés cela, ce que fut sa premiere entrevue avec 
Weierstrass. Elle se présenta le visage recouvert par un grand chapeau rabattu 
afin de cacher la timidité de ses 20 ans et l'émotion que lui causait cette épreuve 
qui, à ses yeux, devait décider de son avenir. Weierstrass ne vit rien de ces 
yeux merveilleux à l'éloquence desquels nul, quand elle le voalut, n'a pu résister. 
Il raconte lui-méme deux ou trois ans plus tard, à la suite d'une visite à Heidel- 
berg, comment Bunsen, le vieux célibataire endurci, lui aurait dit, sans savoir 
qu'elle était son élève, que Sonja était „eine gefährliche Frau“. Bunsen aurait 
ajouté, à l'appui de son dire, qu'il s'était promis de ne jamais admettre de femme 
dans son laboratoire, et surtout une femme russe; mais Sonja était venue le 
trouver „und habe ihn so allerliebst gebeten, daß er nicht habe widerstehen 
können und seinem Vorsatze untreu geworden sei“. Il avait alors accordé à une 
des amies et compatriotes de Sonja le privilège demandé. Il circulait à ce moment 
des bruits de toutes sortes et non des plus avantageux sur le compte des ¢tu- 
diantes russes qui avaient leur principale résidence à Zuerich, et Weierstrass 
n'était guère prédisposé en faveur d'une élève qui appartenait peut-être à cette 
catégorie tant décriée. Il ne parait pas avoir eu le moindre pressentiment que 
Sonja düt étre un jour le plus cher de ses disciples, celui qui se rapprocherait 
de lui plus qu'aueun autre. Il demande à Koenigsberger son opinion sur les apti- 
tudes de l'étrangére aux études mathématiques approfondies et s'enquiert égale- 
ment si ,die Persónlichkeit der Dame die erforderlichen Garantien bietet*. Mais 
toutefois il se déclare décidé, en cas de réponse favorable, à poser de nouveau 
devant le consistoire académique, la question de l'accès de Mme Kowalewsky aux 
conférences de mathématiques. 

Le haut consistoire demeura inébranlable, et ce n'est que bien des années 
plus tard, quand Sonja était déjà professeur à l'université de Stockholm, qu'elle 
finit par obtenir au cours d'une visite faite à Berlin en temps de vacances, 
la permission d'assister à quelques lecons de Weierstrass. 

Cependant aux demandes qu'il s'était vu adresser, Koenigsberger répondit 
d'une manière plus que satisfaisante. Mme Kowalewsky réitera ses visites chez 
Weierstrass, fut moins timide et renonca au chapeau rabattu. Elle avait appris 
les fonctions elliptiques au cours de Koenigsberger: Weierstrass lui remit un 
cahier de ses conférences sur les fonctions hyperelliptiques. Il fut si satisfait 
de la capacité qu'elle déploya à pénétrer dans ce sujet, qu'il s'offrit à lui faire, 
à titre privé, le méme cours qu'il professait à l'Université. 

Elle allait régulièrement chez lui tous les dimanches, l'après-midi, et Weier- 
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strass lui rendait sa visite chaque semaine. Dans les intervalles mémes ils durent 
se voir souvent, malgré toute la discrétion que mettait Sonja à ne pas abuser 
des moments de son illustre maitre. Il lui écrit encore le 22 novembre 1872 dans 
un mot adressé chez elle à Berlin: 

,Da ich heute noch nicht wieder lese, so wird es mich durchaus nicht 
angreifen, wenn ich Dir den Weg, der mir jetzt der gangbarste scheint, andeute. 
Sei also unbesorgt, daf Du mir ungelegen kommen mügest, was bei meiner 
lieben Freundin überhaupt niemals der Fall sein kann*. 


Cet enseignement se continua de l'automne 1870 à l'automne 1874. Weier- 
strass était souvent empéché par suite de refroidissements fréquents, et en outre 
Sonja et lui s'absentaient pendant les vacances. 

C'est à ces circonstances que l'on doit une série de lettres de Weierstrass 
à Sonja; il n'y en a pas moins de 41, la première datée du 11 mars 1871, la 
dernière du 18 août 1874. S'il en est dans le nombre qui ont un intérêt scien- 
tifique, elles ont cependant avant tout l'importance de documents biographiques. 
On voit les relations se resserrer de plus en plus entre le maitre et l'éléve et 
Sonja finir par jouer un role considérable dans la vie de Weierstrass. Quand 
elle eut quitté Berlin en automne 1874, la correspondance continua à intervalles 
plus ou moins longs pendant le reste de ses jours. La dernière lettre de Weier- 
strass est datée du 5 février 1890. Cette partie de leur correspondance com- 
prend 37 lettres, dont un certain nombre ont une grande importance scientifique. 
De longtemps cependant on ne saurait les publier intégralement, plus d'une 
opinion et plus d'un jugement y étant formulés sur le compte de personnes 
encore vivantes. Quant aux lettres de Sophie Kowalewsky à Weierstrass, il les 
brüla toutes aprés sa mort ainsi que la plupart des autres lettres qu'il avait 
recues, et probablement aussi plus d'un manuscrit mathématique (ce qui est en- 
core plus regrettable). 


Apres la mort de Sophie Kowalewsky, Weierstrass süt que ses lettres 
étaient entre mes mains, et ne fit aucune objection. J'avais cependant déclaré ne 
vouloir lire ces lettres — j'en connaissais déjà une partie de la dernière époque 
par Sonja elle-même — que dans le cas où je survivrais à Weierstrass. C'est pour- 
quoi cette correspondance n'a pas été mise à la disposition de ma sœur, le 
romancier et dramaturge Anne-Charlotte Leffler, et par là s'explique le peu de 
place qu’elle donne dans sa biographie ! aux relations de Sonja avec Weierstrass. 








1 Anna Charlotta Leffler, Duchessa di Cajanello: Sonja Kowalewsky, hvad jag upplefvat till- 
sammans med henne och hvad hon beráttat om sig sjàlf. Stockholm, Albert Bonniers forlag. 

Traduit en allemand par H. von Lenk: Sonja Kowalewsky, was ich mit ihr zusammen erlebt 
habe und was sie mir über sich selbst mitgeteilt hat. Leipzig, Philipp Reclam jun.; en anglais 
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Elle ne pit en effet ni montrer l'influence capitale de ces relations sur la vie 
de l'héroine ni donner une idée exacte de la valeur mathématique de Sonja. 


Les leçons de Sonja avec Weierstrass commencèrent l'automne 1870. Les 
conférences subirent leur premiére interruption au printemps 1871, par suite de 
laventureux voyage que Sonja entreprit à Paris, en plein siège. La biographie 
d'Anne-Charlotte Leffler raconte cette odyssée. Elle passa encore une fois à 
Berlin le semestre d'hiver 1871—72 en compagnie de sa fidèle et dévouée amie, 
Julia Lermontoff. Les lettres montrent que les lecons embrassaient surtout le 
‘thème favori de Weierstrass, qui devint également par la suite celui de Sophie 
Kowalewsky, savoir: les fonctions abéliennes. Sonja passa la seconde partie 
de l'été 1872 chez ses parents dans leur domaine de Palibino; le séjour à la 
campagne et aussi la certitude de pouvoir enfin poursuivre ses études de prédi- 
lection dans les conditions les plus favorables paraissent avoir eu une influence 
particulièrement bienfaisante sur sa santé, déjà fortement ébranlée par le sur- 
ménage et les émotions. Elle revint à Berlin en octobre, embellie et développée; 
ce n'était plus une timide jeune fille mais bien une dame du grand monde, à 
l'esprit hautement instruit, charmant invinciblement tous ceux qui l'approchaient 
par lintérét de sa conversation. Weierstrass ne parait pas avoir connu jusqu' 
alors les détails curieux de sa vie privée ni les circonstances qui se rattachaient 
à son mariage; mais il semble qu'un soir, le 25 octobre 1872, — on peut fixer 
le date gráce à une lettre de Weierstrass du lendemain — sous le poids de la 
conscience lui reprochant d'apparaitre ainsi dans une fausse lumière aux yeux 
de son paternel ami et maitre, elle lui ait ouvert tout son cœur. Il écrit le 
26 octobre 1872 au matin: 


„Ich habe mich diese Nacht viel mit Ihnen beschäftigt, wie es ja nicht 
anders sein konnte, — meine Gedanken haben nach den verschiedensten Rich- 
tungen hin und her geschweift, sind aber immer wieder zu einem Punkte za- 
rückgekehrt, über den ich noch heute mit Ihnen sprechen muß.  Fürchten Sie 
nieht, dab ich Dinge berühren werde, über die wenigstens jetzt nicht zu reden 
wir übereingekommen sind. Was ich Ihnen zu sagen habe, hüngt vielmehr 
mit Ihren wissenschaftlichen Bestrebungen eng zusammen, — ich bin aber nicht 
sicher, ob Sie bei der liebenswürdigen Bescheidenheit, mit der Sie über das, was 
Sie jetzt schon leisten kónnen, urteilen, auf meinem Plan einzugehen geneigt 
sein werden. Doch das alles läßt sich mündlich besser besprechen. Gestatten 
Sie mir also, obwohl erst wenige Stunden seit unserem letzten Zusammensein, 





par L. von Cassel: Sonja Kowalewsky. Biography and autobiography. I. Memoir. Il. Reminis- 
cences of childhood written by herself. London, Walter Scott, Ltd. 
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das uns einander so nahe gebracht hat, verflossen sind, Sie heute vormittag 
abermals auf ein Stündchen zu besuchen und mich auszusprechen.“ 

Il voulait sans doute conseiller à Sonja d'acquérir par le grade du Docteur 
allemand un témoignage officiel de l’achèvement de ses études. Cette pensée 
semble d'ailleurs avoir été étrangère à Sonja, et si elle y acquiesca finalement, 
ce fut bien plus par considération pour Weierstrass que pour satisfaire un désir 
personnel. La franchise de Sonja vis-à-vis de Weierstrass lui fut plus tard 
d'un grand secours pour l'explication inévitable avec ses parents. Sa mère 
frappée lors d'une visite à Berlin des singularités de ses relations avec son 
mari, avait enfin recu l'aveu du véritable état des choses. Trés émue elle chercha 
à faire valoir qu'aucune personne estimable, en Allemagne du moins, connais- 
sant la vérité, ne voudrait continuer ses relations avec elle. ,Que crois-tu p. ex. 
qu'en dirait Weierstrass, objectaitelle, s'il connaissait la vérité?" „Mais il la 
connaît depuis longtemps déjà“ répondait Sonja. La mère profondément troublée 
n'insista plus. 

Weierstrass avait traité pendant l'automne 1872 entre autres choses le calcul 
de variation, un des thèmes favoris de ses conférences à l'université. Il est re- 
venu 9 fois sur ce sujet. Il y remporta les plus beaux triomphes gráce à sa sa- 
gacité critique et l'art qu'il avait de présenter d'une facon simple et claire les 
raisonnements les plus subtils. Bien que ces conférences soient connues en partie 
par le livre de Kneser, le monde des mathématiciens a néanmoins le droit d'espérer 
que le désir supréme exprimé par Weierstrass sera respecté et qu'on publiera 
bientôt ces conférences toutes entières. Weierstrass avait confié des manuscripts 
détaillés sur ce sujet à H. A. Schwarz qui s'était chargé avec la publication. 
Il faut espérer que ces manuscripts se trouvent parmi les papiers posthumes du 
fécu Schwarz. Weierstrass a également développé devant Sonja la théorie des 
équations différentielles linéaires. À ce sujet il dit dans une lettre du 4 novembre: 

„Über die linearen Differentialgleichungen besitze ich noch zwei vor 
langer Zeit gemachte Aufzeichnungen, die ich meiner lieben Freundin ebenfalls 
überschicke. (In dem Hefte Nr. 2, 4) Zur Vergleichung mit dem gestern Dir 
Vorgetragenen werden sie Dir vielleicht nützlich sein, doch bitte ich Dich, bei 
der Ausarbeitung Dich im wesentlichen so zu fassen, wie ich es Dir angedeutet 
habe. Nur die Zurückführung der höheren Differentialgleichungen auf die 
gestern von mir gewählte Form wirst Du hinzufügen müssen.“ 

Ala vérité Weierstrass avait écrit à deux reprises quelques pages sur la 
théorie des équations différentielles linéaires. La premiére fois en 1861 il avait 
choisi un exposé, semblable à celui employé plus tard par Casorati. Le second 
travail écrit en 1863 est semblable à celle que publia plus tard Hamburger. De 
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très bonne heure, probablement aprés ses premières années d'études, Weierstrass 
avait approfondi la théorie des équations différentielles linéaires à coefficients 
constants. On a trouvé parmi ses papiers posthumes un exposé particuliére- 
ment élégant de cette théorie. Il est bien probable qu'il a dû dès lors entre- 
prendre l'étude des équations différentielles linéaires à coefficients variables. On 
sait qu'il a employé cette théorie dans ses recherches sur les surfaces minima 
limitées par des droites. Lorsqu'à un àge avancé il songea à publier ses travaux, 
il chercha en vain à retrouver les deux exposés de la théorie des équations 
différentielles linéaires. Sophie Kowalewsky se rappelait bien les avoir eus 
entre les mains, mais pensait les avoir rendus à Weierstrass. Ils ont peut-être 
disparu en méme temps qu'un grand nombre d'autres manuscrits. Weierstrass 
avait l'habitude d'emporter dans ses voyages une grande caisse en bois blanc 
contenant des annotations faites par lui sur divers sujets mathématiques. Sonja 
ressentit toujours la plus grande inquiétude pour le sort de ces documents. La 
caisse avait été enrégistrée un certain jour vers 1880 avec d'autres bagages 
mais à l'arrivée elle manquait à l'appel et ne put jamais être retrouvée. D’ail- 
leurs Weierstrass ne tenait pas ses propres papiers et annotations en fort bon 
ordre. Il prétait à droite et à gauche sans s'occuper beaucoup de savoir si on 
lui rendait ce qu'il avait prété. On peut espérer qu'il sera possible encore de 
réunir un grand nombre de manuscrits de Weierstrass, disparus de cette facon. 
S'ils seront mis à la disposition de la rédaction des Acta mathematica, ils 
seront publiés sans retard. 

Bien que les deux exposés, dont il est question dans la lettre à Sophie 
Kowalewsky, soient probablement perdus pour toujours, de quelque facon que la 
catastrophe se soit produite, on peut néanmoins s'en faire une idée assez exacte 
au moyen d'autres annotations qu'on a réussi à retrouver. C'est une particu- 
larité de la facon de travailler de Weierstrass, qu'il recommencait plusieurs fois 
la rédaction de chaque travail, souvent d'après des principes et des raisonnements 
différents, jusqu'à ce qu'il est obtenu une parfaite clarté. Pour lui un simple 
résultat n'avait que peu de valeur. Il voulait pénétrer entièrement et à fonds 
les raisons de ce résultat et il voulait dans chaque cas particulier donner une 
démonstration qui püt étre considérée comme la seule juste et la seule naturelle. 
Ce n'est que lorsqu'il en était arrivé là qu'il jugeait son étude mure pour la 
publication. Mais il lui est arrivé bien de fois de différer encore la publication 
parce qu'il voulait également épuiser d'autres questions voisines. 

Chaque travail devait, avant d'étre publié, se présenter comme un tout 
achevé dans tous les sens. En général les rédactions préliminaires ont été dé- 
truites par Weierstrass lui-möme. Il semble n'avoir conservé de propos déli- 
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béré que les différentes rédactions de la théorie des fonctions abéliennes; parmi 
ses papiers posthumes il s'en trouve jusqu'à 5 exposés différents. 

En examinant avec soin les papiers posthumes de Sophie Kowalewsky, qui 
se trouvaient d'ailleurs dans le plus grand désordre, j'ai réussi à découvrir une 
esquisse préliminaire du traité de 1863 écrite de la main propre de Weierstrass 
et datée par lui. En outre je trouvai une feuille détachée. En examinant les 
papiers laissés par Weierstrass lui-même j'ai reconnu que cette feuille appar- 
tenait à une esquisse du traité de 1861. Parmi les papiers de Sophie Kowalewsky 
il se trouve encore une troisième esquisse de la main de Weierstrass et qui 
faisait probablement partie d'un traité encore plus ancien que les précédents. 
Aucune de ces esquisses n'est achevée et ne possède une forme permettant de 
la comprendre dans le recueil des ceuvres de Weierstrass. Cependant il y 
aurait un grand intérét à les publier à titre de documents. Il en ressort, entre 
autres choses, d'une facon irréfutable, que la célèbre théorie de Weierstrass con- 
cernant ,die Elementarteiler^ dans les formes bilinéaires et quadratiques a son 
origine dans ses travaux sur les équations différentielles linéaires. On y voit 
aussi clairement qu'aucune des questions fondamentales relatives aux équations 
différentielles linéaires qui ont été reprises plus tard n'était étrangère à Weier- 
strass vers 1861—63 à l'exception toutefois des problémes importants que Poin- 
caré a résolus. 

Au printemps 1873 aussi bien Weierstrass et Sonja tombérent malades et 
des lettres furent éóchangées entre eux. Sonja partit pour la Suisse espérant y 
reprendre des forces et Weierstrass lui écrivit des conseils paternels lui enjoi- 
gnant de prendre suffisamment de repos et de laisser là les mathématiques pour 
temps. ll dit le 18 avril 1873: 

,Hast Du wirklich die Absicht, zum 1. Mai wieder hier zu sein, — d. h. 
ich meine, läßt sich diese Absicht ausführen —, so möchte ich Dir den Rat 
geben, bis dahin jede ernste Arbeit zu vermeiden, — wenn es Dir bei dem be- 
wegten Leben, in das Du hineingeraten bist, überhaupt móglich sein wird, an 
eine solche zu denken —, und Deine Kraft für die regelmäßigen Studien aufzu- 
sparen, welche wir nach Deiner Rückkehr wieder aufnehmen werden. Hoffent- 
lich werden wir dann wenigstens so weit gelangen, daf Du in den Sommermo- 
naten das Material zu einer lohnenden Arbeit beschaffst, die Du wührend des 
Herbstes wirst ausführen können. 

Ich habe indessen recht viele Besuche von mathematischen Freunden ge- 
habt, die wührend der Osterferien sich zahlreich hier eingefunden und fast alle 
mehrmals mir einige Stunden geschenkt haben. Namentlich mit Heine aus Halle 
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und Baltzer aus Giefen habe ieh mich unterhalten, mit dem letztern auch 
über die ,Geometrie des endlichen Raumes*, für welche meine übrigen 
mathematischen Freunde — meinen kleinen Liebling, den Du kennst, ausge- 
nommen — wenig Sympathie besitzen. Ich teile Dir dies mit, damit Du nicht 
etwa glaubst, ich sei eigentlich krank, oder so verstimmt, daß darunter das In- 
teresse für das, was mir sonst am Herzen liegt, gelitten habe.* 

La conception qu'avait Weierstrass de la „Geometrie des endlichen Raumes“, 
se retrouve après lui en parties mais non comprise d'une manière satisfaisante dans 
les travaux de Killing. Il semble que dans ses conversations intimes avec Sonja 
il s'est beaucoup occupé de cette question et surtout de la mécanique dans cet 
espace. Sonja garda toujours le plus ardent enthousiasme pour les idées de 
Weierstrass à ce sujet; elle racontait qu'il avait créé toute une mécanique nou- 
velle qui surpassait en simplicité, en clarté et en définition élégante des lois 
naturelles anciennes et nouvelles la mécanique actuellement en vigueur, et qui 
néanmoins n'avait rien de commun avec les travaux d'autres savants dans le 
méme sens. Il ressort d'une lettre de quelques jours plus tard (25 avril) que 
la maladie de Weierstrass avait été cette fois assez sérieuse. 

„Doch hat sich die Befürchtung, die ich anfangs allerdings hatte, daß ein 
früheres Leiden, welches so stórend in mein Leben eingegriffen hat, sich er- 
neuern könnte, als ganz unbegründet erwiesen . .. Gearbeitet habe ich sehr 
wenig und mit geringem Erfolg, wenn ich auch bisweilen den ganzen Tag über 
mich beschüftigt habe, — es wollten weder neue Gedanken kommen noch die 
alten sich so, wie es mir vorschwebt, in Worte fassen lassen.* 

Les relations cordiales qui régnaient au printemps 1873 entre le maitre et 
l'élève ressortent de ce qui suit. Sonja, dans un moment de découragement, ex- 
prime la crainte que ,die Schülerin kónnte ihm, Weierstrass, lüstig werden.“ 


Il répond: 


» .. In allem Ernst gesprochen, liebste, teuerste Sonja, sei versichert, ich 
werde nie vergessen, daf es die Dankbarkeit meiner Schülerin ist, der ich den 
Besitz — nicht meiner besten, sondern meiner einzigen wirklichen Freundin ver- 
danke. Also wenn Du die Gesinnung, welche Du mir bisher bewiesen, auch in 
Zukunft bewahrest, so kannst Du fest darauf rechnen, daß ich Dir auch in 
Deinen wissenschaftlichen Bestrebungen stets treu zur Seite stehen werde.* 

Sonja revint à Berlin en mai 1873 et l'enseignement continua comme au- 
paravant. Au mois d'aoüt Weierstrass alla passer quelque temps dans l'ile de 
Ruegen et Sonja partit pour la Suisse. Il y a de cette époque (20 août 1873) 
une longue lettre de Weierstrass dans laquelle il cerit: 

„Gearbeitet habe ich noch gar nichts, ausgenommen daß ich an Richelot 
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einen ziemlich ausführlichen Brief mit einer gedrüngten Darstellung der Unter- 
suchungen, mit denen ich mich in den letzten Jahren beschäftigt, geschrieben 
habe. Leider habe ich darauf eine sehr traurige Antwort erhalten; Richelot, 
der mir ein so lieber Freund ist, ist schwer erkrankt — chronisch — und meint, 
daß er wohl den letzten Brief an mich schreibe; er geht zwar auf meine Mit- 
teilungen mit lebhaftem Interesse ein, spricht aber hauptsüchlich über seine 
Wünsche inbetreff der Wiederbesetzung seiner Stelle, die er mir dringend ans 
Herz legt.“ 

Weierstrass cite ensuite de la lettre de Richelot le jugement suivant sur 
ses propres travaux au sujet des fonctions abéliennes: 

Gerade daß Sie einen anderen, einen natürlicheren Weg einschlagen in der 
mathematischen Hauptfrage dieses Jahrhunderts als Riemann, Clebsch und Gordan 
und daf Sie ihn bis zu einer klar ausgesprochenen Grenze verfolgen, ist es, 
was für mich von so großer Bedeutung ist. Noch immer bedaure ich, daß Sie 
den zweiten Teil Ihrer ersten Abhandlung (über die hyperelliptischen Funktionen), 
die doch schon das Wesentliche Ihrer Methode enthält, nicht haben erscheinen 
lassen. Weder die Arbeiten Riemanns, noch weniger das Buch von Clebsch und 
Gordan hätten Sie davon abhalten sollen. Doch müssen Sie wohl vollgewichtige 
Gründe dazu gehabt haben.* 

Weierstrass est très enthousiaste de la nature de l’île de Ruegen et de son 
climat, il a souvent pensé à Sonja et désiré qu'elle füt auprés de lui: 

„Wie schön würden wir hier — Du mit Deiner phantasievollen Seele und 
ich angeregt und erfrischt durch Deinen Enthusiasmus — träumen und schwärmen 
über so viele Rütsel, die uns zu lósen bleiben, über endliche und unend- 
liche Räume, über die Stabilität des Weltsystems und alle die an- 
deren großen Aufgaben der Mathematik und Physik der Zukunft. Aber ich 
habe schon lange gelernt, mich zu bescheiden, wenn nicht jeder schóne Traum 
sich verwirklicht.“ 

Il s'inquiéte au sujet de la santé de Sonja: . 

„Aufgefallen, liebste Freundin, ist es mir, daß Du in Deinem letzten Briefe 
über Dein Befinden ganz schweigst. Das könnte mich allerdings insofern be- 
ruhigen, als man, wenn man sich ganz wohl fühlt, darüber eben nicht spricht; 
aber Du weißt, daß ich kein Freund von negativen Beweisen bin, die niemals 
volle Befriedigung gewühren. Ich bitte also um direkte Angabe.* 

Sonja revint à Berlin vers la fin d'octobre 1873 et l'enseignement de Weier- 
strass reprit son cours. Cependant il devint recteur de l'université pendant 
l'année universitaire 1873—74 et les devoirs de sa fonction l'obligeaient à être 
extrémement économe de son temps. Néanmoins il parait avoir trouvé dans la 
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société de Sonja la meilleure récréation aprés ces travaux, qui avaient peu de 
charmes pour lui. Le 19 novembre il lui envoie: 

, ..eine ganze Serie von ,Liedern ohne Worte*, welche sich sámtlich auf 
die geradlinig begrenzten Minimalflächen beziehen. Ich habe die einzelnen Blätter 
gleich gestern abend zusammengesucht; sie repräsentieren verschiedene Stadien 
der Untersuchung, sodaß das schließlich Bleibende nicht so sehr umfangreich 
sein wird. Ich bitte aber, sie genau in der Aufeinanderfolge , in der sie liegen, 
erhalten zu wollen, zumal da sie ohne mündliche Erläuterung Dir doch wohl 
unentzifferbar sein werden. Ich wollte sie aber sofort Deinen Händen anver- 
trauen, damit sie bei mir nicht wieder durcheinander kommen. 

Damit wir aber die Zeit vorher nützlich anwenden, so würde es mir lieb 
sein, wenn Du Dich in das gestern Dir Mitgeteilte einigermaßen schon heute 
einstudiert hättest; wir könnten dann unmittelbar daran anschließen und viel- 
leicht schon am nächsten Sonntag mit der Entwicklung der linearen Differen- 
tialgleichung, zu welcher das zu lösende Problem führt, fertig werden. Dann 
kommt allerdings noch einiges die Theorie solcher Differentialgleichungen überhaupt 
Betreffende zur Sprache, was notwendig ist, um die Natur der unter den Koef- 
fizienten der Gleichung bestehenden transzendenten Relationen ins Licht zu 
setzen. Diese Relationen fehlen bei Riemann ganz, und dies ist einer der Haupt- 
mängel seiner Theorien.“ 

Dans une lettre du 6 décembre 1873 qui contient diverses additions a sa 
dernière leçon, il écrit: 

„In Beziehung auf das bei unserem letzten Zusammensein Besprochene habe 
ich Dir noch etwas Interessantes mitzuteilen. Wir haben bis jetzt angenommen, 
daB die Funktion g(s) lauter imaginüre und ungleiche einfache Faktoren habe. 
Das Letztere ist aber nicht notwendig. Denn alle Multiplikations- und Divisions- 
Gesetze bleiben bestehen, wenn man, ohne über die Beschaffenheit von q (s) ir- 
gend eine Annahme zu machen, die Multiplikation zweier komplexer Zahlen 

fe) = ae +, €, *** + Gars Er 

g(e) = b, e+ b, 8, t + Bar-ı Cor 
so erklärt: es ist 

f()g(e) = AO) = hehe: NEM 
wenn f (s) g(s) — ^(s) durch g(s) teilbar ist. Wenn nun jede Gleichung 
F(z,e) = 0 

oder 

fale)" + f (amt + fl) = 0 
lösbar sein soll, so ist notwendig, dab p(s) (als gewöhnliche Funktion von s 


betrachtet) für keinen reellen Wert von s verschwinde, — aber es ist auch nur 
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diese Bedingung erforderlich. Hat aber g(s) gleiche Faktoren, sodaß 


Vu 


p(s) = (E sth)" .. (SEE s+1,) 


ist, wobei die 5, / reell sind und v,--»,--... = r ist, so modifiziert sich der 
Satz über die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung, und es ist dieselbe nicht 
mehr gleich »' wie in dem Falle, wo v,, v, ... sämtlich gleich 1 sind. Nun, meine 


liebe Schülerin, denke einmal darüber nach, wie muß g (s) beschaffen sein, — d.h. 
welches Multiplikationsgesetz muB man annehmen, damit die Gleichung nten 
Grades nur allgemein x Wurzeln habe?“ 

La théorie de Weierstrass sur les nombres complexes avec » unités princi- 
pales ne fut publiée qu'en 1884. Relativement à cette théorie Weierstrass m'écrit 
le 7 juin 1880: 

„Ihre Anfrage, wann ich zuerst über die allgemeinen komplexen Zahlen 
etwas vorgetragen habe, beantworte ich dahin, daß dies im Wintersemester 
1861—62 geschehen ist; ein Herr Schütz hat aus meinem damaligen Vortrage 
einiges veróffentlicht, ohne seine Quelle zu nennen. Dann habe ich zweimal im 
Seminar den Gegenstand ausführlicher behandelt. Dem ersten dieser Vortrüge, 
über den Herr Kossak eine ziemlich schlechte Mitteilung, in der gerade das 
Wesentlichste fehlt, publiziert hat, wohnte auch Herr Hatzidakis bei, der dann 
später selbständig über den Gegenstand Untersuchungen gemacht hat. Herr Hettner 
besitzt, wie ich glaube, eine Ausarbeitung eines spüteren Vortrags. Mich hatte 
die Schlußbemerkung der Gaußischen kurzen Mitteilung über die Bedeutung der 
komplexen Zahlen (in der Selbstanzeige seiner Untersuchungen über die biqua- 
dratischen Reste) zu einem nähern Eingehen auf die Sache angeregt.“ 

Tout cela caractérise la méthode de travail de Weierstrass. Il fait de 
conférences sur des recherches si importantes en 1861 et ne les publie qu'en 
1884. Et encore nous devons probablement cette publication à l'insistance de 
M. Schwarz. Le 6 mai 1874 Weierstrass écrit: 

»Inbetreff des am Sonntag besprochenen Gegenstandes kann ich Dir jetzt 
folgendes mitteilen. 

Es sei A eine reelle Veründerliche und f (4) eine Funktion derselben, welche 
nur folgenden Bedingungen unterworfen ist: 

1) Sie soll bei endlichen Werten von A, d.h. wenn man diese Größe 
zwischen zwei beliebigen endlichen Größen 4, 2, einschließt, nicht unendlich groß 
werden; 

2) sie kann an beliebig vielen, auch an unendlich vielen Stellen unstetig 


dg 
oder unbestimmt sein, aber in der Art, daß das Integral f(A)dA unter Zu- 
ay 
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grundelegung der Riemannschen Erklürung einen Sinn hat. (S. Riemanns Abhand- 
lung über die Fouriersche Reihe). 

3) Wenn 4 sich den Grenzen — ©, + oo nähert, so braucht f (4) nicht endlich 
zu bleiben, muß aber so beschaffen sein, daß 


log If (4)] 
y 


für À — - oo verschwindet. (Das ist z. B. der Fall, wenn / (2) unendlich wird 


wie eine positive Potenz von 4 oder wie TH wo «, B positive Grófen sind und 
p<2 ist. 

Alsdann gilt folgender Satz. Es seien u, v, w komplexe Veränderliche, von 
denen die erste der Bedingung unterworfen ist, daß ihr reeller Teil stets po- 
sitiv sein soll, so hat das Integral 


Et (ui? + 01 + qo) 
-— v w 
n f (aye dà 
— OO 


bei endlichen Werten von u, v ,w stets einen bestimmten, ebenfalls endlichen 
Wert und ist eine reguläre Funktion von w, v, »w. Dieselbe kann also, 
wenn u’, v’, w' irgend ein System bestimmter Werte von w, v, w ist, nach ganzen 
positiven Potenzen von w— w', v — v', w— w' in eine Reihe entwickelt werden, 
welche stets konvergiert, wenn « so nahe bei w' angenommen wird, daß in allen 
andern Werten dieser Größe, die denselben Abstand von w' haben, der reelle 
Teil positiv ist. 
Diese Reihe wird ferner erhalten, wenn man 


f (4)e 
nach Potenzen von u—w', v —v', w—w' entwickelt und darauf jeden 
Koeffizienten der so entstehenden Reihe von —co bis +00 integriert. 

Dieser Satz, angewandt auf das Integral 


— (ui? + vd + ww) 


To RA 
p(z, t) —— 


1 1 Î : At 
— À) lA, 


=— OO 


lehrt, daß dasselbe, wenn die Größe / der Bedingung unterworfen wird, daß ihr 
reeller Teil stets positiv sei (also auch der von +); während x unbeschränkt 


veränderlich ist, in eine beständig konvergierende Reihe von der Form 


a? 
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entwickelt werden kann, worin ,(¢), ,(é),... reguläre Funktionen von / sind. 
Es genügt ferner (x, f) der Differentialgleichung 
9g (a, t) foe 0* g (z, t) 
ot 00° 
in dem ganzen Bereich (a, ¢), für welchen die Funktion definiert ist. 
Der Beweis des aufgestellten Satzes ist sehr einfach; auch läßt sich ein 
viel allgemeinerer begründen, der zeigt, wie aus ganz willkürlichen Funktionen 


einer reellen Veränderlichen A analytische Funktionen komplexer Größen abge- 
a 





leitet werden können. 

Über alles dies und manches daran sich Knüpfende mündlich Weiteres und 
Näheres. 

Du siehst, teuerste Sonja, wie Deine — Dir so einfach scheinende — Be- 
merkung über die Eigentümlichkeit partieller Differentialgleichungen, daß eine 
unendliche Reihe einer solchen Differentialgleichung formell genügen kann, 
ohne doch für irgend welche Wertsysteme ihrer Veränderlichen zu konvergieren, 
für mich der Ausgang von Untersuchungen, die viel Interessantes haben und 
manche Aufklärung verschaffen, geworden ist. 

Ich wünsche, daß meine Schülerin auf diese Weise fortfahren möge, ihrem 
Lehrer und Freund ihren Dank zu betätigen.“ 

Je ne m’occuperai pas ici de la partie mathématique de la communication 
de Weierstrass. Je ferai seulement remarquer que des envieux ont essayé de 
faire eroire, que Sonja, en rédigeant sa these de doctorat, n’avait pas été aussi 
indépendante qu'elle aurait dü l'étre, et qu'elle devait à Weierstrass plus qu'elle 
n'avouait elle-méme. Les propres paroles de Weierstrass nous sont aujourd'hui 
une preuve du contraire. ; 

La démonstration que l'équation différentielle 

Op (2,0) 77 o 16283) 
ot 0x” 
est satisfaite formellement par une série de puissances qui ne converge pour aucun 
système de valeurs des variables indépendantes, était une des parties les plus 
originales de la thése et était à cette époque une découverte de haute impor- 
tance. Je reviendrai plus loin sur une autre remarque de Weierstrass à ce 
sujet. Les paroles simples et cordiales de Weierstrass nous montrent mieux 
que tout commentaire le genre des relations qui existaient entre le maitre et son 
élève dévouée. Il écrit encore le 9 mai: 
„Eine kleine Aufgabe. Die partielle Differentialgleichung 
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hat ein partikulüres Integral 
1 : 
p = (uty F(u), u = —— (@—4) 
Vut 
wo A, u, v willkürliche Konstanten bezeichnen und 7'(w) der Diffentialgleichung 


FE" (u) -- 3uu P" (u) - uv.F(w) = 0 


genügen muß. Welches ist die allgemeine Lösung dieser Gleichung * 


Für u — 1, v — 1 kann man setzen 
u? 
riu d 
F(u) = f (Ae 
und erhält aus dem partikulären Integral 
21-1 
Lum ACER 
Vt 
das allgemeine 
Lob (em 
AS £0) Pe idi 
Vt 


Wenn aber / (A) für unendlich große Werte von À in stärkerem Maße un- 
endlich wird als die Funktion 
— ch 
e 


bei beliebig kleiner Konstante c, so hat der vorstehende Ausdruck keinen Sinn. 
Bekommt man vielleicht in diesem Falle durch Anwendung einer allgemeinen 
Funktion F(w) die der aufgestellten Differentialgleichung bei anderen Werten 
der Konstanten genügt, einen brauchbaren Ausdruck? Oder ist die willkürliche 
Funktion notwendig an die Beschränkung gebunden, daß 
log| LE =; 
werden muß für À — + oo?* 
Sonja reçut en automne 1874 „in absentia^ son diplom de docteur à Goet- 
tingen. Dans la biographie qu'elle présenta, à cette occasion, à l'université de 
Goettingen, elle donne un coup d'œil sur sa vie précédente: 


» Vita. 
Sophia de Corvin Krukovskoy nata sum ao. h. s. LI Moscoviae, patre Ba- 


silio, qui vice fungitus legati in exercitu Russorum, matre Elisabeth e Schuber- 
tiana gente, quibus adhue viventibus ex animo laetor. 
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Nomen meum hoc gentilicium ao. LX VIII Waldemaro de Kowalewky, phi- 
losophiae doctori, nupta eius nomine mutavi. 

Fide instituta sum graeco-catholica. 

Per teneram aetatem, cum vel Petropoli vel in patris villa quae Palibino 
vocatur, degerem, publicis magistris non sum tradita, sed domi a paedagogis 
litterarum elementa accepi. Inde autem a quintodecimo aetatis anno mathematica 
potissimum amplexa, geometriae atque arithmetices quae vocatur analytica ru- 
dimenta, nec non rationum differentialium et integralium initia didici. His quae 
in deliciis habebam litteris ut totam me traderem, vero anni h. s. LVIII comi- 
tante marito Heidelbergam petii, ubi cum Koppii universitatis litterarum tune 
temporis Prorectoris illustrissimi benificio ut scholis mathematicorum interessem, 
mihi esset permissum, per trià semestria vv. cll Du Bois-Reymondium, Helm- 
holeium, Kirchhoffium, Koenigsbergerum de mathematicis et physicis docentes 
audivi, atque etiam exercitationes suas physicas atque mathematicas a me fre- 
quentari passi sunt Kirchhoffius atque Koenigsbergerus, quos ut praeceptores 
meos omnes pio gratoque animo semper colam. 

Inde mens. octobr. anni LXX Berolinum transmigavi ibique cum scholis 
publieis per leges academicas mihi non liceret adesse, eximiam experta sum li- 
beralitatem Weierstrassii v. d. qui quattuor per annos consilio suo atque auc- 
toritate me adiuvit, me non solum iis artibus imbuens quos publice solet audien- 
tibus tradere, sed etiam multas res quas nondum evulgavit mecum liberalissime 
communicans. Pro his summis de me meritis atque beneficiis ei nunquam satis 
magnam me habere posse gratiam sentio. 

In patriam reditura auctore carissimo meo praeceptore ordini philosophorum 
Gottingensi amplissimo studiorum meorum primitias, duas videlicet commenta- 
tiones quarum altera ad theoriam aequatiorum differentialium partialium pertinet, 
altera vero problema quoddam physicae mathematicae tractat, offerre audeo; 
quibus probatis ut summi in philosophia honores in me conferantur rogo. 


En septembre 1874, Sonja retourna en Russie. Son système nerveux était 
fortement attaqué par le travail forcé des dernieres temps et elle avait besoin 
de calme et de repos. Ce traitement est aussi fortement recommandé par Weier- 
strass dans une lettre du 21 septembre 1874: 


„Aus eigener Erfahrung weiß ich, wie elend es einen Menschen machen kann, 
den Kopf voll Probleme zu haben und wegen Mangels an physischer Kraft sie 
nicht bewältigen zu können.“ 

Il pense que, si elle veut suivre ses conseils, la photographie qu'il espère 
recevoir ressemblera 
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» ++ dem Bilde, das aus der Zeit, wo Du vor zwei Jahren aus Deiner 
Heimat wiederkamst, in meiner Erinnerung lebt.“ 

Weierstrass avait fait un voyage de trois semaines avec ses sceurs: 

,Am Rhein habe ich recht in Jugenderinnerungen geschwelgt; wie schin 
würde es sein, wenn es mir vergünnt würde, dieselbe Strecke noch einmal in 
Begleitung der teueren Freundin, die ein gütiges Geschick mich noch in spüten 
Jahren finden ließ, zu durchreisen. Seltsam war es mir zu Mute, als ich einen 
Spazierweg wieder aufsuchte, den ich vor vielen Jahren mit einem Freunde durch- 
wanderte, der mich damals bestimmte, endlich einen schon längst ins Auge ge- 
faßten Entschluß, Mathematiker zu werden, zur Tat werden zu lassen. Denn 
nur auf diesem Wege werde ich eine Zukunft haben, — er selbst hoffe als wissen- 
schaftlicher Jurist einen Platz in der Gelehrtenrepublik sich zu erringen. Nun, 
ich habe mein Ziel im Auge behalten und bin mit dem Erreichten zufrieden, 
wenn auch nicht alle Blütenträume reiften; mein damaliger Freund gab später 
die mit glänzendem Erfolge betretene wissenschaftliche Laufbahn auf, um im 
praktischen Staatsdienst rascher vorwürts zu kommen; er bekleidet jetzt eine 
bedeutende Stelle, ist aber ein so arger Frómmler und politischer Reaktionär 
geworden, daß zwischen ihm und mir kein Verständnis mehr möglich ist.“ 

A Heidelberg, Weierstrass avait renoué les liens d'amitié qui le rattachaient 
à Kirchhoff et qui ne se relachérent plus. 

„Am meisten habe ich mit Kirchhoff verkehrt und hoffe auch von unserem 
jetzigen Zusammensein dauernden Gewinn zu haben. Ich habe nämlich einen 
Plan, ihn doch nach Berlin zu bringen, — in einer Stellung an der Akademie, 
die ihm die nötige Muße geben wird, ein vollständiges System der mathematischen 
Physik auszuarbeiten. Dadurch würde der Wissenschaft ein wesentlicher Dienst 
geleistet werden und ihm selbst auch; denn die Heidelberger Verhältnisse sagen : 
ihm nicht mehr zu und ebensowenig die Beschüftigung mit der Experimental- 
physik. Über die Bedingungen, unter denen er hierher kommen will, bin ich mit 
ihm einig geworden, und ich hoffe zuversichtlich, daß sich dieselben werden er- 
füllen lassen.* 

Une longue lettre en date du 15 octobre, qui contenait ,eine mathematische 
Beilage“ à laquelle Weierstrass parait avoir attaché une certaine importance, 
ne parvint jamais à son adresse. Il s'en plaint dans une lettre du 12 janvier 
de l'année suivante 1875: 

„Daß mein Brief aus der Mitte des Oktober verloren gegangen ist, nebst 
der Beilage, ist mir sehr unangenehm; ich weiß aber nicht, wie es wieder zu 
erlangen ist.“ 

Le 16 decembre 1874 Weierstrass répond à une lettre de Sonja dans laquelle 
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elle avait raconté la part active qu’elle avait commencée 4 prendre dans la vie 
mondaine de St. Pétersbourg. 

„Im übrigen habe ich von vornherein darauf gerechnet, daß Du in den 
ersten Monaten Deines Petersburger Aufenthalts nach so langer Entbehrung alles 
geselligen Verkehrs nicht zu stetiger und ernster Arbeit kommen würdest, und 
ich bin, wenn Du mir schreibst, daß dem wirklich so sei, nicht einmal sehr un- 
zufrieden damit, teils in der Überzeugung, daß einige Zerstreuungen nach der 
vorangegangenen langen Arbeit Deinem körperlichen Befinden nicht zum Nach- 
teil gereichen werden, teils in der zuversichtlichen Erwartung, daß Dein ernster 
Sinn, Deine Begeisterung für ideale Bestrebungen nicht allzulange die Enthal- 
tung von wissenschaftlicher Arbeit Dich werden ertragen lassen. Überlasse Dich 
also getrost, solange Du selbst Gefallen daran findest und nicht etwa blof 
äußeren Einflüssen nachgibst, den Dir ungewohnten Genüssen des großstädti- 
schen Lebens; ich weiß, Du wirst der Wissenschaft nicht untreu werden, und 
der Schaffensdrang in Dir, mag er auch zeitweise einer erklärlichen Erschlaf- 
fung Platz machen, wird stets umso intensiver wieder aufleben. Freilich, das 
leugne ich nicht, einer Anregung und Aufmunterung wirst Du nicht selten be- 
dürfen.“ 

Le 15 octobre Weierstrass était enfin délivré de la charge de recteur d’uni- 
versité : 

„Ich empfand, nachdem ich vom 15. Oktober wieder ein freier Mann ge- 
worden, eine solche Sehnsucht nach mathematischer Beschäftigung, daß mir die 
letzten beiden Monate wie im Fluge vergangen sind und ich heute mich zu 
irren glaubte, als ich, einen notwendig zu beantwortenden Brief in die Hand 
nehmend, denselben vom 19. Oktober datiert fand. Was den Erfolg meiner 
Arbeit angeht, mit dem ich nicht ganz unzufrieden bin, so will ich Dir einiges 
davon mitteilen. | 

Zunüchst hatte ich, mit Rücksicht auf meine Vorlesungen, eine Lücke in 
der Funktionentheorie aufzufüllen. Du weißt, es war bisher folgende Frage un- 
erledigt: Gibt es, wenn eine unendliche Reihe von Größen 


di, Ug, Ag, «++ CO 


beliebig angenommen wird, stets eine transzendente ganze Funktion einer Ver- 
änderlichen z von der Beschaffenheit, daß dieselbe für æ = a,, a,,... ver- 
schwindet — und zwar so, daß die zugehörige Ordnungszahl für jede dieser 
Größen gleich 2 ist, wenn dieselbe Amal in der Reihe vorkommt —, für jeden 
andern Wert von z aber nicht? 

Notwendig für die Beantwortung dieser Frage in bejahendem Sinne ergibt 
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sich sofort die Bedingung, daß a,, sobald » eine gewisse Grenze überschreitet, dem 

absoluten Betrage nach beständig größer sein muß als eine willkürlich gegebene 

Größe; ich konnte aber bisher nicht beweisen, daß die Erfüllung dieser Bedin- 

gung genügend sei. Die Frage erledigt sich jetzt durch folgenden Satz: 
Man ordne der gegebenen Reihe 


05, AR 03 304-75 


von der ich zunächst annehme, daß keines ihrer Glieder Null sei, eine Reihe 
ganzer positiver Zahlen (die Null als solche gerechnet) 


Ie noce EAS. 


dergestalt zu, daf die Summe 


BN Ne tO 
(eu ae) et be 


in der A, den absoluten Betrag von a, bedeutet, bei jedem positiven Wert von 
x einen endlichen Wert habe. Dies ist stets möglich; namentlich kann man 


vy, = 0, », = 1,» 22,...,»,— n—]1,... 
nehmen. Ferner setze man 


E(x), = 1-2 
E (2), >= (1—2)e* 


E(x), = (1—#x)e 


mss at = 
E(x) = (1-—2o)e ? ? 


oo 
3c) 
„u An In 


für jeden endlichen Wert von x einen von der Aufeinanderfolge seiner Faktoren 
unabhängigen endlichen Wert und ist der Ausdruck einer analytischen Funktion 
von +, welche im Endlichen überall den Charakter einer ganzen Funktion be- 
sitzt und für 2 = a,, 4,,...,4,,... in der angegebenen Weise verschwindet. 

Der Beweis des Satzes läßt sich ganz elementar führen; Du wirst ihn nicht 
verfehlen, wenn Du aus Deinem elliptischen Heft das Kapitel über die Dar- 
stellung ganzer transzendenter Funktionen durch unendliche Produkte zu Hilfe 
nimmst. 

Daran knüpft sich weiter der folgenreiche (in meiner Theorie der Abel- 
schen Funktionen noch als bis jetzt unerwiesen hingestellte) Satz: 


so hat des Produkt 
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Jede eindeutige analytische Funktion von v, die für jeden endlichen Wert 
dieser Größe den Charakter einer rationalen Funktion besitzt, läßt sich stets 
darstellen als Quotient zweier gewöhnlicher, beständig konvergierender Po- 
tenzreihen, und zwar so, daß Zähler und Nenner für keinen Wert von z gleich- 
zeitig verschwinden. 

Weiter schließt sich hieran die Frage nach der allgemeinen analytischen 
Ausdrucksweise einer eindeutigen Funktion einer Veränderlichen, für die es, als 
Argument dieser Funktion, eine endliche Anzahl von Grenzstellen gibt, in 
deren Nähe sie unbestimmt wird, wie dies bei einer transzendenten ganzen 
Funktion im Unendlichen der Fall ist. 

Die Zusammenstellung aller dieser Sätze hat eine ganz hübsche kleine Ab- 
handlung ergeben, die ich vorgestern in der Akademie gelesen habe und die im 
Dezemberheft der Monatsberichte erscheinen wird. Daß ich Dir dieselbe alsbald 
zuschicken werde, versteht sich von selbst.“ 

Mais le mémoire ne fut imprimé qu'en 1877 dans les „Abhandlungen“ de 
l'Académie de Berlin. 

Weierstrass fut député par l'université de Berlin aux fêtes du jubilé de 
l'université d'Upsala en septembre 1877. Il y apporta son mémoire avec une dé- 
dicace à l'université. 

ll est dit plus loin dans cette méme lettre: 

,Der Gegenstand, womit ich mich noch weiter beschüftigt, wird Dich noch 
mehr interessieren; leider kann ich in Beziehung auf denselben nur erst von 
einer Hoffnung auf Erfolg berichten und muß ausführlichere Mitteilung über- 
haupt der mündlichen Besprechung vorbehalten. 

Du erinnerst Dich, liebes Herz, daf wir zu der Zeit, als unsere Freund- 
schaft eine innigere geworden war, sodaß ich zuweilen das Bedürfnis empfand, 
auch über Arbeiten, die ich gern machen möchte, mit Dir zu reden und wir 
uns auch wohl in wissenschaftliche Träume und Phantasien verloren, oftmals 
von den Bedingungen der Stabilität des Weltsystems gesprochen haben und 
den vielen Fragen, mit denen dies Problem zusammenhängt. Du weißt auch, 
daß die eigentliche mathematische Aufgabe, um die es sich handelt, folgender- 
maßen formuliert werden kann: 

Es seien zur Bestimmung von n Funktionen einer reellen Größe ¢ gegeben 
n Differentialgleichungen 

Le — Eno o2 
da, 


dt = G,, (2,, Y P. En) 
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wobei G,,..., G, ganze Funktionen von 7,,..., z, mit reellen Koeffizienten be- 
zeichnen. Es fragt sich, wie müssen diese Funktionen @ beschaffen sein und 
welche Bedingungen die Werte von z,,..., z, für { — 0 erfüllen, damit z,,...,, 
reguläre Funktionen von ¢ (innerhalb der Grenzen — © und + 0°) werden. Na- 
mentlich aber ist zu ermitteln, unter welchen Umständen jede der Größen x 
beständig zwischen endlichen Grenzen schwankt. Endlich sollen womöglich Ent- 
wicklungen von 7,,..., z,, die ihrem funktionalen Charakter entsprechen, auf- 
gefunden werden. | 

Ich habe mich nun einige Wochen sehr ernsthaft mit dieser Frage be- 
schäftigt, glaube auch einen Weg gefunden zu haben, der dereinst zum Ziele 
führen wird, — aber es wird noch gróferer Anstrengung bedürfen, um ihn über- 
haupt gangbar zu machen. Ich will Dir nur eine Andeutung geben, die einzige, 
die ich ohne zu große Weitläufigkeit aussprechen kann. Du weißt, wenn die An- 
fangswerte von z,,...,c, gegeben sind, so kann man immer analytische Aus- 
drücke von 2,,..., zx, als Funktionen von / aufstellen, die den Differentialglei- 
chungen genügen und für ein beschrünktes Zeitintervall gelten. Nun scheint 
es mir, daß sich, wenn die 7,,..., z, wirklich solche Funktionen sind, wie sie 
verlangt werden, stets ganze Funktionen y,,..., 9, von 2,,...,2, ermitteln 
lassen, für welche ühnliche Differentialgleichungen bestehen, die aber so beschaffen 
sind, daß sich aus ihnen Ausdrücke in /, die für ein größeres Zeitintervall 
gelten, ergeben. Mit diesen neuen Differentialgleichungen kann man dann weiter 
ebenso verfahren, und Du begreifst schon, daß in dem Fall, wo nach .Beschaffen- 
heit der ursprünglichen Differentialgleichungen und der angenommenen Anfangs- 
werte die Operation ohne Ende sich fortsetzen läßt, daraus über den Geltungs- 
bereich der zu bestimmenden Funktionen sich Aufschlüsse ergeben müssen. 

Bei den hauptsächlich in Betracht kommenden wirklichen Aufgaben der 
Astronomie und mathematischen Physik zeigt sich ferner, daß sich die sukzessiven 
Annäherungen durch Lösung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten bewirken lassen, wodurch sich die Möglichkeit konvergenter Ent- 
wicklungen ergibt. Freilich wird Dir, was ich da sage, nur einen sehr unvoll- 
kommenen Begriff von meinen Ideen geben; aber diese sind auch noch keineswegs 
so reif, daß ich mich mit hinlänglicher Klarheit darüber ausdrücken kann. 

Ich habe Dich in dieser Zeit auch deswegen sehr entbehrt, weil ich im 
Gespräch mit Dir manchen Gedanken leichter zur vollen Entwicklung gebracht 
hätte, als es mir beim bloßen Nachgrübeln darüber möglich ist. Doch muß 
ich, so sehr mich der Gegenstand interessiert, vorerst von seiner weitern Ver- 
folgung Abstand nehmen; denn ich muß durchaus erst die anderen Dinge, die 
der Ausarbeitung harren, fertig machen; ich werde dann, das sehe ich schon, 
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für mein übriges Leben Arbeit genug haben. Gleichwohl bin ich sehr zufrieden 
damit, ein paar Wochen dem Nachdenken über das mir so wichtige Problem ge- 
widmet zu haben; ich sehe jetzt wenigstens ein bestimmtes Ziel vor mir.“ 

Le probléme que Weierstrass avait formulé ici l'avait apparemment préoccupé 
dés le commencement de sa carriére scientifique. Aussi il y revenait incessamment. 
Lorsqu' en 1885 il recut le mandat de membre du jury dans le concours pour 
lequel le roi Oscar II voulait instituer un prix à l’occasion de son jubilé, il fut 
chargé de choisir le sujet du concours. Il proposa de faire l'exposé des déve- 
loppements de 2,,..., 2,, dont il parle dans sa lettre à Sonja. Le prix fut 
remporté comme l'on sait par Poincaré. On voit la valeur que Weierstrass re- 
connaissait à ses conversations avec Sonja, méme pour ses propres recherches. 
Il dit plus loin: 

,Noch eins. Von mehreren Herrn, an die ich Deine Dissertation gesandt, 
habe ich beifällige Antworten erhalten, so von Kirchhoff, Heine, Schwarz, Sche- 
ring und vor allem von P. Dubois, der über Dein beigelegtes Handschreiben sehr 
entzückt ist; Du wirst jedenfalls von ihm nächstens einen sehr liebenswürdigen, 
vielleicht sogar bewundernden Brief erhalten. Sehr zufrieden mit Deiner Arbeit 
spricht sich auch Heine aus, der ihren eigentlichen Zweck, wie es mir scheint, 
am besten begriffen hat.“ 

Sonja parait avoir répondu par une lettre qui arriva à Weierstrass vers 
Noël. Il écrit le jour de l'an 1875: 

„Meine liebe Sonja, ich danke Dir recht herzlich für das schöne Weih- 
nachtsgeschenk, das Du mir mit Deinem letzten Briefe gemacht hast. Es spricht 
sich in demselben ein wissenschaftlicher Enthusiasmus aus, der mich entzückt 
und mich wie die treue Anhünglichkeit, die Du Deinem Lehrer und Freunde be- 
wahrst, glücklich macht. Aber ich fürchte fast, ich habe zu große Erwartungen 
in Dir erregt, indem ich, was sonst nicht ‚gerade meine Gewohnheit ist, in der 
Überzeugung, daß ich Dir eine Freude damit machen würde, mich verleiten ließ, 
von dem zu sprechen, was ich noch zu arbeiten gedenke. Das Ziel, welches ich 
erreichen möchte, liegt noch in weiter Ferne, in unbestimmten Umrissen, vor 
mir; bis jetzt habe ich kaum etwas anderes getan als über die Mittel gesonnen, 
durch welche ich mir den Weg zu ebnen hoffe. Außerdem ist es, wie Du selbst 
einsiehst, eine dringende Notwendigkeit, daß ich zunächst meine alten Arbeiten 
zum Abschluß bringe. Ich darf damit auch aus anderen Gründen nicht zögern. 
Es wird gegenwärtig, — namentlich seitdem die jungen Mathematiker zu der 
Einsicht gekommen sind, daß dicke Bücher schreiben (N. B. ohne Quellenangabe) 
das wirksamste Mittel ist, um bei der Menge zu Ansehen und zu guten Stellen 
zu gelangen —, gerade auf demjenigen Gebiete der Analysis, dessen gründlicher 
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Durchforschung ich den besten Teil meines Lebens gewidmet habe, gar zu 
viel Unfug getrieben, und es ist die höchste Zeit, daß dem Unwesen gesteuert 
werde.“ 

Il écrit encore: 

„Ich bin mir bewußt, kein wissenschaftlicher Pedant zu sein, und erkenne 
auch in der Mathematik keine allein seligmachende Kirche an; was ich aber 
von einer wissenschaftlichen Arbeit verlange, ist Einheit der Methode, konse- 
quente Verfolgung eines bestimmten Plans, gehörige Durcharbeitung des Details 
und, daß ihr der Stempel selbständiger Forschung aufgeprägt sei. Es ist 
schlimm genug, daß bei uns wie anders die Lehrbücher so oft von Unberufenen 


geschrieben werden, — wobei man den Franzosen wenigstens das Verdienst zu- 
erkennen muß, daß sie durch klare und elegante Darstellung den Mangel an 
Tiefe einigermaßen gut machen —, die höchsten und schwierigsten Teile der 


Wissenschaft aber, in denen nur derjenige etwas zu leisten vermag, der seine 
ganze Kraft daran setzt, sollten der leichtfertigen Buchschreiberei nicht anheim- 
fallen. 

Verzeih, liebe Freundin, diese Abschweifung, die Du als Beweis dafür hin- 
nehmen mögest, wie sehr ich mich schon daran gewöhnt hab, Dich zur Vertrauten 
meiner Gedanken — auch der unerquicklichen — zu machen.“ 

Voilà comment parle Weierstrass courroussé, lorsque des gácheurs se per- 
mettent de se méler des plus hautes et des plus difficiles parties de la science. 
Mais personne ne pouvait reconnaitre plus chaleureusement que lui ce qui lui 
semblait mériter des éloges. ll écrit p. ex. 10 ans plus tard à un de ses ¢léves: 

„Ich bewundere den Mut, der dazu gehörte, um ein solches Problem anzu- 
greifen, und freue mich Ihres Erfolges, als hütte ich ihn selbst errungen. Denn 
der schénste Erfolg, den ein redlicher Forscher sich wünschen kann, besteht ja 
darin, daß er, angelangt an der Grenze, die dem Können des einzelnen Menschen 
gesetzt ist, das angefangene Werk tüchtigen jungen Krüften überlassen kann, 
die es weiter fördern, selbständig und doch in seinem Sinne. Sie sehen, mein 
lieber Freund, ich bin durchaus nicht unempfindlich dafür, dab meine Arbeiten, 
ich will nicht sagen, anerkannt, sondern vielmehr in richtiger Weise benutzt 
werden. Die erfreuliche Erfahrung, die ich in dieser Beziehung bei Ihnen und 
anderen meiner Zuhórer gemacht babe, bestütigt sich indessen nicht bei allen, 
die Abhandlungen publizieren, welche sich angeblich an Vorlesungen und Mittei- 
lungen von mir anschließen.“ 

Mais je reviens à la lettre de nouvel-an à Sonja: 

„Jetzt will ich zunächst Deine Fragen beantworten. Ich bin ganz damit 
einverstanden, wenn Du diesen Winter hauptsüchlich benutzen willst, die Lücken 


156 G. Mittag-Leffler. 


Deiner Kenntnisse in den mehr elementaren Teilen der Mathematik, namentlich der 
analytischen Mechanik und mathematischen Physik auszufiillen. Studiere aber neben 
den Engländern auch Poisson und Cauchy, sowie die (in den Abhandlungen der Ber- 
liner Akademie gedruckten) Arbeiten über Elektrodynamik des älteren Neumann; 
das Buch des jüngeren (Sohns) über diesen Gegenstand ist etwas schwerfällig 
geschrieben, enthält aber doch viel Gutes und Brauchbares. Wenn Du unterdes 
Hamiltons dickleibiges Buch über die Quaternionen erhalten hast, so wird Dich, 
denke ich, schon das Äußere desselben von einer vollständigen Durcharbeitung 
abgeschreckt haben; die wire aber auch meiner Meinung nach eine reine Zeit- 
vergeudung, — ich habe immer die armen Studenten bedauert, für die bei Ha- 
miltons Lebzeiten die Quaternions ein obligatorischer Lehrgegenstand waren. Du 
aber hast einstweilen noch viel Nötigeres und Nützlicheres Dir zu eigen zu machen 
als eine für gewisse Probleme vielleicht ganz brauchbare, keineswegs aber not- 
wendige spezielle Methode, deren algebraische Grundlage von sehr trivialer Be- 
schaffenheit ist. Daß Dir die Speise nicht munden wird, davon bin ich über- 
zeugt. Wenn es die Zeit Dir erlaubt, so kannst Du auch einmal die Comptes 
Rendus der französischen Akademie durchfliegen und dabei den Arbeiten von St. 
Venant in der Elastizitütslehre Beachtung schenken. Du wirst zwar überall (ich 
meine bei allen den genannten Autoren) in Beziehung auf Strenge der Entwicklungen 
bedeutenden Anstoß nehmen. Doch laß Dich dadurch nicht aufhalten, es kommt 
hauptsächlich darauf an, daß Du einen Überblick über das auf dem Gebiete der 
mathematischen Physik bisher Geleistete sowie über die schwebenden Fragen ge- 
winnst. Dabei kannst du immerhin einige nicht schwierige Aufgaben behandeln, 
um Dich in der Darstellung zu üben, wobei, wie ich Dir schon oft gesagt habe, 
die sorgfältige Durcharbeitung des Einzelnen als etwas Wesentliches zu be- 
trachten sein wird. 


7. B. soll in einer nfachen Mannigfaltigkeit, in welcher jeder Punkt durch 
n Koordinaten &,,..., +, bestimmt und das Quadrat des Abstandes zweier Punkte 
(4,,-.-, 2%), (us... yu) gleich (zv, — y, + --(z, — y,Y ist, auf dem (der Ober- 
fläche eines Rotationsellipsoides im Euklidischen Raum entsprechenden) durch 
die Gleichung 


a a ae m. — 1 
a b 





definierten Flüchengebilde die kürzeste Linie bestimmt werden. Oder eine ana- 
lytische Aufgabe, derwegen mich kürzlich die Editoren der neuen Ausgabe von 
Abels. Werken zu Rate zogen. 


Abel behauptet: 
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Wenn g, (2), ..., q, (z) irgendwelche Funktionen bedeuten, deren Ableitungen 
algebraische Funktionen von z sind, und es besteht zwischen denselben und 
der Veränderlichen z überhaupt eine algebraische Relation, so läßt sich diese 
stets auf die Form 


€ P,(Z) ---- +0, 9, (2) + p(x) = 0 


in der Art bringen, daß g,(z) eine algebraische Funktion und ¢,, c,, ..., c, Kon- 
stanten sind. 

In Abels nachgelassenen Papieren findet sich blof der Anfang einer Her- 
leitung des Satzes. Ich habe zwei Beweise gemacht, einen rein algebraischen 
und einen andern, der auf den ersten Sützen der Lehre von den Perioden der 
Integrale beruht. Versuche Dich doch einmal daran. Drückt man die Ablei- 
tungen von g,...., y, durch z und eine algebraische Funktion y dieser Größe 
rational aus, so ist auch y, eine rationale Funktion von x, y; dies ist ein leicht 
zu beweisender Zusatz. 

N.B. Beim Beweise des Satzes, der in Deiner Arbeit über die Reduktion 
der Integrale 3. Ranges auf elliptische an der Spitze steht, setzt Abel den 
angeführten voraus, da er von vornherein eine lineare Relation unter den be- 
treffenden Integralen annimmt.* 

Sonja avait depuis son séjour à Heidelberg, où elle avait entendu Helm- 
holtz et Kirchhoff, gardé un goüt pour la physique mathématique. Cet intérét 
augmenta au cours de ses études auprès Weierstrass. Elle avait commencé à se 
plonger dans les travaux de Maxwell et avait demandé conseil à Weierstrass 
comment elle devait disposer ses études. 

L'illustre géométre s'intéressait vivement à la physique mathématique; seuls 
ceux qui l'ont approché peuvent savoir jusqu’ à quel point il la possedait. L'in- 
térét que Weierstrass portait à la physique mathématique est exprimé dans la 
méme lettre: 

„Kirchhoff kommt wirklich kommende Ostern hierher, als Mitglied der Aka- 
demie und Professor für mathematische Physik. Ich darf seine Herberufung zu 
einem guten Teil mir als Verdienst anrechnen. Ich fand ihn diesen Herbst in 
Heidelberg über manche Vorkommnisse verstimmt, der Experimentalphysik ziemlich 
entfremdet und gar nicht abgeneigt, Koenigsberger nach Dresden an das Poly- 
technikum zu folgen. Dies bestimmte mich, sofort nach meiner Rückkehr die 
Akademie für seine Herberufung zu interessieren . . .* 

Suivent des détails confidentiels sur la nomination de Kirchhoff. La lettre 
se termine ainsi: 

„Wir feiern heute den ersten Tag des neuen Jahres, wo man allen seinen 
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Freunden Gruß und Glückwunsch sendet. Ich habe den Tag nicht vorüber gehen 
lassen kónnen, ohne meiner teuersten Freundin, die meine Schülerin und zugleich 
die Vertraute meiner Gedanken und Bestrebungen ist, den Beweis zu geben, 
daf ich in innigster Zuneigung ihrer gedenke und mich stets glücklich schützen 
werde, wenn ich trotz der vielen Meilen, die zwischen uns liegen, ihr Führer 
auf dem Wege, der von dem anderer Menschen so weit abliegt, bleiben kann.“ 

La lettre suivante est datée du 12 janvier 1875: 

„Meine teuere Sonja, Eigentlich bin ich — aus verschiedenen Gründen — 
nicht wohl disponiert, Dir heute zu schreiben. Aber ich erinnere mich, daß am 
15. Dein Geburtstag ist, und da darf ich doch nicht unterlassen, meine Glück- 
wünsche mit denen der Deinigen, in deren Kreise Du heute nach 5 Jahren zum 
ersten Male wieder den Tag feierst, zu vereinigen. Aber, liebste Freundin, 
zürne mir nicht, wenn ich Dir zugleich gestehe, daß ich Egoist genug bin zu 
wünschen, es wäre alles noch so wie im vorigen und dem vorhergehenden Jahre, 
wo — von Julia abgesehen — außer mir niemand hier von dem Tage etwas 
wußte, und ich: Dir keine größere Freude machen konnte, als wenn ich Dir 
stundenlang von meinen neuesten Untersuchungen erzählte. Das Heft, dessen 
Anfang ich Dir vor zwei Jahren als Geburtstagsgeschenk brachte, ist freilich 
auch heute noch nicht abgeschlossen, — ein zweiter Teil ist längst begonnen —, 
aber ich werde meine Schuld nicht vergessen, und ich verspreche Dir, niemand 
soll von den darin behandelten Sachen vor Dir etwas erfahren. Auch mußt Du 
Dich überzeugen, daß die Schwierigkeit des behandelten Gegenstandes nur ein 
langsames Fortrücken der Arbeit zuläßt; manche Seite hat mir Tage gekostet.“ 

Que contenait ce cahier, au sujet duquel Sonja en véritable jeune fille avait 
extorqué de son grand maitre la promesse que personne ayant elle ne saurait 
rien des questions qui y étaient traitées ? Sonja qui supponnait certainement la 
maniere dont j'anneillerai la chose, ne m'a jamais parlé de ce cahier. Il ne se 
trouve pas parmi ses papiers posthumes. Weierstrass l'avait peut-étre gardé 
chez lui en vue de l'achever. Mais il ne se trouve pas parmi ses papiers 
posthumes et ne semble pas non plus avoir servi lors de la rédaction de ses 
œuvres complètes. L’a-t-il brûlé en méme temps que les lettres de Sonja? Ou 
bien a-t-il été perdu avec la fameuse caisse en bois blanc, comme tant d'autres 
manuscrits? Il est possible qu'il s'agissait d'une recherche que Weierstrass n'a 
jamais trouvée assez élaborée pour vouloir la publier lui-même. Je crois pouvoir 
conclure de certaines allusions de Sonja qu'il s'agissait justement ici de cette 
mécanique de l'espace limité que Sonja considérait comme une des créations fon- 
damentales de Weierstrass. Celui-ci continue: 

„Für die nächste Zeit muß ich mich aber aus den in meinem vorigen Briefe 
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angegebenen Gründen ausschließlich mit den Abelschen Funktionen — im ge- 
wohnlichen Sinne — beschüftigen und das Ganze meiner auf sie sich beziehenden 
Untersuchungen übersichtlich zusammenstellen. Ich mache jetzt einen Versuch, 
dies in einer eigentümlichen Form auszuführen — nämlich in einer Reihe von 
Briefen an meinen Freund Richelot. Ich gewinne durch diese Form die Frei- 
heit, mich an vielen Stellen mit der Darlegung des Gedankengangs begnügen zu 
kónnen, was sehr wohl angeht, da doch die Theorie nicht für Kinder bestimmt 
ist und man von jedem, der sich damit beschüftigt, erwarten darf, daB er die 
mehr mechanischen Rechnungen nach gegebenen Andeutungen ausführen kann. 
Auch kann ich in Briefen an einen Freund ohne Rückhalt die Eigentümlichkeit 
meiner Methode hervorheben, sowie auf eine Kritik der von Riemann und Clebsch 
gebrauchten mich einlassen. Ob sich die Sache wird durchführen lassen, weib 
ich allerdings noch nicht, — eine starke Zusammendrüngang des Materials ist 
aber, wenn ich ein lesbares Opus zustande bringen will, jedenfalls notwendig. 
Eine Nachschrift meiner letzten Vorlesung über die Theorie, — in der doch 
manches übergangen ist —, hat 600 Quartseiten. Hätte ich jetzt meine treue 
Schülerin zur Seite, so könnte sie mir eine wesentliche Unterstützung leihen. 

Ich habe Dir von einer mathematischen Beilage zu meinem nächsten Briefe 
gesprochen. Dieselbe ist auch fertig, nur weiB ich nicht, wie ich sie Dir schicken 
soll. Für einen Brief ist sie vielleicht zu umfangreich geworden — 5 Bogen. 


Du schriebst mir vor einiger Zeit, daß Tchebychef es liebe, Dir Fragen in- 
betreff der Integration elliptischer Differentiale mittelst Logarithmen vorzulegen. 
Dies hat mich veranlaßt, meine alte Arbeit über den Gegenstand wieder aufzu- 
nehmen, um Dich inbetreff derselben — unter Anwendung der Dir geläufigen 
Methoden und Bezeichnungen — en fait zu setzen. Tchebychefs Arbeiten über 
den fraglichen Gegenstand beziehen sich auf zwei wesentlich voneinander ver- 
schiedene Fragen. In seiner ersten Abhandlung — 1857 —, die ich bei Abfassung 
meiner Notiz allein vor Augen hatte, zeigt er, wie die Untersuchung, ob ein vor- 
gelegtes Integral 

J F(s, VR (x) dz, 
wo f(x) eine ganze Funktion 3. oder 4. Grades, F aber eine rationale Funktion 
von z und VZt(z) bedeutet, sich durch einen algebraischen logarithmischen Aus- 
druck darstellen lasse, zurückgeführt werden könne auf die einfachere Frage nach 
den Bedingungen, unter denen das Integral 
(z -- x)dz 


V R (a) 
21* 
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(R vom 4. Grade vorausgesetzt und unter x eine Konstante verstanden) in der 
Form 
C log( 7. mm ! 
P(x) + VR(z) 


wo P eine rationale Funktion von x bedeutet, ausgedrückt werden kann. Diese 





Bedingungen bestehen nach Abel darin, daß die Entwicklung von V A(z) in einen 
Kettenbruch periodisch sein und, wenn dies eintrifft, x einen bestimmten, von 
den in & vorkommenden Konstanten abhängigen Wert haben muß. 

Gegen diese Behandlungsweise der Aufgabe hatte ich — und habe ich 
noch — zweierlei einzuwenden. Jene Reduktion ergibt sich ganz von selbst, 
wenn man die doch gar nicht zu umgehende Aufgabe, ein Integral von der an- 
gegebenen Form 


JG VR (a) dx 


auf die kleinste Anzahl von Transzendenten (Logarithmen und elliptische Inte- 
grale der 3 Gattungen) zurückzuführen, gelóst hat; es bedarf doch dazu keiner 
neuen Algorithmen. Ferner glaubte ich, daß die Einsicht in die wahre Natur der 
von Abel behandelten reduzierten Aufgabe — d. h. die Erkenntnis ihres Zusammen- 
hangs mit der Theorie der elliptischen Funktionen überhaupt — gefördert werde, 
wenn ich die Abelsche Bedingung durch folgende ersetzte: 


Durch die Dir bekannte Substitution 
s = 1VAVRG@) 4447+ Bz 4-3 0, 


eee E lup 
V4s—g,s—g,— — x - R (x) (Ax - B)VR(e), 
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ist. Setzt man also 





oo 
ev _ ds s = gu "o f ds 
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So 
so hat man 
(etude _ 1 Lette By, 
VR (x) Fa VA 2 pu-pu, » 2) "e 
+de — 1 | d'(u—u) , (9 % B 
if VRG) VA ES G u Gu, met: a)". 


Damit nun das in Rede stehende Integral sich logarithmisch ausdrücken 
lasse, ist notwendig, daß u, ein genauer Teil irgend einer Periode 
der Funktion gu sei. Und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so läßt sich 
stets x so bestimmen, daß das Integral wirklich durch den Logarithmus einer 
(mittels des Multiplikationstheorems der Funktion @w leicht zu bestimmenden) ra- 
tionalen Funktion von s und VS ausgedrückt wird. 

Hiergegen hat Herr Tchebychef mehrfach, wie ich weiß, eingewandt: Ja, 
aber wie erfährt man dann, daß unter den transzendenten Grüßen w,, o, o' eine 
Gleichung 

| 2mo+2m'o! 


I 
0 n , 


in der m, m', » ganze Zahlen sind, stattfindet? Darauf antworte ich: Mein 
Zweck war nicht, eine Integrationsmethode für den Fall, daß die Koeffizienten von 
R numerisch vorliegen, zu geben, sondern alle Integrale von der betrachteten 
Form und verlangten Eigenschaft algebraisch anzugeben. Dies geschieht aber 
folgendermaßen. Es ist g(nu) für jeden ganzzahligen Wert von 5 in der Form 


M, (gu) 
N, (9) 





ausdrückbar, wo M, N ganze Funktionen von gu sind; mein Kriterium lautet 
also: Alle Werte, die s, haben kann, sind gegeben durch die Gleichungen 
N,()20, N() = 0,..., N,(s) = 0,.... 


(Die zugehörigen Werte von z bestimmen sich dann leicht). 
Die Untersuchung, ob ein numerisch gegebener Wert von s, bei ebenso ge- 
gebenen Werten von g,, 9, einer dieser Gleichungen genüge, läßt sich im all- 
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gemeinen nicht durchführen; es muß genügen, daß man, wenn g,, 4, gegeben 
sind, alle Werte von s, algebraisch bestimmen kann. 

Auch Herr Tchebychef verzichtet auf die Durchführung der eben erwühnten 
Untersuchung. In einer späteren Arbeit (Bull. de l'Académie de St. Pétersbourg 3, 
1860) hat er sich mit derselben beschüftigt für den Fall, daf die Koeffizienten 
von Jt rationale Zahlen sind. Die Bedeutung und Hervorhebung dieses Falls 
hat eine gewisse Berechtigung, und ich erkenne gern den Scharfsinn an, mit dem 
Herr Tchebychef ihn behandelt hat. Nur muß man, wie ich meine, die Sache da- 
durch etwas allgemeiner machen, daß man nicht die 5 Koeffizienten von R, son- 
dern die aus ihnen zusammengesetzten 3 Größen s,, g,, 9, als rational ansieht; 
denn zwischen diesen müssen Gleichungen bestehen, welche blof ganze Zahlen 
zu Koeffizienten haben, und eben deswegen hat es einen guten Sinn, zu fragen, 
wie kann man sich überzeugen, ob eine dieser Gleichungen für gegebene ratio- 
nale Werte von s,, 9,, 9, besteht, — wobei die A, D, C, A’, B' selbst nicht ra- 
tional zu sein brauchen. 

Tchebychef gibt sein Verfahren ohne Beweis; dieser ist aber, wie ich erst 
gestern gesehn, von Herrn Zolotareff in Clebschs Annalen Bd.5 geliefert worden. 
Die Art und Weise aber, wie ich die Tchebychefsche Aufgabe lise, wird Dir die 
Überzeugung geben, daf man, den von mir gegebenen Satz, es muf 


2 mo + 2m! o' 
EEE 


S =. 5 


0 > Jos Qs 

sein, vorausgesetzt, bloß mit Anwendung der Formel für g(2u) durch eine endliche 
Anzahl von Operationen zum Ziele kommt. Dies Verfahren kann natürlich von 
dem Tchebychefs nur durch die Form verschieden sein, und ich lege auf dasselbe 
auch nur insofern Gewicht, als ich zeigen möchte, daß die allgemeine Theorie der 
elliptischen Funktionen mit Leichtigkeit Fragen zu lösen lehrt, zu deren Beant- 
wortung sonst ein besonderer Scharfsinn erforderlich ist und Mittel angewandt 
werden müssen, bei denen es unklar bleibt, worin denn eigentlich ihre Wirksam- 
keit begründet ist. 

Le 18 février Weierstrass écrit de nouveau plein de chagrin que Sonja 
n'ait pas donné signe de vie. 

„Hast Du Dich vielleicht so in die Arbeit vertieft, daß Du nicht merkst, 
wie rasch die Zeit dahin geht? Ich weiß ja, wie leicht das kommt; aber ich 
bilde mir doch ein, gerade bei der Arbeit müßten doch Deine Gedanken zu- 
weilen auf Deinen Freund sich richten, von dem Du doch weißt, welche Freude 
es für ihn ist, von Dir und dem, was Dich beschüftigt, zu hüren.* 

Le 21 avril encore aucune nouvelle de Sonja. 
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„Warum höre ich denn gar nichts von Dir? Ich bin in der grüßten Be- 
sorgnis, daf Du von neuem erkrankt sein müftest, — denn sonst kann ich mir 
gar nicht erklüren, weshalb ich seit Anfang Februar ohne jede Nachricht über 
Dein Ergehen geblieben bin. Ich bitte Dich auf das dringendste, laß mich nicht 
länger in dieser peinigenden Ungewibheit !“ 

Viennent ensuite des plaintes au sujet de son propre état de santé qui 
avait été trés mauvais pendant les vacances de Paques et l'avait empéché de 
bien travailler. 

Dans lincertitude du sort de ses lettres à Sonja, il omet de lui faire cer- 
taies communications et continue alors: 

»Doch habe ich eins, worüber ich Dir notwendig eine Mitteilung 
machen muß. Ich hatte im Anfang d. J. versäumt, das Abonnement auf die 
Comptes rendus der Pariser Akademie rechtzeitig zu erneuern, weshalb ich die 
Nummern derselben sehr verspätet erhalten habe. Zu meiner großen Überraschung 
fand ich — nach Absendung meines letzten Briefes — in Nr. 2 und 5 einen 
Aufsatz von Darboux ,Sur l'existence de l'intégrale dans les équations aux déri- 
vées partielles contenant un nombre quelconque de fonctions et de variables 
indépendantes^, mit welchem er ein ausführliches Mémoire über denselben Gegen- 
stand der Akademie vorgelegt hat, welches einer Kommission zur Beurteilung 
übergeben worden ist. Unmittelbar darauf, in Nr. 6, hat dann auch noch ein 
anderer Mathematiker Méray ein Mémoire über dies Thema angekündigt und 
eine kurze Analyse des Inhalts gegeben. Du siehst also, mein liebes Herz, daß 
ich recht hatte, wenn ich Dir sagte, daß die von Dir bearbeitete Frage zu denen 
gehöre, welche gegenwärtig ihrer Erledigung entgegen sehen, und ich freue 
mich sehr, daß es meiner Schülerin gelungen ist, ihren Konkurrenten sowohl der 
Zeit nach zuvorzukommen, als auch denselben, was die Sache selbst angeht, 
wenigstens nicht nachzustehn.* 


Tl est touchant d'entendre Weierstrass, qui pour sa propre part était 


_entiérement indifférent à toutes les questions de priorité, s'intéresser si chaude- 


ment aux droits de priorité de Sonja: 
,Darboux spricht von gewissen Ausnahmefällen, die ein großes Interesse 
darbieten; ich möchte fast glauben, daß er auch auf solche Schwierigkeiten 


ot oz* 
schaffen machten und die Du dann so glücklich beseitigt hast, und ich leugne 
nicht, daB ich mit einer gewissen Schadenfreude es würde angesehen haben, wenn 
er mit Ausnahmefüllen nicht zurecht gekommen würe.* 
Weierstrass avait aussitôt expédié la thèse de Sonja à Darboux et à Hermite. 


og itae : : 0 9 - : - 
gestoßen sei (wie bei der Gleichung 7 — + =], die Dir anfangs so viel zu 
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„Hermite, in der Meinung, die Sendung komme von Dir selbst, hat Borchardt 
ersucht, Dir freundlichst dafür zu danken, mit dem Bemerken, daf sich Darboux 
über die Abhandlung mit großem Lobe ihm gegenüber ausgesprochen habe. — 
Bei der Gelegenheit ist mir ein komisches Versehen passiert. Auch dem an 
Hermite abgeschickten Exemplar hatte ich ein Diplom beigelegt, dabei aber mich 
vergriffen, — denn nur so kann ich mir erklären, daß in Hermites Brief auch 
ein Dank an „Madame de Lermontoff^ für Übersendung ihres Doktor- Diploms 
enthalten war. Was mag Hermite von der ehrgeizigen Russin gedacht haben, 
die so beflissen sich zeigte, ihrem auf chemischem Gebiete errungenen Ruhm sogar 
bei den Mathematikern Anerkennung zu verschaffen?* 

Le lettre contient ensuite un compte rendu des difficultés que la fidéle amie 
de Sonja et sa camarade d'études à Heidelberg et à Berlin, Mlle Julie Lermontoff 
a eu à vaincre pour gagner son diplóme de docteur à Goettingen, et le triomphe 
qu'elle a fini par remporter. 

Enfin le 7 mai Weierstrass peut écrire: 

„Dein lange und sehnlichst erwarteter, vorgestern mir zugegangener Brief 
(ohne Datum) hat mich von einer groflen Sorge befreit. Da ich gar kein 
Lebenszeichen von Dir erhielt, nicht einmal eine Empfangsanzeige von meinem 
Schreiben vom 15. Februar mit der mathematischen Beilage, über welche Du auch 
jetzt noch schweigst, so mußte ich annehmen, Du seiest abermals erkrankt, und 
zwar so ernstlich, daß Du nicht einmal imstande seiest, Deinem Freunde ein paar 
beruhigende Worte zu schreiben. Wenn ich mich nicht so sehr darüber freute, 
daß meine Besorgnis unbegründet gewesen, so hätte ich große Neigung, Dir 
diesmal zu beweisen, daß ich, wenn es not tut, meine liebe „kleine Freundin“ 
auch zu schelten imstande bin, — wenn auch nicht, Gleiches mit Gleichem zu 
vergelten. Außerdem aber hast Du ja, mich völlig zu entwaffnen, das beste 
Mittel ergriffen; statt aller Entschuldigung gibst Du mir die sichere Aussicht 
auf baldiges Wiedersehen und längeres Zusammensein. Liebste Sonja, ich gestehe 
Dir, daß ich zwar keinen Augenblick daran gezweifelt habe, Du werdest das 
mir gegebene Versprechen halten, wofern es in Deiner Macht stehe, aber sehr 
im Zweifel darüber gewesen bin, ob die Verhältnisse es Dir erlauben würden. 
Dies ist auch der Grund gewesen, weswegen ich bis jetzt noch in keinem Briefe 
davon gesprochen habe, wie sehr ich mich auch darnach sehne, meine teure Freundin 
und Schülerin, die so fern von mir zu wissen mir noch immer ein fremder Ge- 
danke ist, einige Wochen wieder in meiner Nähe zu haben. Gar zu leicht 
konnten sich Deiner Herkunft, nachdem Du erst so kurze Zeit wieder in Deiner 
Heimat Dich befandest, unüberwindliche Hindernisse entgegenstellen; für diesen 
Fall wollte ich Dich nicht auch noch durch eine Mahnung an Dein Versprechen 
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quälen. Hättest Du mir geschrieben „Lieber Freund, ich kann in diesem Jahre 
nicht kommen“, so würde mir dies sehr schmerzlich gewesen sein, aber an dem 
Ernst Deines Willens hätte ich nicht gezweifelt.“ 

Et plus loin il écrit: 

„Ich habe mich seit Anfang d.J. gar nicht wohl befunden und deshalb 
F (s) ds 
"m 
durch Logarithmen nichts Gescheites machen können, teilweise sogar Wider- 
willen gegen die Arbeit empfunden“. 

Vient ici un passage qui montre admirablement jusqu'à quel point Sonja 
était toujours restée femme et qui la caractérise d'une manière plaisante: 

„Du kommst also in Begleitung einer jungen und „niedlichen“ Mathema- 
tikerin? Willst Du mir etwa selbst wieder eine Schülerin zuführen, nachdem 
Du mir ausdrücklich untersagt hast, eine solche anzunehmen? Das würde mich 
sehr in Verlegenheit setzen, indem ich in der Tat in die Lage gekommen bin, 
einer deutschen Dame, die gern Unterricht in der Geometrie bei mir haben 
wollte, dies abzuschlagen.* 

On se rappelle les étrennes de jour de naissance, ce cahier manuscrit de 
Weierstrass, dont le contenu ne devait être connu tout d'abord que par Sonja 
seule. Weierstrass prie ensuite Sonja de lui apporter quelques exemplaires de 
sa photographie 

... „für die Göttinger Herren, die gar zu gern wissen möchten, wie 
denn ein Menschenkind generis feminini, das sich mit partiellen Differential- 
gleichungen, Saturnusringen und Abelschen Transzendenten beschüftigt, eigentlich 
aussieht“ 

et ajoute: 

„Daß das Bild, welches man sich von Deiner Persönlichkeit gemacht hat, der 
Wirklichkeit nicht ganz entspricht, habe ich aus der betroffenen Miene gesehen. 
die Schering machte, als ich ihm auf seine Frage, ob ich etwa eine Photographie 
von Dir besüfe, die in meinen Händen befindliche (größere) zeigte. Kirchhoff 
hat vor acht Tagen seine hiesigen Vorlesungen begonnen; ich freue mich sehr, 
ibn hier zu haben. Prof. Richelot in Königsberg ist nach schwerer Krankheit 
gestorben, für die dortige Universität ein harter Verlust. Ich habe in ihm 
einen sehr lieben Freund scheiden gesehn. 

Augenblicklich bin ich mit der Durchsicht einer umfangreichen Dissertation 


eines meiner Schüler beschüftigt, welche zu den besten gehórt, die mir noch 
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benen Grenzbedingungen und enthált eine Reihe neuer und bedeutender Re- 
sultate. 

Übrigens habe ich augenblicklich mehrere recht gute Zuhürer, darunter auch 
einen Schweden (Mittag-Leffler) der mir besonders gefüllt, einen Osterreicher 
und, was wunderbar ist, zwei Polen, die wenigstens ausdauernd fleifig sind.“ 

Le 17 juin Weierstrass répond 4 une lettre de Sonja du 13 du méme mois. 
Pendant 5 semaines Sonja avait beaucoup souffert de la rougeole et n'était pas 
encore remise. Le voyage projeté à Berlin pour y voir Weierstrass avait dü 
être reporté à une date incertaine. Weierstrass en est profondement affligé: 

,Du kannst Dir nicht denken, wie sehr ich Dich entbehrt habe. Im Laufe 
von vier Jahren war ich gewohnt geworden, in Dir die Vertraute meiner Ge- 
danken und Bestrebungen zu sehen, mit der ich sprechen konnte wie mit einem 
Freunde, der mir mein ganzes Leben über nahe gestanden. Und niemals habe 
ich jemanden gefunden, der mir ein solches Verstündnis der hóchsten Ziele der 
Wissenschaft und ein so freudiges Eingehen auf meine Ansichten und Grund- 
sütze entgegengebracht hätte wie Du. O, wir hätten uns noch nicht trennen 
müssen. Du hüttest noch ein, zwei Jahre meine mit mir zusammenarbeitende 
Schülerin bleiben müssen. Doch das war ja nicht méglich. 

Ich wünsche gar nicht, daß Du mir viel schreibst, so lange es Deinen 
Augen schaden kann; aber ich bitte Dich recht herzlich, laß mir wenigstens bis 
zu der Zeit, wo Du Dich wieder ganz wohl befinden wirst, alle 8 Tage nur 
drei Zeilen zukommen, in denen Du mir sagen wirst, wie es Dir geht. Ich 
würde mich sehr üngstigen, wenn ich längere Zeit ohne Nachricht von Dir bleibe. 
Nicht wahr, Du gewührst mir diese Bitte und schreibst mir auch die wenigen 
Worte, selbst wenn Du inzwischen von mir nicht gehört haben solltest? 

Auch über etwas, das mich betrifft, muf ich Dir eie Mitteilung machen, 
weil Dir vielleicht in einer Zeitung darüber eine Notiz zukommen kónnte. Ich 
weiß nicht, ob Dir bekannt ist, daß Friedrich Wilhelm IV. einen eigentümlichen 
Orden Pour le mérite für Wissenschaft und Kunst gestiftet hat, der sich von 
andern dadurch unterscheidet, daB er nur an 20 deutsche Gelehrte (und 10 Künstler) 
und an ebensoviel Auslünder vergeben wird und daf jedesmal, wenn ein Ritter 
stirbt, die übrigen 29 dem Kónige einen Nachfolger vorschlagen, der denn auch 
stets bestütigt wird. Kürzlich ist nun Dein Freund unerwarteterweise Ritter 
dieses Ordens geworden, als einziger Reprüsentant der mathematischen und astro- 
nomischen Wissenschaften in dieser Tafelrunde. Da der Orden als ein hoher gilt, 
der den glücklichen Inhaber z. B. courfühig macht, so veranlaßt eine Verleihung 
desselben jedesmal eine gewisse Aufregung in der Gelehrten-Republik, und der 
Empfünger wird begliickwiinscht, aber noch mehr beneidet und kritisiert. So ist 
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es auch mir ergangen. Du weißt, daß ich gegen alles dies sehr gleichgültig bin 
und mich aufrichtig gefreut haben würde, wenn etwa Kummer mir vorgezogen 
wäre, — gleichwohl sage ich ohne Anstand, daß ich in der Lage, bei gewissen 
Gelegenheiten einen Orden tragen zu müssen, den Stern, welchen vor mir Gau, 
Jacobi und Dirichlet getragen haben, lieber anlegen werde als jeden andern. 
Auferdem haben sich meine Sitten, seit Du fort bist, überhaupt verschlechtert : 
ich bin vorigen Winter dreimal auf einem Hofball gewesen, in den vier Jahren 
vorher nicht ein einziges Mal.* 

Ce ne fut que trois mois plus tard, le 17 septembre, que Sonja répondit, 
mais elle ne fit pas savoir si elle avait réellement recu la lettre du 17 juin. 
Weierstrass est désolé que cette lettre ne soit perdue. Il craint que Sonja puisse 
interpréter comme une ,Teilnahmslosigkeit^ ce fait qu'elle n'ait pas eu de nou- 
velles de lui depuis qu'il a été avisé de sa maladie. 

Le 23 octobre nouvelle lettre de Weierstrass en réponse immédiate à une 
lettre de Sonja, dans laquelle elle lui annonce la mort de son pére. 

„Nein, liebes Herz, ich will mich nicht eindrüngen in Deinen gerechten 
Kummer, den Du in Dir und durch eigene Kraft überwinden wirst. 

„Nicht in das Grab, nicht übers Grab verschwendet 

Ein edler Mensch der Sehnsucht hohen Wert. 

Er kehrt in sich zurück und findet staunend 

In seinem Busen das Verlorne wieder‘. 
Aber danken will ich Dir aufrichtig dafür, daß Du in Deinem Briefe mir aus- 
fübrlich über die näheren Umstände, unter denen der unerwartete Tod Deines 
verehrten Vaters erfolgte, berichtet hast — im Gegensatz zu der Wortkurzheit, 
mit der Du sonst Persönliches zu berühren liebst.“ 

Enfin Weierstrass lui pose quelques bréves questions: 

. „ob Du einen vom 1, Oktober datierten Brief erhalten hast, der 
ausschließlich Mathematisches enthielt, er sollte ursprünglich eine Beilage zu 
meinem Rüdersdorfer Brief sein, ich war aber nicht rechtzeitig damit fertig 
geworden.“ 

Cette lettre semble, pour le plus grand dommage des sciences mathéma- 
tiques, avoir partagé le sort des lettres du 15 octobre 1874 et du 15 février 1875 
et étre perdue pour toujours. Encore une question: 

. „ob Du Dich wohl genug fühlst, um weitere mathematische Mittei- 
lungen von mir zu erhalten. Ich habe einen schénen Satz, der ganz allgemein 
für die Zurückführbarkeit eines Integrals von beliebigem Range auf eins von 
niedrigerem Range ein mathematisches und hinreichendes Kriterium ausspricht.* 

Du milieu d'octobre 1875 où Sonja fit part à Weierstrass de la mort de 
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son père, jusqu'au milieu d'aoüt 1878 c'est-à-dire pendant trois ans Sonja ne 
donna pas un signe de vie. Weierstrass écrit 15 aoüt 1878: 

.Meine liebe Freundin, Es ist mir auch nach dem Empfange Deines — kaum 
mehr erwarteten — Briefes vom — — — ja, das Datum fehlt wieder wie in so 
manchen früheren — unbegreiflich geblieben, warum Du mich so lange Zeit 
ohne jede Nachricht von Dir gelassen hast. 

Hast Du meine Briefe nicht erhalten? Oder was hat Dich abhalten kinnen, 
Deinem besten Freunde, wie Du mich so oft genannt hast, volles Vertrauen wie 
früher zu schenken? Ich stehe da vor einem Rätsel, dessen Lösung nur Du mir 
geben kannst. Du versprichst mir einen ausführlichen Brief, in welchem Du mir 
mitteilen willst, was Du in den letzten 3 Jahren erlebt und getrieben hast, 
wofern Du aus meiner Antwort ersiehst, daB sich meine Gesinnung gegen Dich nicht 
geändert habe. Hast Du das auch nur einen Augenblick glauben können, liebe 
Sonja? Aber ich nehme Dich beim Wort und erwarte also alsbald einen recht 
umstündlichen Bericht. Ich móchte Dich aber dringend bitten, mich sofort nach 
Empfang dieses Briefes auch nur durch wenige Zeilen davon in Kenntnis zu 
setzen, daß er in Deine Hände gekommen ist; ich würde das Gegenteil annehmen 
müssen, wenn ich nicht innerhalb der nüchsten 8 Tage die erwartete Anzeige 
erhielte. 

Mittelbar habe ich nur zweimal von Dir gehórt, durch Herrn Mittag-Leffler, 
der Dich in Petersburg besucht hat, und dann vor kurzem durch Herrn Tchebychef. 
Den letztern habe ich nicht selbst gesprochen, — er besucht mich stets zu einer 
Zeit, wo ich nicht zu Hause bin —, aber gegen Borchardt hat er geäußert, Du 
habest die Beschüftigung mit der Mathematik aufgegeben. Ich freue mich, von 
Dir selbst die Versicherung des Gegenteils zu hören. Mittag-Leffler ist.mir ein 
sehr lieber Schüler gewesen; er besitzt neben gründlichen Kenntnissen eine un- 
gewohnliche Auffassungsgabe und einen auf das Ideale gerichteten Sinn; ich bin 
überzeugt, der Verkehr mit ihm würde anregend und fórdernd auf Dich wirken. 

Du möchtest nun gern von mir erfahren, wie es mir seither ergangen, und 
was ich getrieben habe. Was meine Gesundheit angeht, so bin ich zufrieden. 
Ernstlich unwohl bin ich in den letzten 3 Jahren nicht gewesen; nur fange ich 
an zu spüren, daf der zweistündige Vortrag ohne Unterbrechung mich angreift, 
sodaß ich des Nachmittags längere Zeit mich ausruhn muß. Meine Beschäfti- 
gungen sind die alten; meine Vorlesungen nehmen mich ganz besonders in An- 
spruch, namentlich habe ich für die Einleitung in die Theorie der analytischen 
Funktionen — im letzten Semester vor 102 Zuhörern gehalten — noch manches 
gearbeitet, ebenso fiir die Variationsrechnung. Im letzten Semester habe ich 
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auch zum erstenmal iiber einige Anwendungen der hyperelliptischen Funktionen 
gelesen. Meine eigentlichen Untersuchungen angehend, so haben die iiber die 
2nfach periodischen Funktionen oder besser gesagt die Systeme von » Funk- 
tionen ebenso vieler Argumente, für die ein algebraisches Additionstheorem 
besteht, endlich einen Abschluß gefunden, der mich befriedigt, so daß ich jetzt 
mit der Veröffentlichung vorgehen werde. Ich muß dabei freilich ziemlich mit 
dem Ende anfangen, — aus äußeren Gründen, weil man nämlich auch in Frank- 
reich jetzt anfängt, sich mit den periodischen Funktionen mehrerer Veränder- 
lichen zu beschäftigen. Den Beweis dafür, daß alle eindeutigen Funktionen von 
n Veränderlichen, wenn sie bei endlichen Werten ihrer Argumente wie rationale 
Funktionen sich verhalten und 2» voneinander unabhängige Periodensysteme 
besitzen, sich durch # Funktionen ausdrücken lassen, hoffe ich noch in diesen 
Ferien druckfertig machen zu können. Für das Übrige habe ich umfangreiche 
Ausarbeitungen in meinem Besitze.“ 

Ces volumineuses rédactions sont toutes disparues. En revanche il se trouve 
dans le 3% volume, no. 3 des œuvres de Weierstrass une preuve du théorème: 
Jede eindeutige Funktion von n Argumenten, welche bei endlichen Werten der 
letztern den Charakter einer rationalen Funktion besitzt und zugleich 2nfach 
periodisch ist, entspringt in der beschriebenen Weise (dans une introduction au 
traité) aus einer @-Funktion derselben Veründerlichen.* 

Plus loin Weierstrass écrit: 

„Weniger glücklich bin ich gewesen mit den angefangenen Untersuchungen 
über die Lósung der dynamischen Probleme durch Reihenentwicklungen, welche 
der Besonderheit der zu integrierenden Differentialgleichungen entsprechen. Ich 
komme bis zu einem gewissen Punkt; ich forme z.B. die Differentialgleichungen 
für das Problem der » Körper so um, daß sie eine beliebig weit fortzusetzende 
Integration in Reihenform formell gestatten, aber meine Versuche, die Konver- 
genz der Entwicklung zu erweisen, scheitern an einem Hindernis, das ich nicht 
zu bewültigen imstande bin. Die Glieder der Reihen haben alle die Gestalt 
cos [v, x, (L — v,) + v, x, (E — 1,) +++ - v, x, (E— v,)]. 


if 
y, Vas ce) Ÿ 


wo die A, x, r Konstanten sind. Die Größen r,,...,r, sind, wenn die Ordnung 

des zu integrierenden Systems von Differentialgleichungen 27 ist, r der Inte- 

grationskonstanten. In den Koeffizienten A, ,, kommen dieselben nicht vor, 
T 
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sondern in v andern, welche mit den x,, ..., x, durch v Gleichungen zusammenhängen. 
Diese Koeffizienten erscheinen aber in Bruchform, und es werden die Nenner 
unendlich klein, wenn die Summe der absoluten Betrüge der ganzen Zahlen 
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v,,...,v, unendlich groß wird. Es muß also gezeigt werden, daß auch die Zähler 
unendlich klein werden und ebenso die Brüche selbst, was bei der komplizierten 
Zusammensetzung der Ausdrücke unmöglich erscheint. 

Das Faktum selbst ist mir nicht auffallend, es kommt sehr oft vor, dab 
eine algebraische Funktion mehrerer Argumente sich nur in der Form eines 
Bruches darstellen läßt, wenn sie auch bei endlichen Werten der Argumente 
niemals unendlich groß wird. Aber wie gesagt, ich komme über die daraus ent- 
springende Schwierigkeit nicht hinweg. Laß mich nicht zu lange auf den ver- 
sprochenen ausführlichen Bericht warten, und sei überzeugt, daß meine Gesinnung 
gegen Dich unveründert die eines treuen und aufrichtigen Freundes ist. Sende 
Deinen Brief nach Berlin unter der alten Adresse, er wird mir sicher hierher 
gesandt.“ 

Ce n'est pas huit jours mais bien deux ans aprés que Weierstrass recut 
l'avis que sa lettre du 15 août 1878 était bien arrivée aux mains de Sonja. Le 
23 septembre 1880 elle lui écrivit une longue lettre, quelques jours aprés un 
billet trés court et enfin à la fin d'octobre un nouveau billet. Toutes ces lettres 
parvinrent en méme temps à Weierstrass qui répond le 28 octobre 1880: 

„Ich beeile mich nun, Dir zu antworten. Ich hatte allerdings kaum noch 
gehofft, ein Lebenszeichen von Dir zu vernehmen. Vor zwei oder drei Jahren 
schriebst Du mir nach einer sehr langen Pause, ich solle in nächster Zeit aus- 
führliche Nachrichten von Dir erhalten, — aber ich habe dann weiter nichts 
von Dir auf direktem Weg gehört. 

Nur Herr Mittag-Leffler hat mir dann und wann eine Nachricht von Dir 
gebracht, aus der ich wenigstens die Tatsache entnehmen konnte, daß Dein kör- 
perliches Befinden ein befriedigendes sei, — das war aber auch alles.“ 

Quels furent les motifs qui firent observer à Sonja ce long silence, si cruel 
à l'égard de l'homme qui avait été pour elle plus qu'un pére? C'est sur ce point 
que se fait particulièrement sentir la perte qu'a été pour l'histoire privée de 
Sonja et de Weierstrass la destruction des lettres de celle-ci. Comme on aurait 
aimé lentendre elle-même plaider sa cause, entendre ces belles paroles, soulevées 
par la clarté de la pensée et la profondeur du sentiment, dont sa nature emi- 
nemment artiste avait le secret! 

Weierstrass avait déjà brülé les lettres de Sonja quand la biographie d'Anne- 
Charlotte Leffler vit le jour. Il ne me cacha pas qu'il aurait préféré que ce 
livre n'eüt pas été publié. A quoi bon présenter au grand publie la personnalité 
si riche de sa Sonja? „Die Menschen sterben, die Gedanken bleiben“: il eüt 
suffi que la haute figure de Sonja passát à la postéritó par la seule vertu de 
ses travaux mathématiques et littéraires. 


| 
| 
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Or personnellement, comme on le sait, Sonja elle-même avait été d'un tout 
autre avis!. 

Cette conversation que j'eus avec lui et la constatation que, malgré tont, 
la biographie d'Anne- Charlotte Leffler était un fait irrévocable, déterminèrent 
sans doute Weierstrass à remettre à ma discrétion l'utilisation et l'emploi de 
ses lettres à Sonja. 

On connait par la biographie d'Anne-Charlotte Leffler les cótés extérieurs 
de la vie de Sonja durant ces trois années. Waldemar Kowalewsky, tout ayant 
accepté les conditions, sous lesquelles son mariage avec Sonja s'était conclu, 
souhaitait et espérait tout autre chose. Pour lui elle était et demeurait toujours, 
en dépit de tous les tiraillements et de tous les conflits, la bien aimée de sa 
jeunesse, et il ne renonca jamais à l'espoir qu'un jour elle füt réellement sa 
femme. „C'est à ce moment à Palibino, affaissée comme elle l'était par le cha- 
grin de la mort de son père, que chez Sonja la soif de tendresse l’emporta sur 
toutes les idées précongues, et que d'elle méme dans le grand silence de la 
maison mortuaire elle devint réellement la femme de son mari“?. 

Les deux époux passèrent l'hiver 1875 —76 à St. Pétersbourg. Sonja, désormais 
dégagée des conditions antinaturelles où elle avait jusqu'alors vecu, était dans 
la pleine floraison de sa jeune beauté. Elle vivait maintenant parmi les cir- 
constances et les éléments les plus libres qui soient au point de vue intellectuel, 
et pouvait, dans un cercle capable de la comprendre et de ladmirer, donner 
carrière à un génie fécondé dès le principe par la culture la plus étendue et la 
plus profonde que jamais peut-étre femme ait encore recue. Elle savourait done 
à longs traits la joie de vivre et goütait le bonheur d'étre jeune. 

Cependant son entourage se composait moins d'hommes de science que de 
littérateurs, d'artistes et de journalistes. Comment aurait elle pu maintenant 
écrire à Weierstrass pour lui expliquer tout ce changement, lui avouer — car il 
n'y allait de rien de moins cette fois — qu'elle avait oublié la science pour la vie? 
ll ne s'agissait plus comme auparavant d'un trouble accidentel causé par la vie 
mondaine: il s'agissait cette fois de trahir la science pour mener par les che- 
mins battus et connus, — encore qu'avec plus de plenitude et de richesse que les 
autres —, la vie purement feminine. 

C'est pendant la periode 1875—78 que je fis la connaissance de Sonja. Au 
commencement de févriér 1876 en me rendant à Helsingfors je passai par St. Péters- 
bourg et, pour satisfaire ma propre curiosité autant que pour exaucer un vœu 
formel à Weierstrass, j'y allai rendre visite à la femme qui faisait alors tant 
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parler d'elle dans le monde savant. Sans chercher à reconstituer de mémoire 
les impressions que j'éprouvai je reproduis quelques mots retrouvés dans une 
lettre que j'adressai à Malmsten: ,Ce qui m'a le plus vivement interessé à St. 
Pétersbourg, a été de faire la connaissance de Madame Kowalewsky. Aujourd'hui 
(10 février 1876)j'ai passé plusieurs heures chez elle. Comme femme elle est délicieuse. 
Elle est belle et, quand elle parle, son visage s'éclaire d'une expression de bonté 
feminine et d'intelligence supérieure qu'on ne soutient pas sans éblouissement. Ses 
manières sont simples et naturelles, sans aucune trace de pedantisme ou de savoir 
affecté. Du reste en tous points ,dame du grand monde*. Comme savante elle 
se distingue par une clarté et par une précision d'expression peu commune, ainsi 
que par une conception singulièrement prompte. On s'apercoit aisément aussi du 
degré de profondeur oii elle a poussé ses études, et je comprends parfaitement 
que Weierstrass la regarde comme le mieux doué de ses disciples.* 

Les impressions que je ressentis de cette visite à Sonja devaient influer, à 
leur maniére, sur la direction de sa vie. Elle ne m'avait recu, parait-il, qu'à 
contre cœur. Elle savait que je venais de la part de Weierstrass et elle avait 
déjà rompu en pensée avec les mathématiques. Mais elle était née mathémati- 
cienne, elle avait d'une facon trés nette la conformation de la région de l'œil 
gauche que Gall et Moebius ont reconnu comme caractéristique de l'instinct ma- 
thématique; ce trait a d'ailleurs été enlevé par retouche sur la plupart de ses 
portraits. Cependant elle ne remplit pas la promesse quelle m'avait faite 
d'écrire immédiatement à Weierstrass, non plus qu'elle ne se remit de longtemps 
aux mathématiques. La vie lui imposa bientót d'autres devoirs, austéres et 
doux, auxquels elle ne pouvait plus se dérober et longtemps il lui fut matéri- 
ellement impossible de renouer avec le passé. Une seule conversation avec un 
mathématicien, disciple de Weierstrass, n'en avait pas moins eu pour effet d'é- 
beauler chez elle la conviction qu'elle en avait fini avec les mathématiques. 

Cependant son mari qui s'était lancé dans de vastes entreprises économi- 
ques, où elle n'était pas sans avoir sa part de responsabilité, se trouvait aux 
prises avec de gros embarras. Elle fut pour lui une épouse devouée, un soutien 
et un auxiliaire tendre et energique, et réussit à eviter une catastrophe. Le 
5/17 Octobre 1878 naquit sa fille, ,Foufie^ en Russie, „la petite Sonja“ en 
Suéde. La cousine de Sonja, Sophie von Adelung, parle de son amour passionné 
pour la petite qu'elle düt néanmoins confier aux soins d'une nourrice. 

Pendant la période de tranquillité relative avant la naissance de sa fille 
se réveilla en Sonja un irresistible désir de retourner aux mathématiques. Elle 
ne pouvait manquer d'écrire alors à Weierstrass. Dans sa lettre datée d'aoüt 
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1878 elle demande conseil à son vieux maitre au sujet d'une question de mathé- 
matiques qu'elle voulait maintenant traiter. Il lui écrit: 

„Über das von Dir in Angriff genommene Problem kann ich mich für dies- 
mal nicht mit Dir unterhalten, da ich erst die betreffende Literatur nachsehen 
muß.“ 

Sonja étant restée deux années entières au lieu des huit jours demandés, 
sans répondre à la lettre de Weierstrass (celle d'aoüt 1878), ce fut sa propre 
faute si elle ne reçut jamais de celui-ci, qui autrement la lui eût sûrement en- 
voyée, l'explication du probléme auquel elle s'était attaquée. Le calme qu'elle 
avait espéré pour étre à méme de reprendre ses travaux mathématiques n'avait 
pas voulu revenir. Sa petite fille était née et demandait ses soins. Les inté- 
réts de son mari absorbaient tout le reste de son temps: elle redevenait son 
auxiliare incomparable. Weierstrass avait du cependant étre d'autant plus blessé 
de n'avoir point recu de réponse à. sa lettre qu'il y donnait sur lui-méme des 
nouvelles du plus grand intérét. Il écrit le 28 octobre 1880: 

„So hatte ich mich bereits daran gewöhnt, die Zeit, in der Du mit mir als 
Schülerin und Freundin verkehrtest, als eine abgeschlossene zu betrachten, die 
nur noch der Erinnerung angehörte. Der lange Brief, den ich jetzt von Dir in 
Händen habe, gibt mir nun allerdings einen Schlüssel zum Verständnis Deines 
langen Schweigens; gleichwohl bedaure ich aufs tiefste, daß Du Deinem alten 
Freunde gegenüber nicht schon früher mit rückhaltlosem Vertrauen Dich aus- 
gesprochen hast. Ich bedaure dies ganz besonders auch aus dem Grunde, weil 
auf diese Weise ‚Jahre verloren gegangen sind, in denen ich vielfach hätte Ge- 
legenheit finden können, durch schriftliche Mitteilungen Dich in Deinen Studien 
zu unterstützen und Deinen Eifer und Deinen Mut zu beleben. — Aber ich liebe 
es nicht, über Vergangenes viel zu reflektieren, — fassen wir darum die Zukunft 
ins Auge.“ 

A la fin de l'année 1879 et au commencement de 1880 eut lieu un congrès 
de naturalistes russes à St. Pétersbourg auquel je pris part. J'étais alors pro- 
fesseur à l’université d’Helsingfors. Je recontrai là pour la seconde fois Sonja 
et fis la connaissance de son mari et de ,Foufie*. Sonja, bien que faisant partie 
du congrès, ne prit point part à ses travaux. Il était visible que d'une part 
elle avait déjà perdu le contact avec sa carrière mathématique, et que d'autre 
part son esprit brülait du désir d'y rentrer. Je ne connus rien de sa situation 
privée et matérielle. Cependant celle-ci était devenue en octobre 1880 tellement 
difficile qu'elle la vit inextricable. Elle montra alors qu'elle était née mathé- 
maticienne car elle retrouva dans la reprise de ses études son équilibre moral. 
Elle osa se présenter de nouveau devant Weierstrass. Elle lui écrivit pour 
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lui demander si elle pouvait venir 4 Berlin. Mais avant que sa réponse datée 
du 28 octobre ne fut parvenue à Moscou, elle était déjà partie. Elle arriva à 
Berlin le 31 au matin et à 3 h. de l'aprés-midi Weierstrass était déjà chez elle. 
Sa lettre n'avait pas été trés encourageante. J'en ai déjà cité le commencement. 
La suite sonne tout autrement que dans les temps jadis: 

„Zunächst kannst Du versichert sein, liebe Freundin, daß ich mich herzlich 
freuen werde, wenn ich Dich nach so langer Trennung eines Tages wiedersehn 
kann. Ich bin es Dir aber schuldig, bevor Du Dich zu der langen Reise hierher 
entschließest, Dich von einigen mich betreffenden Umständen in Kenntnis zu 
setzen, um zu verhüten, daß Du nicht mit Erwartungen hierher kommst, welche 
zu erfüllen in der nüchsten Zeit leider nicht in meiner Macht steht. Du wirst 
Dich ohne Zweifel wundern, von mir zu hören, daß meine äußeren Verpflich- 
tungen in den letzten Jahren, statt sich, wie es sein mußte, zu verringern, immer 
mehr gewachsen sind. Für diesen Winter zumal habe ich eine solehe Masse Ar- 
beit vor mir, dab ich kaum weif, wie ich dyrchkommen werde. Du wirst ohne 
Zweifel wissen, dafi mein Freund Borchardt im vergangenen Sommer nach 
schwerem Leiden gestorben ist. Schon seit dem 1. April hatte ich für ihn die 
Redaktion des Journals übernommen, und, wie die Verhältnisse einmal liegen, 
muß ich dieselbe — im Verein mit Kronecker — fortführen. Dann hatten wir in 
der Akademie die Veranstaltung einer Gesamtausgabe der Werke von Jacobi, 
Dirichlet und Steiner beschlossen. Borchardt hatte Jacobi, ich Steiner über- 
nommen. Nach Borchardts Erkrankung mufte ich die Herausgabe von Jacobi 
fortführen, da sieh eine dazu geeignete Person nicht fand, — und ich habe selbst 
früher nicht geglaubt, daß ein solches Unternehmen so viel zeitraubende Arbeit 
erfordert. Außerdem bin ich von Borchardt zum Vormund seiner 6 Kinder er- 
nannt; bei den innigen Beziehungen, in denen ich seit 25 Jahren zu Borchardt 
und seiner Familie gestanden habe, kann ich mich der Pflicht nicht entziehen, 
Frau Borchardt bei der Verwaltung ihres bedeutenden Vermügens mit Rat und 
Tat beizustehn, da sie selbst in Geschäften ganz unerfahren ist. Übrigens nehme 
ich auch keinen Anstand, Dir zu sagen, daß ich zum Teil auch gezwungen bin, 
Arbeiten wie die vorhin genannten zu übernehmen, um meine Einkünfte zu ver- 
mehren. Denn die Besoldung, die ich als Professor beziehe, reicht nicht mehr 
aus, um die jührlich sieh steigernden Ausgaben zu decken. — Ich führe dies 
alles nur an, teuerste Freundin, um Dir klar zu machen, daß ich diesen Winter 
über nur wenig Zeit für Dich übrig haben würde und daf ich es aus diesem 
Grunde lieber sehen würde, wenn Deine Verhältnisse es Dir erlaubten, erst 
später — im Frühjahr — hierher zu kommen. Geht das nicht, so wirst Du mir, 
ich wiederhole dies, zu jeder Zeit willkommen sein, und was ich für Dich tun 
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kann, soll geschehn. Kommst Du aber spiter, so laf uns doch eine ordentliche 
mathematische Korrespondenz führen. Das würde ganz gut gehn, denn ich habe 
gelernt, z. B. wührend der Fakultütsverhandlungen, bei den Doktorprüfungen 
usw. Briefe zu scbreiben. So z. B. habe ich vor zwei Jahren mit Borchardt 
über das arithmetisch-geometrische Mittel aus vier Elementen eine Reihe Briefe 
gewechselt, von denen die meinigen fast alle im Senats-Saal geschrieben waren.* 

Les raisons citées sont pleinement valables, et on peut ajouter l'état de 
santé de Weierstrass. Il avait été fort malade d'une pneumonie au printemps 
de cette méme année, et à cette maladie s'était jointe une affection aigué du 
foie. Mais des raisons semblables n'existaient-elles pas pendant l’année où Weier- 
strass avait été recteur d'université? Et les conversations scientifiques entre 
Weierstrass et Sonja n'avaient-elles pas néanmoins continué sans empéchement ? 

Cette lettre que Sonja n'avait pas recue lui fut retournée à Berlin. Il est 
d'ailleurs peu probable qu'elle aurait pu arréter Sonja. Celle-ci connaissait son 
ami et savait que s'il lui était seulement possible de plaider sa cause de vive 
voix, elle la gagnerait à coup sür. Nous verrons par la suite comment elle y 
réussit complètement. 

À la fin de janvier 1881, Sonja se trouve de nouveau à Moscou, après avoir 
néanmoins passé quelque temps à St. Pétersbourg et s'y étre tellement adonnée 
aux mathématiques, que ses amis dans cette ville ne la reconnaissaient plus. 
Elle s’occupait surtout, et sur le conseil de Weierstrass, de la question du mou- 
vement de la lumière dans un milieu cristallin. Il écrit 1 février 1881: 

,Da ich bis zum 24. v. M. von Dir die Papiere über lineare partielle 
Differentialgleichungen nicht zurückerhalten, so muß ich schließen, daß Du in 
Deiner Arbeit bis dahin noch keinen vollstindigen Erfolg gehabt hast, was ich, 
aufrichtig gestanden, auch gar nicht erwartet habe. Ich bin überzeugt, es werden 
sich noch manche Schwierigkeiten ergeben, die überwunden werden müssen, — 
aber ich halte ebenso fest daran, daß der Gegenstand der gründlichsten Durch- 
forschung wert ist. Laß Dich also nicht entmutigen, wenn das schwierige Problem 
den ersten Angriffen hartnückigen Widerstand entgegensetzt.* 

Weierstrass s'entretient aussi le 1 février 1881 avec Sonja sur l'intégration 
des équations différentielles des orbites planétaires, problème qu'il ne perd jamais 
de vue. Il écrit: 

„Ich habe, seit Du fort bist, mich noch angestrengt mit den linearen 
Differentialgleichungen, deren Koeffizienten reellperiodische Funktionen einer 
Veründerlichen sind, beschiiftigt und glaube jetzt zur Behandlung derselben den 
richtigen Weg gefunden zu haben. Doch muf ich mich dabei auf eine besondere 
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Gattung solcher Gleichungen beschränken, welche aber gerade diejenige ist, die 
bei Problemen der analytischen Mechanik allein vorkommt. 
Das Haupttheorem, welches sich mir dargeboten hat, will ich Dir mitteilen. 
Es sei 
F(x, er Tan) = 2 PM (t) x; T. (4, u = 1, in) 2u) 
; 1H 


eine homogene ganze Funktion zweiten Grades der 2» Veränderlichen #,,...,,,; 
ihre Koeffizienten sollen reelle Funktionen der Veränderlichen ¢ und aus Glie- 
dern von der Form 


A cos (v, a, 4- v, a, 4- ---) - B sin (v, a, +v,a,+---)t 





zusammengesetzt sein, wo «,, @,, ... beliebige reelle Größen und v,, v,,... ganze 
(positive oder negative) Zahlen bedeuten. Ferner nehme ich an, es seien die Funk- 
tionen F’, ,(/) so beschaffen, daß bei reellen Werten von ¢,z,,..., z,, die Funk- 
tion F(z,,...,z,) ihr Zeichen nicht ändern kann. Dies vorausgesetzt nehme 
ich nun zwischen 27,,..., z,, und ¢ die folgenden Differentialgleichungen an: 

de NOL ray era tae 

OB e CEE ; 

(len) 
ae re Pd 
Te a Oz, ; 


so haben die allgemeinsten, diesen Differentialgleichungen geniigenden Ausdriicke 
die Form: 


dA mm thie (t) cos (m,t) + f; ,(£) sin (m,t); (4 = 1,..., 2m), 
e 


VORREITER 


wo die »,, deren Anzahl nicht größer als » ist, reelle, im allgemeinen aus den 
. nicht zusammensetzbare Konstanten, die f; ,(t) und /; ,(f) aber Funk- 


2,0 


a 


a, 0 


TEM 
tionen von derselben Beschaffenheit und Zusammensetzungsweise wie die F, , (¢) 
sind. 

Streng beweisen kann ich dies Theorem bis jetzt nur für den Fall, daß 
die Zahl der Größen a,, a,,... sich auf Eins reduziert. Der Weg aber, den ich 
zur wirklichen Entwicklung der Ausdrücke von 2,,...,2,, verfolge, ist unab- 
hüngig von dieser Voraussetzung, und wenn derselbe sich in dem speziellen Fall 
bewährt, so wird auch der allgemeine keine Schwierigkeit machen. Könnte ich 
jetzt einige Wochen ausschlieflich diesen Untersuchungen widmen, so würde ich 
bald zur Gewißheit darüber kommen, ob die Gedanken, von denen ich mich jetzt 
leiten lasse, richtig sind oder nicht. 

Komme ich mit den linearen Differentialgleichungen von der angegebenen 
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Form zurecht, so glaube ich, daß auch diejenigen Differentialgleichungen, die 
z. B. zur Bestimmung der Planetenbahnen dienen sollen, einer rationalen Be- 
handlungsweise sich werden unterwerfen lassen. Daf alle bis jetzt versuchten 
Wege zur Integration derselben nicht zum Ziele führen können, davon bin ich 
jetzt mehr als je überzeugt.“ 

Une lettre du 8 janvier 1881 que Sonja m'écrivit de St. Pétersbourg est 
d'un haut intérét aussi bien pour la biographie de Sonja que pour celle de Weier- 
strass. 

,Je commencerai ma lettre aujourd'hui par vous parler de M. Weierstrass. 
— J'ai eu le plaisir de le trouver en bonne santé, mais accablé d'ouvrage, et 
malheureusement d'ouvrage qui, à mes yeux du moins, aurait tout aussi bien pu 
être rempli par quelque mathématicien plus jeune, dont le temps m'est pas en- 
core aussi précieux. Son cours, qu'il lit maintenant tous les jours, et devant un 
auditoire de 250 personnes, la révision de l'édition des œuvres de Jacobi et de 
Steiner, les différents académie-senats-facultaetssitzungen et autres, remplissent sa 
journée au point de lui rendre la terminaison de ses propres recherches presque 
impossible, surtout en vue de son âge déjà assez avancé et de sa santé, qui ne 
lui permet pas de se fatiguer impunément. Je ne comprends vraiment pas com- 
ment les autres mathématiciens de Berlin ne parviennent pas à faire comprendre 
au ministre, combien il serait nécessaire de délivrer M. Weierstrass pour un 
temps du moins de toute occupation extérieure et de lui assurer les moyens de 
se livrer pendant une année exclusivement à la publication de ses œuvres. Sous 
ce rapport aussi la mort de M. Borchardt est un bien grand malheur, car c'était 
je crois, le seul des amis influents de Weierstrass qui prenait vraiment à cœur 
ses intéréts, qui sont aussi ceux de la science. C'est vraiment par trop regret- 
table que nous ne verrons peut-étre jamais un exposé complet de sa théorie des 
fonctions abéliennes, car je trouve qu'un des plus grands mérites de Weierstrass 
consiste justement dans l'unité de sa méthode et dans la maniére, aussi naturelle 
que logique, dont il déduit toute la théorie d'un seul théoréme fondamentale et 
la présente vraiment comme un tout organique; et c'est justement ce cóté-là de 
son génie qui se perd complétement de vue à la publication de ses recherches 
par fragments, comme il l'a fait jusqu'à présent et qui n'est justement apprécié 
que par un petit nombre de ses éléves. N'est-ce pas étonnant vraiment comme 
à l'heure qu'il est la théorie des fonctions abéliennes avec toutes les particula- 
rités de la méthode qui lui sont propres et qui en font justement une des plus 
belles branches de l'analyse, est encore peu étudiée et peu comprise partout 
ailleurs qu'en Allemagne? J'ai été vraiment indignée en lisant par exemple le 
traité des fonctions abéliennes par Briot, qui jusqu'à présent ne m'était pas tombé 
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sous les yeux. Peut-on exposer une aussi belle matière d'une manière aussi 
aride et aussi peu profitable pour l'étudiant? Je ne m'étonne presque plus que 
nos mathématiciens russes, qui ne connaissent toute cette théorie que par le 
livre de Neumann et celui de Briot, professent une indifférence aussi profonde 
pour l'étude de ces fonctions. Me croirez-vous, par exemple, quand je vous 
dirais que j'ai eu à soutenir, il y a peu de temps, une discussion trés vive contre 
plusieurs professeurs de mathématiques de l’université de Moscou, qui préten- 
daient que les fonctions abéliennes ne s'étaient pas encore montrées capables 
d'aucune applieation sérieuse, et que toute cette théorie était encore embrouillée 
et aride au point d'étre tout à fait impropre de servir de sujet à un cours uni- 
versitaire ?“ 

Le 6 mars 1881 Weierstrass n'avait encore recu aucune autre nouvelle de 
Sonja, qu'un bref avis annonçant qu'elle était revenue à Moscou. Il écrit cepen- 
dant le méme jour: : 

„Von mir habe ich wenig zu sagen. Ich bin in diesem Jahre recht fleißig 
gewesen, aber doch nicht mit dem entsprechenden Erfolg. Deine Anwesenheit 
hat mich veranlaßt, meine alten Untersuchungen über die Integration der dyna- 
mischen Differentialgleichungen wieder aufzunehmen; ich habe auch, wie ich Dir 
bereits schrieb, einige Fortschritte gemacht, aber immer noch sehe ich Schwierig- 
keiten vor mir, die mir zuweilen unüberwindlich vorkommen. Ich habe diesen 
Winter im Seminar mich ausführlich über die bisherigen Methoden zur Bestim- 
mung der Planetenbewegungen unter den in unserem Planetensystem stattfin- 
denden Umstünden ausgesprochen und bin mehr und mehr zu der Überzeugung 
gekommen, daß zur wahren Lösung der Probleme, um die es sich dabei handelt, 
ganz andere Wege als die bisher betretenen eingeschlagen werden müssen, — aber 
ich sehe diese neuen Wege immer noch nur in nebelhafter Form vor mir. Hätte 
ich jemanden hier, mit dem ich mich täglich über alles das, was ich versuche, 
aussprechen könnte, so würde mir vielleicht vieles klarer werden.“ 

Il écrit encore: 

„Meine Untersuchungen über die eindeutigen Funktionen sind mir auch aus 
dem Grunde wert geworden, weil sie jüngeren Mathematikern zu Arbeiten auf 
demselben Felde den Weg gewiesen haben, was ja der schónste Erfolg ist, den 
ein Lehrer und Schriftsteller sich wünschen kann. Aufer Mittag-Leffler hat 
der Sehwiegersohn Hermites, E. Picard, und der Mitherausgeber des Darboux- 
schen Bulletins, J. Tannery, im Anschluß an meine Arbeiten ganz interessante 
Untersuchungen gemacht. Der letztere teilt mir z. B. mit, daB sich die von 
mir in meiner letzten Abhandlung mit v(z) bezeichnete Reihe durch andere er- 
setzen lasse, welche dieselben Eigenschaften haben, aber von viel elementarerer 
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Natur als die meinige sind. Setzt man z. B. 


lt 
1—-z 


22° 2x" | 22° 


22 
v (x) FR diam sbipart Migs 7 + 227 "ids 


so ist die Summe der » ersten Glieder dieser Reihe 


1-2 


9n ? 
1—2z 


woraus sich, wenn man x = ^o setzt, ergibt, dab 


v(z = 1, wenn |z|-— 1, 
v(x) = —1, wenn |z|— 1. 


Daraus läßt sich alles ableiten, was ich mit Hilfe meiner Funktion v (x) be- 
wiesen habe. 

Daf ich sehr begierig bin, zu erfahren, wie weit Du mit Deiner Arbeit — 
ich meine die 4 Arbeit — vorgeschritten bist, brauche ich nicht ausdrücklich zu 
sagen.“ 

Sonja ne donnait pas de ses nouvelles, parce qu’ aprés son retour à Moscou 
elle avait pris la résolution de quitter la Russie (pourquoi et dans quelles con- 
ditions, nous le savons par la biographie d’Anne-Charlotte Leffler). Elle pensait 
étre bientót à Berlin. Elle y arriva au printemps 1881 et y resta jusqu'au 
commencement de l'année 1882. Puis elle alla s'établir à Paris. Weierstrass 
éerit à Paris le 11 avril 1882: 

„Meine teure Freundin, Es ist jetzt mehr als ein Vierteljahr verflossen, 
seit Du Berlin verlassen, und ich habe nicht ein einzigesmal an Dich geschrieben, 
Du würdest also vollkommen berechtigt sein, Dich über mich zu beschweren. 
wenn Du nicht selbst oft genug die Erfahrung gemacht hättest, daß man einer 
Pflicht sich klar bewußt sein und gleichwohl die Erfüllung derselben von Tag 
zu Tag verschieben kann, ohne daß doch Nachlüssigkeit oder Trägheit der 
eigentliche Grund davon ist. Auch Dein erster Brief aus Paris hat lange auf 
sich warten lassen, und ich gestehe Dir offen, es würe mir sehr schwer geworden, 
ihn sofort zu beantworten. Aus jeder Zeile desselben und mehr noch aus dem, 
was zwischen den Zeilen zu lesen war, ging klar genug hervor, daß aus Um- 
ständen, über die Du Dich nicht näher aussprechen konntest und wolltest, Dir 
Beunruhigungen und Sorgen erwachsen seien, welche Deinen sehnlichen Wunsch, 
Dich ungestört Deinen Arbeiten widmen zu können, auf längere Zeit zu ver- 
eiteln drohten. Du bist nieht gewohnt, in solchen Fällen Dich auch Deinen 
Freunden gegenüber rückhaltlos auszusprechen, und meinst, jeder Mensch muß 
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mit dem, was er zu tragen hat, selbst fertig zu werden suchen, — ich sympa- 
thisiere darin mit Dir vollständig und konnte mich darum nicht entschließen, 
Dich um Aufklärungen und weitere Mitteilungen zu bitten, — und doch hätte 
ich, als Dein aufrichtiger Freund und „Beichtvater“ kaum schweigend über 
manches, was Du andeutungsweise berichtetest oder ich mir kombinierte, hinweg- 
gehn können. Das ist der wahre Grund, warum ich mich so schwer habe ent- 
schlieBen kónnen, an Dich zu schreiben. 








Ich habe meine Vorlesung über hyperelliptische Funktionen nach einem 
neuen Plane zu einem befriedigenden Abschluß gebracht, auch die Freude ge- 
habt, daß mehrere meiner Zuhörer recht darauf eingegangen sind, die große 
Mehrzahl auch bis zum Schluß wenigstens getreulich ausgehalten hat. Die Heraus- 
gabe von Steiner hat mir noch recht viel zu tun gegeben; am schwierigsten war 
es, die Fülle von Notizen, die mir von den Revisoren der einzelnen Abhand- 
lungen übergeben waren, auf ihre Richtigkeit zu prüfen und auf ein paar Bogen 
zusammenzudrängen. Ich bin aber seit einigen Wochen fertig damit; der zweite 
(und letzte) 47 Bogen starke Band ist Anfang d. M. ausgegeben worden. Ich 
freue mich sehr, der eingegangenen Verpflichtung mich entledigt zu haben, und 

zwar, wie ich glaube, zur Zufriedenheit des betreffenden Publikums. Die Heraus- 
gabe von ‚Jacobi macht mir weniger Mühe, ist mir auch interessanter. 

Augenblicklich bin ich damit beschäftigt, in einer nicht gerade umfang- 
reichen Abhandlung einen Überblick darüber zu geben, wie sich die Theorie der 
allgemeinen Abelschen Transzendenten gestaltet, wenn man sie auf derselben 
Grundlage aufbaut wie in der genannten Vorlesung. Ich assoziiere, wenn y 
eine beliebige » deutige Funktion von x ist, derselben alle Funktionen, die aus 
y und beliebig vielen eindeutigen Funktionen von x rational zusammengesetzt 
sind, also in der Form 1 


fa (2). hy + fs ny" 


dargestellt werden können, in der Art, daB f,(x), f(x), ...,f,,(x) eindeutige 
Funktionen sind, von denen ich jedoch annehme, daß jede von ihnen nur eine 
endliche Anzahl wesentlich singulärer Stellen besitze. Unter dieser Beschrün- 
kung lift sich die Theorie dieser mehrdeutigen Transzendenten so weit ent- 
wickeln, wie ich es für die eindeutigen Funktionen ausgeführt habe; es läßt 
sich der Begriff der Primfunktionen und namentlich derer, welche dieselbe Rolle 
spielen wie die algebraischen Einheiten in der Zahlentheorie, ganz allgemein 
feststellen und der Nachweis führen, daB jede Funktion der in Rede stehenden 
Gattung sich aus Primfunktionen — im allgemeinen aus einer unendlichen An- 
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zahl solcher — zusammensetzen läßt usw. Wenn ferner ein Differential 
F(z, y)dz, 


wobei F eine der betrachteten Funktionen bedeutet, zu integrieren ist, so kann 


' dies stets geschehen in der Form 


[F@, y)dz = F,(a, y) + 3) C, log F, (x, y), 
v 


wobei die F, wieder Funktionen der Gattung bedeuten und der Ausdruck auf der 
Rechten aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern besteht, je 
nachdem die Zahl der Unendlichkeitsstellen der Funktion F (x, y) eine endliche ist 
oder nicht. Für den Fall, daß man für F(z, y) eine rationale Funktion von zr, y 
nimmt, kommt man auf die Abelschen Integrale, deren wesentliche Eigenschaften 
sich nunmehr aus der vorangegangenen allgemeinen Theorie in einfachster Weise 
ergeben. Ebenso gewinnt man einen leichten Zugang zu den 6 Funktionen. 
Wie gesagt, werde ich in meiner Abhandlung nur die Grundlage der Theorie 
geben, ohne in das Detail der Rechnungen einzugehen, das geht ganz gut, und 
ich denke mir, es wird gerade diese Form der Darstellung manchem Leser will- 
kommen sein. 

Die Abhandlung wird schon in einigen Wochen erscheinen.* 

Le mémoire ne fut jamais publié et les notes qui existaient probablement, 
ont disparues. Mais on peut se faire une idée du travail que Weierstrass y 
avait consacré et de la perte que fit la science par suite de sa disparition, par 
le passage suivant dans une lettre de sa sœur Clara Weierstrass à Sonja le 22 
mars 1882: 

„Ich sage Dir, so etwas von Arbeiten ist noch nicht dagewesen. Beim 
Essen sitzt er, mit dem Zeigefinger der rechten Hand Formeln schreibend in die 
Flüche der andern Hand. — Sowie er den letzten Bissen gegessen hat, sitzt 
er wieder an seinem Pult, zu arbeiten. Wir haben ein phänomenal schönes Früh- 
lingswetter, aber er geht nicht vor die Tür. — Er arbeitet von früh bis in die 
Nacht hinein ohne Unterlaß, ohne Erholung. — Wahrscheinlich will er zu einem 
Abschluß gelangen und sich durch nichts in der Welt stören lassen, bis er zu 
diesem Abschluß gelangt ist. Die Mathematiker sind nun einmal Selbstquäler. 
Dies forzierte Arbeiten geht nun so lange gut, bis mit einmal die Nerven so 
angegriffen sind, daß es nicht mehr geht.“ 

Weierstrass écrit de nouveau le 11 avril 1882: 

„Von Kronecker ist kürzlich eine große Arbeit: „Grundzüge einer arith- 
metischen Theorie der algebraischen Größen“ erschienen. Sie enthält die Resal- 
tate langjühriger Forschungen in konzisester Form, wird aber für Leser, die 
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Kroneckers Vorlesungen nicht gehört haben, recht schwer zu verstehen sein, so- 
daB ich fürchte, sie wird vorderhand mehr bewundert als studiert werden.“ 

Enfin un passage qui montre à quel point Weiertrass suivait et appréciait 
ce qui se faisait à cette époque en France: 

„Hast Du Notiz genommen von den neuesten Arbeiten Poincarés? Der ist 
jedenfalls ein bedeutendes mathematisches Talent, so wie überhaupt jetzt in 
Frankreich wieder eine junge Generation von Mathematikern mit dem besten 
Erfolg bemüht ist, auch auf dem Gebiete der Analysis, deren einziger Vertreter, 
nachdem Liouville sich von ihr abgewandt hatte, lange Zeit nur Hermite war, 
Eroberungen zu machen. Die von Poincaré in Anschluß an Arbeiten von Fuchs, 
Schwarz und Klein begonnenen Untersuchungen werden jedenfalls zu neuen ana- 
lytischen Transzendenten führen, wenn er auch vielleicht jetzt noch nicht ganz 
auf dem richtigen Wege ist, — es ist nur zu beklagen, daß den jungen franzi- 
sischen Forschern die Akademie ein zu verlockendes Ziel ist, — jede Woche 
einen Artikel in den Comptes rendus zu bringen, der wirklich Wert hat, das ist 
doch unmöglich.“ - 

Sonja aurait pu défendre les articles des „Comptes rendus“ en rappelant 
l'influence suggestive qu'un échange fréquent d'idées entre des savants occupés 
avec le méme probléme a toujours eu. 

D'une lettre du 14 juin 1882 il ressort combien malgré tout Sonja avait 
été réservée vis-à-vis de Weierstrass relativement à ses affaires privées: 

,Meine teure Freundin, Was Du mir in dem ersten Teile Deines lange er- 
warteten Briefes mitteilst, hat mich sehr betrübt, obgleich nicht gerade über- 
rascht. In der Tat habe ich lüngst geahnt, was der eigentliche Grund Deines 
langen Verbleibens in Paris und Deiner absoluten Schweigsamkeit mir gegenüber 
sei. Die wenigen Stunden, in denen ich Gelegenheit hatte, Herrn Kowalewsky 
kennen zu lernen, haben hingereicht, um mir die Überzeugung zu geben, daß Euer 
Verhältnis einen innern Rif habe, der es ganz zu zerstören drohe. Er hat weder 
Interesse noch Verständnis für Deine Ideen und Bestrebungen, und Du vermagst 
Dich nieht in die Unruhe seines Lebens hinein zu finden. Eure Charaktere sind 
zu verschieden, als daß Du, was zu einer glücklichen Ehe erforderlich wäre, in 
ihm einen Halt, eine Stütze für Dich zu gewinnen hoffen dürftest und er in 
Dir die notwendige Ergänzung seines Wesens finden könnte. Wäre dies anders, 
so würden, glaube ich, selbst Verirrungen seinerseits eine ehrliche Versóhnung 
nicht hindern. — Wenn ich Deinem Plane, in Stockholm als Privatdozentin auf- 
zutreten, während er in Moskau seines Amtes walten sollte, widersprechen zu 
zu müssen geglaubt habe, so geschah dies in der Überzeugung, daß ein solches 
Verhältnis zwischen Eheleuten ein unnatürliches sei, und ich lasse es mir auch 
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nicht ausreden, daß Du gar nicht auf den Gedanken gekommen wiirest, wenn Du 
Dich Deinem Manne innerlich verbunden gefühlt und ihn so geliebt hättest, 
wie nun einmal ein Mann geliebt sein will. Daß er diesem Plane abgeneigt war, 
habe ich ihm nieht verdenken können, und vielleicht ist er gerade dadurch gegen 
Deine mathematischen Bestrebungen noch mehr eingenommen worden. Wie die 
Sachen jetzt liegen, scheint das bisherige Verhültnis zwischen Euch beiden in 
der Tat unhaltbar geworden zu sein; möchte es sich doch nur so gestalten, daß 
Du die für Deine Existenz notwendige Freiheit von Unruhe und Sorgen gewinnst. 
Aus Deiner jetzigen Einsamkeit mußt Du so bald als möglich heraus, auch die 
kleine Sonja bei Dir haben, — die Sorge um diese und die Beobachtung ihrer 
Entwicklung wird Dich in wohltätiger Weise beschäftigen und erfreuen. Ich 
habe im Vorstehenden meine Ansicht unumwunden, ohne Redensarten ausgesprochen. 
Ich danke Dir für das Vertrauen, das Du mir bewiesen, kenne Dich aber zu gut, 
als daß ich versuchen sollte, Dir irgend einen Rat aufzudrüngen, und weiß, daß 
Du stark genug bist, mit Deinem Schicksal allein fertig zu werden. Wenn Du 
aber glaubst, daß in irgend einer Weise mein Rat, mein Beistand Dir nützlich 
werden könne, nun so weißt Du ja, daß Du Dich ohne Scheu an mich wenden 
kannst.“ 

Weierstrass se réjouit que Sonja ait fait la connaissance de Charles Her- 
mite. J'avais visité Paris au printemps 1882 et avais trouvé que Sonja ne s'était 
mise en rapport avec aucun des mathématiciens francais et l'avais enfin per- 
suadée avec beaucoup de peine à aller faire une visite chez Hermite. Weier- 
strass écrit: 

„Mit den andern Mathematikern wirst Du nun wohl auch in Verkehr treten 
müssen, die jüngern, Appell, Picard, Poincaré werden Dich am meisten interes- 
sieren. Poincaré ist nach meiner Ansicht von allen der zur mathematischen 
Spekulation Berufenste, müge er nur sein ungewóhnliches Talent nicht zu sehr 
zersplittern und seine Untersuchungen reifen lassen. Die Theoreme über alge- 
braische Gleichungen zwischen zwei Veründerlichen und über die linearen Diffe- 
rentialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten, welehe er in den Comptes 
rendus gegeben hat, sind wahrhaft imponierend; sie eröffnen der Analysis neue 
Wege, welche zu unerwarteten Resultaten führen werden.  Gleichwohl bin ich 
der Überzeugung, daß die neue Behandlungsweise der in Rede stehenden Glei- 
chungen, in ihren Grundgedanken richtig, doch noch von verallgemeinerten, höhern 
Gesichtspunkten aus wird unternommen werden müssen. Gestatte mir, dies et- 
was genauer auszuführen. Wenn eine algebraische Gleichung / (x, y) = 0 ge- 
geben ist, so sagt Poincaré, daß alle diese Gleichung befriedigenden Wertsysteme 
x, y sich darstellen lassen in der Form 
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go g (t), = v(t), 


wobei g (f), v(f) eindeutige Funktionen der unabhängigen Veränderlichen / be- 
zeichnen, deren Bereich ein beschrünkter oder unbeschrünkter sein kann. Diese 
Funktionen haben nun die Eigenschaft, daß sie unverändert bleiben, wenn für / 
gewisse lineare Funktionen derselben Größe. gesetzt werden. Die Koeffizienten 
der letztern aus den gegebenen Werten der Koeffizienten der Gleichung f (x, y) = 0 
zu bestimmen, ist jedenfalls eine äußerst schwierige Aufgabe, die im allgemeinen 
auf transzendente Gleichungen kompliziertester Natur führen wird. Wenn die 
Koeffizienten von f (x, y) rationale oder algebraische Funktionen von unbestimmten 
Größen a,b.... sind, so wird offenbar die vollständige Bestimmung von g(f), w(t) 
anders und anders sich gestalten, je nachdem jene willkürlichen Konstanten so 
oder so in der Gleichung vorkommen.  Verfolgt man diesen Gedanken, so wird 
man notwendig zu folgender Aufgabe gelangen: 

Es sei gegeben eine algebraische Gleichung zwischen # +1 Veränderlichen 
2,1,...., 2, mit rationalen Zahlkoeffizienten, man soll versuchen, alle diese Glei- 


n 


chung befriedigenden Wertsysteme (z,7,,..., 5,) in der Form 


Ana La LAC Ah > TY(CApocon 3) 

dergestalt darzustellen, daß g,g,, ..., y, eindeutige Funktionen der unabhängigen 
Veränderlichen #,,4,,...,t, sind. (Das kann z. B. ausgeführt werden, wenn die 
Gleichung y^ = (1— 2*) (1 — 5^ z*) gegeben ist, indem man dann x, y. k durch die 
Funktion 9; (v, r) auszudrücken imstande ist.) Bei dieser Untersuchung wird man 
bestrebt sein müssen, unter den algebraischen Gleichungen diejenigen aufzufinden, 
welche man Muttergleichungen nennen kann, von denen jede einen besondern 
Affekt besitzt und auf die alle übrigen zurückgeführt werden können. Zunächst 
aber wird es die Aufgabe sein, Funktionen mehrerer Veründerlichen zu bestimmen, 
welche ühnliche Eigenschaften haben, wie die von Poincaré ,fonctions fuchsiennes“ 
betrachtet als Funktionen der v und 1, ein Beispiel geben. Das sind sehr weit- 
gehende Perspektiven, aber man muf sich klar machen, welches die Endziele 
der von Poincaré so glänzend begonnenen Untersuchungen notwendig sein müssen. 

Inbetreff der Poincaréschen Untersuchungen über lineare Differentialglei- 
chungen gilt das Vorstehende selbstverstündlich in erhöhtem Maße. Was Poin- 
caré darüber bis jetzt veröffentlicht hat, das hat, wie ich wahrgenommen, auf 
einige Herrn, die sich viel mit linearen Differentialgleichungen bescháftigt haben, 
einigermaßen verblüffend gewirkt. Für viele wird es so schwer, sich von 


genannten, von denen die Quotienten der Funktionen $;(v,,.... v, T,,;T,25+++5 Tan)s 


dem Gedanken zu trennen, daß man, um eine lineare Differentialgleichung zu 
integrieren, notwendig die eine Variable durch die andere ausdrücken müsse.“ 
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Ma collection de lettres de cette époque donne la preuve de la mauvaise 
humeur avec laquelle les mémoires détaillés de Poincaré publiés quelques mois 
plus tard dans les Acta mathematica furent recus par plus d'un des mathémati- 
ciens qui entouraient Weierstrass. Les déclarations si franches de Weierstrass mon- 
trent entre tant d'autres choses, combien le maitre était supérieur à son entourage, 
et combien on avait tort d'identifier, comme cela a eu lieu quelquefois, le maitre 
avec tel ou tel de ses disciples. Pour moi personnellement le blame n'avait 
aucune importance auprés de l'approbation du maitre. Je lis dans une lettre 
de Weierstrass à moi d'une date plus récente (5 avril 1885) lorsque la plupart 
des mémoires en question étaient déjà publiés: 

»Die Geschichte der Mathematik des 19. Jahrhunderts wird aber jeden- 
falls die merkwürdige "Tatsache verzeichnen, daf in einer zu Stockholm er- 
scheinenden Zeitschrift bahnbrechende Arbeiten der genialsten unter den jüngeren 
französischen Mathematikern zuerst in ausführlicher Darstellung veröffentlicht 
worden sind, Arbeiten, welche zunächst an die Resultate von Untersuchungen 
deutscher Forscher sich anknüpfen, durch diese aber auch mit den Entdeckungen 
Abels in Zusammenhang stehen.“ 

Mais je reviens à la lettre à Sonja du 14 juin 1882: 

»Die Abhandlung Poincarés über die Differentialgleichungen 

dz dy _ de 

2 2 2 
kenne ich nicht. Wo steht dieselbe? Was endlich die von Poincaré angekündigte 
Integration der Differentialgleichungen der Mechanik angeht, so kann ich darüber 
folgendes sagen. Ich habe vor zwei Wintern im Seminar etwas über den Gegen- 
stand vorgetragen und unter anderm folgenden Satz bewiesen: 

Wenn beliebig viele materielle Punkte nach dem Newtonschen Gesetze — 


oder irgend einem andern, bei dem an die Stelle von 3 eine analytische Fank- 


tion von r tritt, die bei reellen und positiven Werten der letztern Größe nur für 
r — 0 unendlich grof wird — aufeinander wirken und es sind die Anfangsbe- 
dingungen der Bewegung so beschaffen, daf niemals zwei Punkte zusammen- 
treffen und auch keine zwei ins Unendliche sich von einander entfernen, so 
sind die Koordinaten der sich bewegenden Punkte analytische Funktionen der 
Zeit t, eindeutig definiert nicht nur für alle reellen Werte dieser Größe, sondern 
auch für alle komplexen, deren zweite Koordinate ihrem absoluten Betrage nach 
unterhalb einer bestimmten Grenze bleibt. 

Der Satz, von dem nach Appells Mitteilung Poincaré ausgeht, ist also nur 
richtig, wenn die Bedingungen der Stabilität des Weltsystems erfüllt sind. Die 
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Feststellung dieser Bedingungen ist aber vielleicht der schwierigste Teil der ganzen 
Untersuchung. Wenn z. B. nur zwei Punkte vorhanden sind und zu irgend 
einer Zeit die Bewegung eines jeden gegen den andern gerichtet ist, so sind die 
Koordinaten nicht Funktionen der Zeit von der angegebenen Beschaffenheit. 
Wenn Poincaré imstande ist, die Koeffizienten der Reihe, in welche sich die 
Koordinaten unter Voraussetzung der Stabilität des Systems entwickeln lassen, 
wirklich zu bestimmen, so wäre es immerhin möglich, daß dann die Bedingungen, 
unter denen die Reihe konvergiert, sich feststellen ließen, diese wären dann aber 
die Stabilitätsbedingungen. Aber auch dann glaube ich nicht, daß jene Reihenform 
den wahren analytischen Charakter der darzustellenden Funktionen ausdrücken 
werde; dem widerspricht schon der einfache Fall, in welchem zwei Punkte vor- 
handen sind und die Bewegung eines jeden um den gemeinschaftlichen Schwer- 
punkt in einer Ellipse erfolgt. Aber wir wollen abwarten.“ 

Il m’a paru interessant de citer également ce passage, bien que Sonja n’eüt 
évidemment pas rapporté à Weierstrass d'une facon entièrement correcte la com- 
munication d'Appell au sujet du travail de Poincaré. Weierstrass a encore une 
communication mathématique: 

„Inbetreff der von Hermite und Picard an Dich gerichteten Frage will ich 
Dir für heute Folgendes mitteilen. 

Es sei g(u,, ..., w,) eine 2r fach periodische Funktion der » Veränderlichen 
4 von derjenigen Beschaffenheit, die ich im 89. Bande des Journals in dem an 
Borchardt gerichteten Briefe ausführlich angegeben habe. Ferner seien 


a "aped OR OM odis ge esis 


Pa Pais ERDE 


2r primitive Systeme zusammengehöriger Perioden dieser Funktion, sodaß 


man, wenn 
DM D Ep al 

ein beliebiges Periodensystem der Funktion ist, 

2r 2r 

n zx: > n, Pss ie P,— » n, P,, 

p] y—1 
hat. Man kann dann für «,,..., «, andere Veründerliche v,, ..., v,, welche lineare 
Funktionen jener sind, dergestalt einführen, daß für die aus g(u,, ..., u,) her- 


als den vorstehenden entsprechende Perioden- 
Systeme die nachstehenden sich ergeben: 


vorgehende Funktion von v,,...,v 


, 
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LO 215.0 
0 1 .0 
D Eu. 
T, AE T, r 
LER Ta,2 T, r 
T, 1 Tr,2 T, Y 


Wenn nun die Funktion q eine derjenigen ist, zu denen das Jacobische 
Umkehrungsproblem führt, so besteht zwischen den Größen + die Gleichung 


C Ld DON 
Ta,p = Th,a NE 
: HET 


und zugleieh ist die quadratische Form 


i 2j ve itas 

c, p 
so beschaffen, daß bei reellen Werten von »,,...,%,, wenn diese nicht sämtlich 
gleich Null sind, der reelle Bestandteil der Form stets einen negativen 
Wert hat. 

Nach einer Bemerkung von Hermite (Note sur le calcul différentiel et le 
calcul intégral, p. 26) soll Riemann bewiesen haben, daß für jede 2» fach 
periodische Funktion g(w,,..., “,) unter den Grüßen r.,; die angegebenen Rela- 
tionen stattfinden. In Riemanns Werken findet sich darüber nichts, denn was 
darüber in der Theorie der Abelschen Funktionen steht, bezieht sich nur auf 
die oben angegebenen periodischen Funktionen, bei denen die r,,; nur von will- 
kürlich anzunehmenden Größen abhängen. In der Tat aber gilt der Satz auch 
nicht für die allgemeinen 2» fach periodischen Funktionen in der vorstehenden 
Fassung; es bestehen unter den r.,; allerdings auch in dem allgemeinen Falle 
ir(r— 1) Relationen, diese aber sind durch homogene lineare Gleichungen unter 
den r,, mit ganzzahligen Koeffizienten ausgedrückt. Indessen kann man stets 
2r voneinander unabhüngige, wenn auch nicht primitive, Systeme zu- 
sammengehöriger Perioden aufstellen, für welche unter den r.,; die angegebenen 
einfachen Relationen t.,; = t»,« gelten und die aufgestellte quadratische Form 
die angeführte Eigenschaft besitzt. Mit Hilfe eines Satzes, den ich in dem ge- 
nannten Briefe ausgesprochen, kann man schließlich folgendes beweisen: 

Jede 2r fach periodische Funktion von r Variabeln läßt sich rational aus- 
drücken durch andere 2r fach periodische Funktionen derselben Veriinderlichen, 


188 G. Mittag-Leffler. 


die so beschaffen sind, daß sie 27 primitive Periodensysteme besitzen, für welche 
die daraus gebildeten Größen t.,3 die oben angegebenen Eigenschaften haben. 
Oder auch: Ist p(u,,..., »,) eine beliebige 27 fach periodische Funktion der 
Veränderlichen u,,..., , von der vorausgesetzten Beschaffenheit, so läßt sich 
stets ein Konstantensystem 


so bestimmen, daß die Gleichungen r,, = r,, bestehen, ferner die obige quadra- 
tische Form die angegebene Eigenschaft besitzt und qg(w,,..., w,) sich rational 
durch eine gewisse Anzahl von Funktionen 


SACRA sori a hon ty einen TU 


ausdrücken läßt, wenn man in diesen für v,,..., v, bestimmte lineare Funktionen 
der Größen w setzt. 

Über diesen Gegenstand habe ich eine kleine Abhandlung fertig, die einer 
meiner Zuhörer, Herr Molk, ein Franzose, ins Französische übersetzen wird.“ 

Ce mémoire est également disparu. Enfin une communication relative à la 
thése de Lindemann sur le nombre z: 

„Schließlich muß ich Dir doch noch eine sehr interessante und wichtige ma- 
thematische Neuigkeit mitteilen. Prof. Lindemann in Freiburg hat soeben be- 
wiesen, daß x eine transzendente Zahl ist, und zwar, was Hermite sehr 
interessieren wird, durch eine sehr ingenióse Verallgemeinerung des Haupt- 
satzes, wodurch dieser gezeigt hat, daß e eine transzendente Zahl ist.“ 

Weierstrass demande dans une nouvelle lettre du 15 juin 1882: 

„Möchtest Du wohl die Güte haben, mir anzugeben, wo die beiden von Dir 
erwühnten Arbeiten Poincarés stehen, ich ‘meine die über die Differentialglei- 

dy dz 


chungen der Mechanik und die iiber die Gleichungen = = ; p ? Mir sind 





sie nicht zu Gesicht gekommen. 

Die Arbeit von Lindemann über die Zahl x ist sehr merkwürdig aus ver- 
schiedenen Gründen; die Resultate sind richtig, waren aber anfangs auf einen 
falsch verstandenen Satz gegründet und sind auch noch jetzt von Lindemann 
nicht strenge bewiesen. 

Ich bin vermittelst einiger Sätze, die in den Kreis der von Hermite in 
seiner schönen Abhandlung über die Exponentialfunktion entwickelten gehören, 
aber lange nicht so viel Formelapparat erfordern, zu einem ganz strengen und 
nicht schwierigen Beweis des allgemeinen Lindemannschen Theorems gekommen, 
nämlich folgendermaßen: 


LS he, "A eI DM 
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Sind z,, z,,...,2, voneinander verschiedene, N, 


Nyse, N, beliebige 
algebraische Zablen, so kann die Gleichung 


Ne Ne pese. e^ — 0 


nur dann bestehen, wenn die N sämtlich gleich Null sind.“ 

Le 5 aoüt Weierstrass écrit: 

„Ich werde mich in diesen Tagen mit einer kleinen Arbeit für das neue 
schwedische Journal beschüftigen, die ich Mittag-Leffler versprochen habe.* 

Weierstrass m'écrit à ce sujet le 5 août 1883: 

„Die für Sie bestimmte Abhandlung: „Bestimmung der allgemeinsten Funk- 
tionen einer Veränderlichen, für die ein Additionstheorem besteht“, ist dem In- 
halte nach fertig, wird aber auch zusammengedrüngt nicht ganz kurz ausfallen, 
indem ich es für zweckmäßig gehalten habe, auch die Bestimmung der eindeu- 
tigen Funktionen der in Rede stehenden Art mit aufzunehmen. Was darüber 
in der Schwarzschen Formelsammlung steht, genügt doch nicht für solche, die 
mit meinen Vorlesungen nicht bekannt sind.* 

Ce mémoire ne fut jamais écrit ou ne sortit jamais des mains de Weier- 
strass; en tout cas il doit étre perdu. On en connait cependant une partie par 
le cours de Weierstrass. 

Une interruption assez longue se produit ici dans la correspondance. Sonja 
avait recu en mars 1883 à Paris, sans aucune préparation, la nouvelle de la 
mort tragique de son mari. La forte émotion qu'elle en éprouva la fit tomber 
dangereusement malade. Marie Mendelsohn! raconte comment, fidèle à sa maxime 
que ,jeder Mensch muf mit dem, was er zu tragen hat, selbst fertig zu werden 
suchen*?, elle passa 4 jours enfermée seule sans prendre aucune nourriture, perdit 
connaissance le 5'™° jour, revint à elle le 6°", demanda du papier et un crayon 
et couvrit le papier de formules mathématiques. 

Elle resta cependant longtemps sérieusement malade. Weierstrass m'écrit 
de Grande-Rive prés Evian les Bains (Savoie) dans sa lettre du 5 août: 

„Das Wesentliche aber, worüber ich Ihnen diesmal zu schreiben habe, betrifft 
Frau v. Kowalewsky. Ohne Zyeifel wissen Sie — en réalité je n'en avais aucune 
connaissance — daf sie ihren Mann auf traurige Weise verloren hat, vielleicht 
aber nicht, daß sie infolge dieses sie völlig unvorbereitet treffenden Ereignisses 
monatelang schwer erkrankt gewesen ist. Ich wenigstens hatte keine Ahnung 
davon, als sie vor etwa 5 Wochen ungemein angegriffen in Berlin erschien, von 








' Neue Deutsche Rundschau, 8. Jahrg., p. 592 
? La lettre de Weierstrass du 11 avril 1882, citée ci-dessus 
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wo sie in diesen Tagen nach Rufland abreisen wird. Dieser Aufenthalt in 
Berlin hat ihr aber sehr wohl getan, sie hat wieder arbeiten kónnen, und zwar 
mit Erfolg, wodurch sie sich sehr gehoben fühlt und zur Wiederaufnahme alter 
Pläne geführt worden ist.“ 

Et plus loin: . 

Jetzt nach dem Tode ihres Mannes ist ein in meinen Augen sehr gewich- 
tiges Hindernis für ihr Vorhaben — l'aeceptation d'une place de maitre de con- 
férence à Stockholm — nicht mehr vorhanden.‘ 

Sonja partit de Berlin pour Odessa où elle prit part à un congrès de na- 
turalistes russes en automne 1883. Elle avait repris courage et retrouvé la 
force de vivre, et elle adressa pendant son voyage une lettre fort gaie à Weier- 
strass, dans laquelle elle se plaint plaisamment d'un jeune mathématicien de 
Berlin qui lui avait donné des conseils pour son voyage, conseils qui n'étaient 
pas des plus pratiques. Weierstrass écrit à ce sujet le 27 aoüt 1883: 

„Jetzt zu Deinem, in gutem Humor geschriebenen Briefe vom 15. von 
der mir unbekannten und durch den Zusatz „auf dem Wege nach Odessa“ doch 
nur unvollkommen charakterisierten Station. Zunächst muß ich doch die Mathe- 
matik und die Mathematiker gegen Deine ungerechten Anschuldigungen sehr 
ernstlich in Schutz nehmen. Es ist gewiß gut, wenn man in wichtigen Dingen 
. die Gelehrten um Rat fragt, aber es müssen die richtigen sein. Wenn ich z. B. 
wissen will, wie ich vom Brandenburger Tor zum Schlesischen fahre, so ist mein 
Gelehrter der Droschkenkutscher, und wenn Du künftig einmal wieder von Berlin 
nach Odessa fahren willst, so bemiihe Dich in das Internationale Reisebureau 
(Unter den Linden 68), dort wirst Du den Gelehrten finden, der Dir nicht nur 
Auskunft, sondern auch ein direktes Billet gibt und die Sorge ums Gepäck von 
Dir nimmt.* t 

On trouve dans cette méme lettre à l'occasion d'une expression de Sonja 
une classification intéressante des diverses sortes de mathématiciens: 

„Unter den ältern Mathematikern gibt es verschiedene Sorten von Men- 
schen, ein trivialer Satz, der aber doch vieles erklärt. Mein lieber Freund Kummer 
z.B. hat sich in der Zeit, wo er seine ganze Kraftan die Auffindung der Beweise 
für die höheren Reziprozitütsgesetze setzte, und nachher, nachdem er sie daran 
erschöpft, erst recht nicht mehr um das, was auf mathematischem Gebiete ge- 
schehen ist, gekümmert; er verhält sich, wenn nicht ablehnend, doch gleichgültig 
dagegen. Wenn Du ihm sagst, die Euklidische Geometrie fuße auf einem unbe- 
wiesenen Grundsatze, so gibt er Dir das zu; von dieser Einsicht ausgehend aber 
nunmehr die Frage so zu stellen: wie gestaltet sich denn die Geometrie ohne 
diesen Grundsatz ?, das ist seiner Natur zuwider; die darauf gerichteten Bemü- 
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hungen und die daran sich reihenden allgemeinen, von dem empirisch Gegebenen 
oder Angenommenen sich los machenden Untersuchungen sind ihm müßige Spe- 
kulationen oder gar ein Greuel. Kronecker ist anders, er macht sich mit allem 
Neuen rasch bekannt, sein leichtes Auffassungsvermögen befähigt ihn dazu, aber 
es geschieht nicht in eindringender Weise, — er besitzt nicht die Gabe, sich mit 
einer guten fremden Arbeit mit dem gleichen wissenschaftlichen Interesse wie 
mit einer eigenen Untersuchung zu beschüftigen. Dazu kommt ein Mangel, der 
sich bei vielen hóchst verstündigen Menschen, namentlich bei denen semitischen 
Stammes findet, er besitzt nicht ausreichend Phantasie (Intuition möchte ich 
lieber sagen) und es ist wahr, ein Mathematiker, der nicht etwas Poet ist, 
wird nimmer ein vollkommener Mathematiker sein. Vergleiche sind lehrreich: 
Der allumfassende, auf das Hóchste, das Ideale gerichtete Blick zeichnet Abel 
vor Jacobi, Riemann vor allen seinen Zeitgenossen (Eisenstein, Rosenhain), Helm- 
holtz vor Kirchhoff (obwohl bei dem letztern kein Trópfchen semitischen Blutes 
vorhanden) in ganz eklatanter Weise aus.“ 

Ceux qui ont personnellement fréquenté Weierstrass reconnaitront ici sa 
profonde admiration et sympathie pour son grand émule Riemann, une admiration 
qui ne s'adressait pas seulement au savant mais encore à l’homme. „Riemann 
était une ,anima candida“ comme je n'en ai jamais connu*, me disait-il souvent. 
Abel au contraire était le mathématicien duquel Weierstrass avait recu les plus 
durables impressions pour ses propres travaux et Weierstrass pourrait plus 
qu'aucun autre mathématicien être caractérisé comme un successeur d'Abel. 

Au sujet de lui-même Weierstrass s'exprime ainsi: 

„Übrigens habe ich, was meine wissenschaftlichen Bestrebungen angeht, 
— von denen ich reden darf in dem Bewußtsein, daß sie, so wenig sie in dem 
Entwicklungsgang der Wissenschaft bedeuten mügen, stets nur dem Dienste 
derselben gewidmet gewesen sind —, lüngst darauf verzichtet, bei ülteren Kol- 
legen denselben Eingang zu verschaffen; es ist die Jugend, an die ich mich ge- 
wandt und bei der ich auch vielfach Verständnis und begeistertes Eingehn ge- 
funden habe.* 

Sonja arriva à Stockholm à la fin de l'automne 1853 et elle fit pour la 
première fois un cours à l'université de Stockholm pendant le sémestre d'au- 
tomne 1884. Il existe toute une série de lettres de Weierstrass à Sonja et 4 
moi, parlant de sa situation à Stockholm. Je passerai ces questions sous silence 
car elles ont encore un caractère de trop grand actualité. Ce sera toujours un 
honneur pour la Suéde, la jeune université de Stockholm et les hommes et femmes 
éclairés qui y avaient une part, que l'université de Stockholm se soit adjoint 
une force telle que celle de Sophie Kowalewsky. Une chose semblable eüt-elle 
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été possible à cette époque dans toute autre universitó Européenne? Mais d'autre 
part ce serait une vantardise malplacée que de vouloir prétendre que l'engage- 
ment de Sonja soit la preuve d'une culture sociale plus avancée au point de vue 
feministe en Suéde que dans d'autres pays. Son engagement réussit surtout 
grace à une sorte de surprise qui ne donna pas le temps à l'opposition de s'or- 
ganiser suffisamment. Les véritables difficultés vinrent aprés. Les manifestations 
de cette hostilité sont encore trop récentes pour que je puisse soumettre à tout 
le monde la correspondance afférente qui un jour dévoilera un grand nombre 
d'intérieurs curieux des républiques savantes non seulement de Stockholm et 
d'Upsala mais encore de Berlin, de St. Pétersbourg et d'autres centres de cul- 
ture intellectuelle. 

Dans une lettre du 27 decembre 1883 Weierstrass donne à Sonja certains 
conseils relativement à un cours projeté par elle sur les équations différentielles 
partielles. 

„Dagegen würde ich Dir sehr anraten, einige partielle Differentialgleichungen 
aus dem Gebiete.der mathematischen Physik ausführlicher zu behandeln, obwohl 
deren Integration mit dem ersten Teil Deiner Vorlesung kaum etwas gemein hat. 
In Riemanns und Dirichlets Vorlesungen findest Du Beispiele. Namentlich ist von 
großem Interesse die Gleichung = — a. = Wenn man annimmt, daß für 
t = 0, y = f(x) gegeben sei, so kann f(x) eine ganz willkürliche, nur inte- 
grable Funktion sein, und dann wird p(t,x) für jeden positiven Wert von # 
eine analytische Funktion von x, läßt sich aber nicht für negative Werte 
von ¢ definieren — il faut collationner ici la lettre de 6 mai 1874 que j'ai déjà 
citée —, wobei an die Eigentümlichkeit dieser Differentialgleichungen, welche Du 
in Deiner Dissertation bemerkt hast, erinnert werden kann. Der enorme Unter- 
schied in dem Charakter der beiden äußerlich so verwandten Differentialglei- 
chungen 
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ist sehr frappant und belehrend. 

Willst Du gleichzeitig von dem, was Du meine Methode zur Integration 
partieller Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten nennst, einiges 
beibringen, so wird das ganz gut gehen, wenn Du Dich auf die einfachen Fille 
beschränkst, in denen meine Formeln, wie sie in der Dir bekannten Ausarbeitung 
stehen, unmittelbar anwendbar sind. Auch hat ja die strenge Integration 
z. B. derjenigen Differentialgleichungen, welche sich auf die Schwingungen des 
Athers in einem isotropen Medium beziehen, unstreitig ein großes Interesse.“ 
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Une lettre de Weierstrass datée de Wilhelmshoehe le 13 septembre 1884 
donne une explication satisfaisante d'un fait qui a causé quelque effervescence. 
M. Vito Volterra a démontré que les fonctions, que Sophie Kowalewsky dans son 
traité „Über die Brechung des Lichtes in kristallinischen Mitteln“ a données 
comme des intégrales générales aux équations différentielles de Lam‘, ne les 
satisfont point. Mais le mémoire de Sonja se présente comme une sorte de col- 
laboration avec Weierstrass attendu que le travail, qui sous le titre de: „Zur 
Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koef- 
fizienten“ fait partie du premier volume des œuvres de Weierstrass, est repro- 
duit en entier dans l'ouvrage de Sophie Kowalewsky. On s'est demandé comment 
il est possible que Weierstrass n'ait pas remarqué le fait signalé par M. Volterra. 
Weierstrass écrit: 

„Meine teure Freundin, ich bin ganz zerknirscht unter der Last der Vor- 
wiirfe, die Dein gestern mir zugegangener Brief (ohne Ort und Datum) unter 
der Form von Bitten enthält. Gleichwohl hoffe ich, Du wirst zu einer milderen 
Beurteilung meines Verhaltens gelangen, wenn Du hörst, daß ich mich schon 
seit 6 Wochen gar nicht gut befinde und überhaupt mich mit gar nichts, nicht 
einmal mit Korrekturen habe beschiftigen kónnen. Ich leide an keinem ausge- 
sprochenen Übel, esse, trinke und schlafe, wie es sein muB, aber es hat sich 
meiner eine furchtbare Müdigkeit bemächtigt, körperlich und geistig, die mich 
ganz apathisch macht und mit Widerwillen gegen alles Denken und Schreiben er- 
füllt. Kurz, ich bin, was die Arzte gehirnmüde nennen. So lange ich Vor- 
lesungen halten mußte, merkte ich weniger davon und schob die Unlust zum 
Arbeiten, die ich schon längere Zeit verspürte, auf die körperliche Anstrengung, 
die mir das Lesen verursachte, und erst auf der Reise verspürte ich recht, wie 
angegriffen und ruhebedürftig ich war und noch bin.* 

Le 24 mars 1885 Weierstrass écrit à Sonja: 

„Zu der großen Anzahl von Zuhörern gratuliere ich Dir von Herzen; freilich 
wirst auch Du wohl die Erfahrung machen, daf bei vielen der Wille gut, aber 
das Vermögen schwach ist, sodaß man selbst bei den Ausdauernden nicht sicher 
sein kann, ob das Interesse an der Sache oder Pflichttreue sie hilt. Kénnte 
man immer einen Kreis von höchstens zwölf talentvollen, wohl vorbereiteten und 
für ihre Wissenschaft begeisterten Zuhörern um sich versammelt haben !* 

Weierstrass avait lui-méme pendant l'hiver 1884—85 eu 250 auditeurs 4 
ses conférences sur la théorie des fonctions mais il avait pu se convaincre que 
la qualité des élèves diminuait avec la quantité. Il n'existe, parait-il pas une 
seule rédaction utilisable de ce dernier exposé détaillé de la théorie des fonctions 
présentée par Weierstrass — 
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„so wäre das akademische Lehramt die lohnendste und interessanteste Be- 
schäftigung in der Welt. — Dazu muß freilich noch eins kommen, dessen ich immer 
mehr und mehr entbehren muß, — ein einträchtiges, auf Übereinstimmung in den 
Prinzipien und gegenseitiger aufrichtiger Anerkennung beruhendes Zusammen- 
wirken mit den Fachgenossen.* 

I] ditensuite: - 

„Während ich sage, daß eine sogenannte irrationale Zahl eine so reelle 
Existenz habe wie irgend etwas anderes in der Gedankenwelt, ist es bei Kron- 
ecker jetzt ein Axiom, daß es nur Gleichungen zwischen ganzen Zahlen gibt. 
Während ich klar zu machen suche, warum Jacobis Ansicht, daß es absurd sei, 
x als Funktion von w zu betrachten, wenn zwischen beiden Größen die Gleichung 


da 
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angenommen wird, eine irrige sei, — die zu einem und demselben Werte von u 
gehörigen Werte von x bilden eine abzühlbare Menge, von der Cantor, wie ich 
überzeugt bin, in unanfechtbarer Weise bewiesen hat, daf es nicht nur unendlich 
viele Werte gibt, die nicht nur nicht darin enthalten sind, sondern eine Menge 
von höherer Mächtigkeit bilden — und damit motiviere, daß bei einem analy- 
tischen Gebilde zu unterscheiden sei zwischen den Stellen, die dem Gebilde an- 
gehóren, und denen, die als Grenzstellen sich ihm zugesellen, — ich sage, 
wührend ich dergleichen Sachen den Anfüngern klar zu weisen mich bemühe, 
läßt Fuchs in den Sitzungsberichten der Akademie eine Abhandlung erscheinen, 


die dartun soll, daß es auch lineare Differentialgleichungen gebe, durch welche | 


keine „analytischen“ Funktionen definiert werden, nicht achtend, daß er auf 
diese Weise der überwiegenden Mehrzahl derjenigen Funktionen, deren Eigen- 
schaften zu erforschen er selbst mit so gutem Erfolge bemüht gewesen ist, den 
Stempel der Absurdität aufdrücken würde, wenn er recht behielte. Du wirst 
mir recht geben, liebe Freundin, daß es für mich nicht sehr ermunternd ist, zu 
sehen, daß selbst bei so tüchtigen Leuten, wie Fuchs, der Liebe Mühe umsonst 
gewesen ist. Schlimmer ist es aber, wenn Kronecker seine Autoritüt dafür ein- 
setzt, daß alle, die bis jetzt an der Begründung der Funktionentheorie gear- 
beitet haben, Sünder vor dem Herrn sind. Wenn ein wunderlicher Kauz wie 
Christoffel sagt, in 20 bis 30 Jahren wird die jetzige Funktionentheorie zu Grabe 
getragen und die ganze Ana]ysis in die Theorie der Formen aufgegangen sein, 
so beantwortet man das mit einem Achselzucken. Wenn aber Kronecker den 
Ausspruch tut, den ich wörtlich wiederhole: „Wenn mir noch Jahre und Kräfte 
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genug bleiben, werde ich selber der mathematischen Welt noch zeigen, daß nicht 
nur die Geometrie, sondern auch die Arithmetik der Analysis die Wege weisen 
kann, und sicher die strengeren. Kann ich es nicht mehr tun, so werdens 
die tun, die nach mir kommen, und sie werden auch die Unrichtigkeit aller 
jener Sehlüsse erkennen, mit denen jetzt die sogenannte Analysis arbeitet*, 
so ist ein solcher Ausspruch von einem Manne, dessen hohe Begabung für 
mathematische Forschung und eminente Leistungen von mir sicher ebenso auf- 
richtig und freudig bewundert worden, wie von allen seinen Fachgenossen, 
nicht nur beschämend für diejenigen, denen zugemutet wird, daß sie als Irrtum 
anerkennen und abschwören sollen, was den Inhalt ihres unablüssigen Denkens 
und Strebens ausgemacht hat, sondern es ist auch ein direkter Appell an die 
jüngere Generation, ihre bisherigen Führer zu verlassen und um ihn als Jünger 
einer neuen Lehre, die freilich erst begründet werden soll, sich zu scharen. 
Wirklich, es ist traurig und erfüllt mich mit bitterm Schmerz, daß das wohlbe- 
rechtigte Selbstgefühl eines Mannes, dessen Ruhm unbestritten ist, ihn zu Äuße- 
rungen zu treiben vermag, bei denen er nicht einmal zu empfinden scheint, wie 
verletzend sie für andere sind. 

Aber genug von diesen Dingen, die ich nur berührt habe, um Dir zu er- 
klüren, aus welchen Gründen ich an meiner Lehrtütigkeit, selbst wenn meine 
Gesundheit es gestatten sollte, sie noch einige Jahre fortzusetzen, künftighin 
nieht mehr dieselbe Freude haben kann wie bisher. Du wirst aber darüber nicht 
reden, ich möchte nicht, daß andere, die mich nicht so genau kennen wie 
Du, in dem Gesagten den Ausdruck einer Empfindlichkeit sühen, die mir in der 
Tat fremd ist. Niemand weif besser als ich selbst, wie weit ich von dem Ziele 
entfernt geblieben bin, das ich in der Begeisterung der Jugend mir gesteckt 
hatte, niemand soll mir aber auch das Bewußtsein rauben, daß mein Streben und 
Wirken nicht ganz umsonst gewesen ist und der Weg, auf dem ich der Wahr- 
heit nachgegangen bin, nieht als ein Irrweg sich erweisen wird. 

Weierstrass avait craint, il est vrai, que l'on ne vit dans les expressions 
que j'ai citées maintenant, l'expression d'une „Empfindlichkeit“ qui lui était étran- 
gère, mais je ne crois pas que ce puisse maintenant être le cas avec personne. 
L'ami et l'antagoniste de Weierstrass, Kronecker, n'est plus, et il m'a semblé 
pour cette raison que rien ne devait plus empécher de montrer par les propres 
paroles de Weierstrass les soucis qui assombrirent le déclin de ses jours. 

Une lettre du 16 mai 1885 contient ce qui suit: 

,Denke Dir, ich bin seit Deiner Abreise in die Theorie der Funktionen mit 
reellen Argumenten geraten. Es haben sich mir dabei einige interessante Re- 
sultate ergeben, worüber ich im folgenden Monat etwas veröffentlichen werde, z. B.: 
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1. Die Riemannsche Definition von 


b 
Jf edo, 


welche man als die allgemeinste denkbare angesehen hat, ist unzulänglich. 
Es ergibt sich vielmehr folgendes: 
Es sei f (x) eine in dem Intervall 


a<a<b 


eindeutig definierte Funktion der reellen Veränderlichen z. Dabei wird zugelassen, 
daß es zwischen a, b unendlich viele Werte geben kann, für die f(x) gar nicht 
definiert ist, ebenso, daß Unstetigkeitsstellen in abzählbarer oder unabzählbarer 
Menge vorhanden sein dürfen. Angenommen wird nur, daß in jedem noch so 
kleinen Teile des Intervalls a... Stellen vorhanden sind, an denen die Funk- 


tion definiert ist, sowie auch, daß der Wert der Funktion eine angebbare Grenze 
b 


nirgends übersteige. Dann läßt sich stets eine Definition von J f (2) da angeben, 


bei der alle Eigenschaften des Integrals, die aus der Cauchyschen und Riemann- 
schen Definition sich ergeben, bestehen bleiben. Man kann dies sehr einfach aus 
dem von Cantor im 4. Bande der Acta festgestellten Begriff des Inhalts 
einer beliebigen Punktmenge folgern. Ich bin aber ursprünglich durch andere, 
weitläufigere Betrachtungen darauf geführt worden. 

2. Ist f(x) in dem Intervalle a... 5 durchweg stetig und setzt man 


Hr ———— 


und versteht unter f,(x) eine Fouriersche Reihe von endlicher Gliederzahl: 


"n 

f,(@) = Dd (4,eosAxz-FB;sinAxz), 
2 

wo n eine ganze Zahl ist, die mit v wächst, so läßt sich f(x) stets darstellen 


in der Form 
oo 


re) = Apre) re X ro. 


Dabei konvergiert diese Reihe in dem ganzen Intervalle a... absolut und 
gleichmäßig. Entwickelt man die abgesonderte lineare Funktion von x in 
eine Fouriersche Reihe und zieht dann alle Glieder der vorstehenden Reihe, 
welche dasselbe Vielfache von xz enthalten, in eines zusammen, so erhält man 
die gewühnliche Fouriersche Reihe, die aber nicht immer konvergiert. 


—"————————— 
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3. Ist f(x) an beliebigen (auch unzählig vielen) Stellen unbestimmt oder 
unstetig, so stellt die vorstehende Reihe die Funktion in allen Stetigkeits- 
punkten dar, und konvergiert, falls Strecken von Stetigkeitspunkten vor- 
handen sind, in jeder Strecke absolut und gleichmäßig. In einem Unstetig- 
keitspunkte schwankt die Summe der » ersten Glieder, wenn » ohne Ende wächst, 
zwischen endlichen Grenzen. 

4. Jede Funktion f(x) von der angegebenen Beschaffenheit entspringt aus 
einer Funktion f(z,z), die inbezug auf z eine analytische (ganze transzen- 
dente) Funktion ist und überdies einen variabelen (positiven) Parameter enthält, 
in der Art, daß 


Ra) lm EX) 
0 


ist in jedem Stetigkeitspunkt der Funktion f(x), während, wenn x eine Unstetig- 
keits- oder Unbestimmtheitsstelle ist, f(x,x) beim Unendlichkleinwerden von 
x zwischen denselben Grenzen schwankt wie 

(f (x + x) +f (x — x). 

Diese Sütze sehen vielleicht nach etwas aus; sie sind aber sehr trivialer 
Natur.“! 

Que l'on compare à ceci la communication de Weierstrass dans les lettres 
du 6 mai 1874 et du 27 décembre 1883. Les preuves de ces propositions bien qu’ 
exprimées dans une forme moins générale, se retrouvent dans le dernier ouvrage 
de Weierstrass: ,Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher 
Funktionen einer reellen Veränderlichen“, Berliner Sitzungsberichte 9, 30 juillet 
1885, p. 633—040, 789—806. 

Le 22 septembre 1885 Weierstrass écrit: 

„Zwei kleine Abhandlungen über Funktionen reeller Argumente bringt Dir 
Mittag-Leffler mit. Zwei andere werden sich noch anschließen.“ 

Comme l'on sait ils n'ont jamais para. Il ne subsiste point non plus des 
notes sur ce sujet. 

„Eine Kollektion älterer funktionentheoretischer Abhandlungen von mir 
wird Ende Oktober erscheinen, ich wage es, damit vor dem Publikum zu er- 
scheinen, obwohl wir jetzt wissen, daß neun Zehntel der heutigen Funktionenlehre 
Unsinn ist.“ 

La partie mathématique des lettres plus récentes de Weierstrass se rapporte 
uniquement au travail de Sonja sur le probléme de rotation. Sonja avait remis 

! cf. p. 214—219 de ce volume. 


Acta mathematica, 39. Imprimé le 6 novembre 102%. 20 
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à temps son mémoire pour le prix Bordin,! mais avait reçu l'autorisation de le 
revoir en vue de l'impression. Ce travail fut fait pour la plus grande partie à 
Wernigerode, dans le Harz, pendant l'été 1888 où Sonja séjourna pendant plu- 
sieurs semaines avec Weierstrass. Le 13 juillet il écrit à Sonja: 

„Indessen — malgré le mauvais temps — hat der hiesige Aufenthalt doch 
wohltätig auf mich gewirkt (wir sind seit dem 3. hier), und fühle ich mich 
merklich frischer als in der letzten Zeit in Berlin. Ich werde darum auch schon 
vor dem 1. August nicht jedes mathematische Gespräch zu vermeiden haben; 
wenigstens werde ich meine alte, liebe Schülerin in strenge Aufsicht nehmen 
können, damit sie fleißig (d. h. einige Stunden des Tages) arbeite. Denn daß die 
Arbeit, die Du jetzt unter Händen hast, nicht nur rechtzeitig fertig werde, son- 
dern auch der Form nach allen Ansprüchen völlig genüge, daran ist sehr viel 
gelegen.“ 

J’ai passé moi-meme plusieurs semaines chez Weierstrass 4 Wernigerode 
pour étudier avec lui les mémoires de concours pour le prix du roi Oscar. 
Weierstrass recut pendant ce temps un grand nombre de visites d'une foule de 
mathématiciens allemands et étrangers, et tous pourront témoigner de la vigueur 
d'esprit qui le distinguait malgré ses 73 ans accomplis. Même sl était obligé 
de chercher la solitude pendant une grande partie de la journée, il semblait né- 
anmoins, lorsqu'on pouvait le rencontrer, être encore en possession de tout son 
génie mathématique, voyant plus profondément et plus clairement qu'aucun autre 
et prodiguant comme lui seul pouvait le faire les conseils et les renseignements 
dans tout le domaine des mathématiques. 

En février de l'année suivante Sonja était encore à Paris, où elle s'était 
rendue pour recevoir la veille de Noël 1888 le prix Bordin. Weierstrass écrit: 

„Daß wir, ich und meine Schwestern vor allem, dann auch die Freunde, die 
Du hier hast, Fuchs, Hettner, Knoblauch, Hensel, P. Dubois und der kürzlich 
heimgekehrte Hansemann, uns herzlich über Deinen Erfolg gefreut haben, brauche 
ich nicht zu versichern. Ich ganz besonders empfinde darüber eine wahre Ge- 
ugtuung, — haben doch jetzt kompetente Richter das Verdikt abgegeben, daß 
es mit meiner ,treuen Schülerin*, — meiner ,Schwüche* —, doch nicht ,eitel 
Humbug‘ ist.“ 





‘ Sur le problème de la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe, Acta math. 12 
(1589), p. 177—232. Le mémoire fut couronné dans la séance solenelle de l'Académie des Sciences 
à Paris le 24 décembre 1888 avec le prix Bordin, élevé de 3000 à 5000 francs. 
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BRIEFE VON K. WEIERSTRASS AN PAUL DU BOIS-REYMOND. 


Berlin, 23. November 1873. 


Potsdamer Str. No. 40. 
Verehrter Herr Kollege! 


In Ihrer neuesten, mir von Borchardt mitgeteilten Abhandlung! haben Sie 
meinen Beweis, daß die Funktion 


8 


J 


a cos (b^ xx) 

unter den angegebenen Bedingungen an keiner Stelle einen bestimmten Diffe- 
rential-Koeffizienten besitze, aufgenommen. Damit bin ich völlig einverstanden, 
finde auch an meinem Briefe nach einer abermaligen Durchsicht des seinerzeit 
sehr eilig Aufgeschriebenen nichts zu ändern, — höchstens wäre im Anfang eine 
kleine Erläuterung hinzuzufügen, worüber ich mir vorbehalte, Ihnen bei der 
Korrektur zu schreiben. Dagegen erlaube ich mir inbetreff der beigefügten An- 


merkung folgendes zu bemerken. 


Es wäre zunächst nach meiner Ansicht zweckmäßig ausdrücklich zu er- 
wähnen, daß Riemann bereits im Jahre 1861 einigen seiner Zuhörer die durch 
die Reihe 

© sin (n* x) 


2 
n=1 n 


dargestellte Funktion als eine solche, die keine Ableitung besitze, bezeichnet, 
seinen Beweis dafür aber niemandem mitgeteilt, sondern mur gelegentlich ge- 
äußert habe, derselbe sei aus der Theorie der elliptischen Funktionen zu holen. 
Auch sei nichts darüber bekannt, ob Riemann behauptet habe, seine Funktion 
besitze an keiner Stelle einen bestimmten Differentialquotienten, — im Kreise 
von Riemanns Schülern schien man wenigstens von der Existenz solcher Funktionen 
nichts gewußt zu haben, wie aus einer Äußerung Haxxgrs (Untersuchungen über 
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die unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen, S. 15, Anm. 1)? her- 
vorgeht. Ich lege einigen Wert darauf, daß dies gehörig festgestellt werde; 
denn hätte z. B. eine Funktion f(x) — und solche Funktionen lassen sich leicht 
machen, und kenne ich deren schon seit lüngerer Zeit — die Eigenschaft, für 
irrationale Werte von = einen bestimmten Differentialquotienten zu besitzen, 
nicht aber für rationale, so wäre f'(x) zwar keine Funktion im gewöhnlichen, 
aber doch in dem von Riemann wie von Ihnen adoptierten Sinne. 
Was Sie ferner über die Funktion 
sin (a" x) 


pr 2 


f(x) = > 


n=0 
sagen, beruht auf einem von mir selbst verschuldeten Mifverstiindnis. Was ich 
in der Ihnen mitgeteilten Notiz beweisen wollte, war hauptsächlich das Faktum, 
daB der Quotient 

f(x.) zm F(x) 
T,— d, 

wenn 7,, x, auf ein beliebig enges Intervall X... X’ beschränkt werden, jeden 
zwischen — oo und 4-co liegenden Wert annehmen kann. Dies genügt, um zu 
beweisen, daß f(x) eine der Differentialrechnung unzugängliche Funktion ist. 
Sie ist aber in der Tat eine Funktion ganz von derselben Beschaffenheit wie 
die später Ihnen angegebene; ja es läßt sich sogar sehr leicht beweisen, daß, 


sobald E > 1 ist, bei jedem bestimmten Werte von x sowohl 


fG-4)-fG) a, fG)-fc-n» 
h Bi; h 


für unendlich kleine positive Werte von 7 beliebig groß werden kann. Wenn 


man aber nachweisen will, daf die vorstehenden Differenzenquotienten sich nicht 


beide der Grenze +o oder beide der Grenze — co nähern, wofern / unendlich 
klein wird (und diesen Beweis halte ich für erforderlich) muß man — so viel 


ich sehe — für T eine größere untere Grenze nehmen. Dann aber gestaltet 


sich der Beweis für die zweite Funktion formell etwas einfacher, weswegen ich die 
letztere vorgezogen habe, da es ja doch nur auf ein Beispiel ankam. Daß und wie 
man viel allgemeinere Funktionen von derselben Beschaffenheit angeben kann, 
liest auf der Hand. 

Wenn Sie mit dem Vorstehenden einverstanden sind, so bitte ich die An- 
merkung in dem angedeuteten Sinne ändern zu wollen; eine Erwähnung meiner 
früheren Notiz erscheint mir übrigens gar nicht erforderlich. 


vs 
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Gegen das, was Sie inbetreff des Awrimrschen Beweises?) sagen, hätte ich 
wohl etwas einzuwenden, doch das ist Ansichtssache. Nur die Annahme, von 
der Ampère ausgeht, es sei, wenn f(x) eine stetige Funktion ist, stets möglich, 
das Intervall, in dem z sich bewegt, so,in Teile zu zerlegen, daß innerhalb eines 
jeden f(x) weder ein Maximum noch ein Minimum habe — eine Annahme, von 
der Freycinet (Gambettas berühmter „Ingenieur“) in einer Étude sur la méta- 
physique du haut caleul^ (1860) behauptet, sie sei eine unmittelbare Folge aus 
dem Begriff der Kontinuitüt —, ist, wie meine Funktion lehrt, geradezu als falsch 
zu bezeichnen. 

Mit freundlichstem Grub 

Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS. 


Berlin, 30. November 1873. 


Sie verlangen einen Rat von mir, — ich will Ihnen denselben ohne jede 
Vorbemerkung geben, nach meiner besten Überzeugung. 

Borchardt beanstandet, wie aus seinem Briefe hervorgeht, in Ihrer neuesten 
Abhandlung drei Stellen. 

Über die erste brauche ich nichts zu sagen, da Sie selbst mit der Streichung 
des angeführten Epithetons einverstanden sind. 

Was zweitens den von Ihnen gebrauchten Ausdruck angeht, daß die von 
Ihnen angegebene Bedingung für die Konvergenz der Fourierschen Reihe zwar 
nicht die notwendige sei, doch dieser sehr nahe komme, — so würde ich unauf- 
richtig gegen Sie sein und müßte mich für Ihre Untersuchungen weniger inter- 
essieren, wenn ich Ihnen verhehlte, daß ich Borchardts Ansicht teile, nicht so- 
wohl, weil dergleichen Redensarten sehr leicht mißdeutet werden können, als 
vielmehr hauptsächlich aus dem Grunde, daß Ihr Ausdruck mir eine petitio 
prineipii zu enthalten scheint. Denn es liegt in ihm offenbar die Voraussetzung, 
daß es eine alle Fälle umfassende und mathematisch ausdrückbare Bedingung 
für die fragliche Konvergenz überhaupt gebe, — denn eine notwendige Be- 
dingung, die nicht mathematisch ausdrückbar wäre, könnte überhaupt nicht 
Gegenstand mathematischer Diskussion sein. Woher aber wissen wir, daß dies 
so sei? Wir kennen jetzt Funktionen mit Eigenschaften, von denen man früher 
keine Ahnung hatte, welche, wie Sie selbst sagen, allen unseren früheren Vor- 
stellungen widersprechen. Wenn daher ein Kriterium auf noch so viele Arten 
von Funktionen paßt, ohne aus dem allgemeinsten und darum aber wenig 
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inhaltsreichen Funktionsbegriff abgeleitet zu sein, so kann müglicherweise das 
Heer derer, auf die es nicht paßt, doch noch viel größer sein, — wenn wir über- 
haupt auf ein Zählen in diesem Falle uns einlassen wollten. Was speziell den 
Fall der Konvergenzbedingung der Fourierschen Reihe angeht, so ist meine persón- 


liche Ansicht, — die ich aber öffentlich auszusprechen mich wohl hüten werde —, 
gegenwärtig die, daß es ein allgemein gültiges Kriterium dafür in der Tat 
nicht gibt, — es sind eben [hre Untersuchungen, die mich zu dieser (von meiner 


früheren weit entfernten) Ansicht geführt haben. Aber es ist, wie gesagt, eben 
meine Ansicht. Ich bin aber der Meinung, Sie brauchen auf die Beibehaltung 
des von Ihnen gewählten Ausdrucks, der ganz gewiß manchem Leser anstößig 
sein wird, gar kein Gewicht zu legen. Denn Sie haben 

1) gezeigt. daß die von Dirichlet aufgestellte Konvergenzbedingung nicht 
haltbar ist, — das ist um so mehr anzuerkennen, als bisher alle, die sich ernst- 
haft mit der Theorie der Fourierschen Reihe nach Dirichlet beschäftigt haben, 
unter anderem Kronecker, Sie selbst und ich, bemüht gewesen sind, diese Be- 
dingung als die wahre zu begründen; 

2) haben Sie ein Kriterium angegeben, wodurch sich die Konvergenz einer 
Fourierschen Reihe in vielen Fällen, die den bisherigen Methoden unzugänglich 
sind, beurteilen läßt. 

Durch beides nun haben Sie in der Theorie der fraglichen Reihen einen 
wesentlichen Fortschritt erzielt, — dies ist ein Verdienst, das man auch in 
weiteren Kreisen um so bereitwilliger anerkennen wird, je weniger Sie selbst 
durch immerhin unwesentliche und, wie Sie zugeben werden, diskutierbare Neben- 
betrachtungen das von Ihnen Geleistete zurücktreten lassen. Nicht jeder wird, 
das können Sie mir glauben, Ihre Abhandlung mit solcher Aufmerksamkeit stu- 
dieren wie ich den ersten Entwurf derselben, und das fest Begründete von dem, 
was Ansichtssache ist, scharf zu sondern wissen. 

Eben so offen, wie ich mich über diesen Punkt ausgesprochen habe, sage 
ich Ihnen aber auch, daß ich inbetreff der Streichung des § 6 Borchardts Ansicht 
nicht teile. Auch in diesem Paragraphen findet sich manches, worüber sich 
streiten läßt, — ich könnte Ihnen auch inbetreff Ihrer Ausdrucksweise Ein- 
wendungen machen —, aber darauf kommt es nicht an, ich meine, daß man in 
dergleichen Dingen jedem Autor seine volle Freiheit gewähren muß. Deswegen 
mache ich Ihnen, um doch zu einem praktischen Resultate zu gelangen und, da 
Sie nun einmal meinen Rat in Anspruch genommen haben, folgenden Vorschlag. 

Geben Sie inbetreff des Punktes 2 nach — ohne Rückhalt, wie Sie es nach 
meiner Überzeugung mit allen Ehren können —, so mache ich mich dagegen 
anheischig, Borchardt inbetreff des Artikels 6, auf den Sie Wert legen, umzu- 
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stimmen, sodaß Borchardt weder unter dem Text Ihrer Arbeit noch als Zusatz 
zu derselben eine Note machen wird. 

Inbetreff dessen, was Sie in Ihrem Briefe von „einem planmäßigen Aus- 
geschlossenwerden aus dem Journal“ sagen, will ich einfach bemerken, daß Sie 
sich darin vollständig irren; um Sie davon zu überzeugen, erlaube ich mir, Sie 
ausdrücklich zu ersuchen, daß Sie die beiden anderen in Aussicht gestellten Teile 
Ihrer Arbeit Borchardt möglichst bald zuschicken wollen. Alles übrige wird 
sich in Ordnung bringen lassen, wenn Sie, wie ich hoffe, in den Osterferien 
hierherkommen werden. 

In der Überzeugung, daß Sie in der Offenheit, mit der ich mich in diesem 
Brief gegen Sie ausgesprochen habe, einen Beweis meiner aufrichtigen Achtung 
für Sie sehen werden, verbleibe ich, freundlichst grüßend 

Ihr ganz ergebener 
W EIERSTRASS. 


Berlin, 21. Dezember 1873. 
Verehrter Herr Kollege! 

Nach Empfang ihres freundlichen Schreibens vom 15. d. habe ich mit 
Borchardt Rücksprache genommen, und ist derselbe, wie ich vorausgesehen hatte, 
damit einverstanden, daß die eine von ihm angefochtene Stelle (diejenige, welche 
Betrachtungen allgemeiner Natur enthält) bleibe, wie sie ist, die andere aber in 
der von Ihnen vorgeschlagenen Weise geändert werde. Damit, denke ich, wäre 
die Sache abgetan. Darf ich noch einen Wunsch hinzufügen, so wäre es der, 
daß Sie bei der abermaligen Durchsicht des Manuskripts, — falls Sie dieselbe 
überhaupt für zweckmäßig halten —, an dem Passus, dessen Fassung Sie, wie 
Sie sagen, wiederholt umgeschrieben haben, nunmehr nichts mehr änderten, — 
man überzeugt sich gar zu oft, nachdem man einen Ausdruck wieder und wieder 
geändert hat, daß der zuerst gewählte der beste war. 

Was den weiteren mathematischen Inhalt Ihres Briefes angeht, — d.h. den 
nicht unmittelbar auf Ihre Abhandlung sich beziehenden —, so hoffe ich, werden 
wir wohl Gelegenheit haben, uns mündlich darüber zu unterhalten. Inbetretf 
des Unendlichkleinen will ich nur bemerken, daß sich die Ansichten darüber 
wesentlich verschieden gestalten, je nachdem man von geometrischen und physi- 
kalischen Vorstellungen ausgehend, also mit dem Begriff der extensiven Größe, 
das Gebiet der Analysis betritt oder von der Algebra aus, d.h. dem Zahlbegritt 
und den mit demselben notwendig gegebenen arithmetischen Grundoperationen. 
Ich halte den letzteren Weg für den, auf welchem allein sich die Analysis mit 
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wissenschaftlicher Strenge begründen läßt und alle Schwierigkeiten sich beseitigen 
lassen. Aber freilich ist dies eine Ansicht, die nur dadurch, daß sie konsequent 
und vollständig in allen Teilen der Analysis durchgeführt würde, zu begründen 
wäre. 





Berlin, 15. Dezember 1874. 
Verehrter Herr Kollege! 

In Beantwortung Ihres früheren Briefes gebe ich Ihnen zunächst die ge- 
wünschte Adresse: 

M? Sophie Kowalewsky (nicht a), St. Petersburg, Wassily Ostrow, 1** Ligne, 
Maison No. 14. 

Dann will ich auch die Gewissensfrage, die Sie an mich richten, ganz ge- 
wissenhaft beantworten. 

An der fraglichen Dissertation‘ habe ich — abgesehen davon, daß ich sie 
von zahllosen grammatischen Fehlern gereinigt — keinen andern Anteil, als daß 
ich der Verfasserin die Aufgabe gestellt habe. Und auch in dieser Beziehung 
muß ich bemerken, daß ich nach dem über gewöhnliche Differentialgleichungen Er- 
kannten, — das in der Einleitung so, wie ich es vorzutragen pflege, zusammen- 
gestellt ist —, eigentlich ein anderes Resultat erwartet hatte. Ich war, — um 
bei dem einfachsten Falle stehen zu bleiben —, der Meinung, daß eine Potenz- 
reihe mehrerer Veränderlichen, die einer gegebenen partiellen Differential- 
gleichung formell genügt, auch stets innerhalb eines bestimmten Bereichs kon- 
vergieren müsse und dann eine der Differentialgleichung wirklich genügende 
Funktion darstelle. Daß dem nicht so ist, wie Sie an dem in der Dissertation 


> 2 
behandelten Beispiele der Gleichung — = Je sehen, wurde zu meiner grofen 
Überraschung von meiner Schülerin ganz selbständig, — und zwar zunächst bei 


viel komplizierteren Differentialgleichungen als der angeführten —, entdeckt, sodaß 
sie schon an der Möglichkeit verzweifelte, zu einem allgemeinen Resultate zu 
gelangen; die so einfach erscheinende Aushilfe, die sie für die so entstandene 
Schwierigkeit gefunden hat, habe ich ihr als Beweis richtigen mathematischen 
Blickes hoch angerechnet. Sie hat übrigens für den Zweck der Promotion noch zwei 
andere Arbeiten verfaßt, von denen die eine unter dem Titel: „Bemerkungen und 
Zusätze zu Laplaces Untersuchungen über die Gestalt der Saturnsringe“ auch 
gedruckt werden soll’. Es wird darin zunächst gezeigt, wie das Resultat von 
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Laplace als erste Annäherung strenge begründet werden könne, — in der Tat 
ist die Analyse von Laplace schauderhaft —, und ferner nachgewiesen, daß in 
Wahrheit der Querschnitt eines Ringes unter der von Laplace gemachten Annahme 
nicht eine Ellipse sein kann, sondern eine eifórmige Kurve, deren Gestalt man, 
— abgesehen von den technischen Rechnungsschwierigkeiten, die enorm sind —, 
bis zu jedem Grade der Genauigkeit bestimmen kann. Diese Arbeit ist ganz 
aus der eigenen Initiative der Verfasserin hervorgegangen. 


Ihre andeutende Mitteilung über die Koeffizienten einer Reihe 
Wa, cos nz + b, sin nz) 


ist insofern nicht vollständig, als Sie nicht angeben, was Sie von dieser Reihe 
in Beziehung auf die Konvergenz derselben voraussetzen. Hängt aber das, was 
Sie beweisen, nicht einigermaßen zusammen mit dem von Canror (Borchardt 72, 
p. 130) behandelten Satze? 

Schließlich noch eine Bemerkung. Was sagen Sie zu einer Funktion, die 
bei reellem Werte des Arguments überall stetig ist, kein Maximum oder Minimum 
besitzt und trotz diesem regulüren Verhalten so kapriziós ist, keinen bestimmten 
Differentialquotienten zu haben, wenn das Argument eine algebraische Zahl 
(d.h. Wurzel einer algebraischen Gleichung mit rationalen Zahlkoeffizienten) ist, 
dagegen ganz vernünftig sich aufführt, sobald das Argument einen transzendenten 
Wert hat? Wenn ich Ihnen davon Mitteilung mache, so habe ich einen doppelten 
Zweck. Zunächst ärgert es mich, daß Sie durch die (sehr wahre) Bemerkung auf 
S. 29, Z. 9 Ihres „Versuchs“® meinem ältesten Schüler und Freunde Korsıss- 
BERGER eine Waffe in die Hand gegeben haben, durch die er seine auf S. 13 der 
» Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Funktionen“ trotz alledem hin- 
gestellte Behauptung betr. die Existenz eines Differentialquotienten einer stetigen 
Funktion verteidigen kann. Denn da er wohlweislich die Bedingung einschiebt, 
daß die Funktion nicht unendlich viele Maxima und Minima haben solle, so 
widersprechen meine Beispiele seiner Behauptung nicht. Nun hatte ich mir eine 
Funktion der genannten Art gemacht, — übrigens wäre schon die von Scuwanz* 
erdachte genügend gewesen, bei der meinigen erscheint die Sache nur etwas pi- 
kanter —; Sie aber sagen, leider mit Recht, auch die Gesamtheit aller alge- 
braischen Zahlen sei doch immer nur als eine Reihe einzelner Werte zu be- 
trachten, — in der Tat kann und muß man dies vielleicht, insofern die algebraischen 
Zahlen durch eine bestimmte Definition aus der Gesamtheit der reellen Zahlen 
ausgeschieden werden, und da nun wieder wohlbedüchtig Ausnahmen, d. h. die Nicht- 
existenz eines Differentialquotienten für einzelne Werte des Arguments der 


Acta mathematica, 39. Imprimé le 6 noyembre 1923 
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‘Funktion (wenn auch schwerlich an eine Reihe von Zahlen dabei gedacht worden 
ist, von denen auch im kleinsten Intervalle unendlich viele liegen) zugelassen 
werden, so ist alle meine Mühe umsonst. Wirklich scheint es schwer zu sein, 
eine Funktion aufzufinden, die kein Maximum und Minimum besitzt und bei der 
doch der Quotient 
N) 
h 
für jeden Wert von x, wenn A unendlich klein wird, beständig zwischen zwei 
endlichen Grenzen schwankt, so überzeugt ich auch bin, daß solche Funktionen 
existieren. 
Die in Rede stehende Funktion ist aber die folgende. Es sei 


zm T x 
px) = a+ D Sin (5 log (>), 
sodaß 


PW. ais 1 
p'(x) = 1+ m sin (7 ty log (x) 
k eine positive Zahl, kleiner als 1, und 


a a a 


1? 2) 


eine gegebene unendliche Reihe reeller Größen; so hat die Funktion 
f (x) > > k" p (x — a,) 
ne 


an keiner der Stellen 


einen bestimmten Differentialquotienten, obwohl sie gleichzeitig mit v beständig 
wüchst und nirgends unstetig wird. Der Beweis erfordert einige Vorsicht, ist aber 
leicht zu führen. Nun hat Cawron? (B. 77 d. J.) gezeigt, daß sich die positiven 
algebraischen Zahlen auf eine gewisse Weise so in eine Reihe ordnen lassen, daß 
sich von einer ersten, zweiten usw. algebraischen Zahl sprechen läßt. Nimmt 
man also für die a, %, ..... die Reihe der dergestalt geordneten algebraischen 
Zahlen, so hat man eine Funktion von der angegebenen Beschaffenheit. Aber, 
wie gesagt, sie nützt mir nichts, nachdem Sie mit dem so sehr verallgemeinerten 
Begriff einzelner Werte in der Gesamtheit der reellen GróBen, d.h., wie Sie 
sich ausdrücken, ,besonderer Zahlenarten, die doch immer isoliert, wenn auch in 
unendlicher Menge vorhanden, auftreten^ dazwischen gekommen sind. Gestatten 
Sie mir aber, noch eine andere Bemerkung hier anzuknüpfen. 
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Riemann (Inaugural-Dissertation S. 1)" sagt: „Es ist (wenn w eine stetige 
Funktion einer reellen Veränderlichen z ist) einerlei, ob man die Abhängigkeit 
der Größe w von + als eine willkürlich gegebene betrachtet oder als eine durch 
bestimmte Größenoperationen bedingte definiert. Beide Begriffe sind infolge des 
erwühnten (Fourierschen) Theorems kongruent.* 

Dies kann nach meiner Ansicht nicht aufrecht erhalten werden, wenn die 
aus einer gegebenen (definierten) Funktion abgeleitete Fouriersche Reihe auch 
nur für einen einzigen Wert des Arguments den Wert der Funktion nicht 
darstellt. Solche Funktionen, welche diese Singularität darbieten, haben Sie ent- 
deckt; die mir mitgeteilte, die ja leicht so erweitert werden kann, dab sie für 
jeden reellen‘ Wert von z definiert und stetig ist, läßt sich (von x = — a bis 
4 = + a) in eine Fouriersche Reihe entwickeln, die für z — 0 divergiert, obwohl 
die Funktion an dieser Stelle einen endlichen Wert hat. Das genügt mir voll- 
kommen, vielleicht aber nicht jedermann. (Man kann z. B. sagen: ,Ja, es kommt 
oft vor, daß ein analytischer Ausdruck seinen wahren Wert unter der Form 
oo-— oo verbirgt“ u. dgl.) Um eingewurzelte Vorurteile zu bekämpfen, muß man 
gröberes Geschütz auffahren. Könnten Sie nun nicht aus ihrer Funktion in 
ähnlicher Weise, wie die obige f(x) aus (x) entsteht, eine andere herleiten, 
welche, ihrer durchgängigen Stetigkeit ungeachtet, die Eigenschaft hätte, daß die 
aus ihr sich ergebende Fouriersche Reihe in dem Intervall, für welches sie gilt, 
divergent würe für jeden rationalen oder algebraischen Wert des Arguments? 
Eine solche Reihe würde doch schwerlich jemand als einen mathematischen A u s- 
druck der betreffenden Funktion betrachten. Vielleicht denken Sie einmal in 
einer müßigen Stunde daran. 

Hiermit schließe ich endlich diesen langen Brief, von dem ich nur wünsche, 
daB er mich in Ihren Augen von dem Vorwurf, den man mir mit Recht macht, 
ich sei nachlässig in der Beantwortung empfangener Briefe, einigermaßen reinigen 
möge. 

Mit freundlichstem Gruß 

Ihr ergebener 
W EIERSTRASS. 


(Undatiert). 


In Beziehung auf die Funktion 


La 
f(x) = DI)" cos (a" zx 
n=l 
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liegt die Bemerkung nahe, daß sich daraus sofort eine andere ableiten läßt, 
welche wenigstens dem ersten Einwand Koenigsbergers, nümlich daf ,schon jedes 
einzelne Glied der Reihe nicht für jeden Wert von / eine Bedeutung habe* 
(was ich selbstverstündlich nicht zugebe) nicht ausgesetzt ist. Da nümlich a” 
eine ganze Zahl ist, so läßt sich cos (a" xx) als ganze Funktion von cos zz mit 
rationalen Zahlkoeffizienten darstellen; diese möge mit G,(cosxx) bezeichnet 
werden. Setzt man nun, unter ¢ eine unbeschränkt veränderliche reelle Größe 
verstehend, 

pe ye ge) i 
+de 


so verwandelt sich f(x) in eine Funktion F(t) von ¢, und man hat 

See pret 

FO = M Ses |: 

Nimmt man nun für 5 eine rationale Zahl an, so ist also F(t) dargestellt 

durch eine Reihe; in der jedes einzelne Glied eine rationale Funktion von / mit 

rationalen Zahlenkoeffizienten ist. Diese konvergiert überdies gleichmäßig für 

alle Werte von /; man kann daher, wenn ó eine beliebig klein angenommene 

Größe ist, eine rationale Funktion Ft) so bestimmen, daß für jeden Wert 
von £ die Differenz 


F'(t) — F(t) 


dem absoluten Betrag nach kleiner als 6 ist, also für jeden gegebenen (ra- 
tionalen oder irrationalen) Wert von ¢ durch eine endliche Anzahl von Operationen 
eine rationale Zahl bestimmen, welche dem Werte von F(/)so nahe kommt, als 
man will. Dies hat bisher jedem Mathematiker, selbst den strengsten Empiristen, 
wie z. B. Kirchhoff einer war, vollkommen genügt, um die vorstehende Reihe als 
Ausdruck einer gehörig definierten Funktion anzuerkennen. Diese Funktion F(/) 
hat nun für keinen Wert einen bestimmten Differentialquotienten, sobald ab hin- 
lünglich groß ist; denn existierte ein solcher für / = ¢,, so hätte auch die Funktion 
f(x) für den entsprechenden Wert von x einen bestimmten Differentialquotienten. 
Dieser Beweis wurde allerdings von Koenigsberger beanstandet, weil er den 
zugehörigen Wert von x nicht als hinlünglich definiert betrachtet; da aber das 
Behauptete richtig ist, so muß es sich auch für Ft) direkt beweisen lassen. 

Sie entschuldigen, daß ich im Vorstehenden zu Ihnen geredet habe, als 
würen Sie ein Student im ersten Semester. Wenn man aber sieht, wie die ele- 
mentarsten Wahrheiten der Mathematik jetzt angezweifelt werden, so wird man 
vorsichtig und unterdrückt bei einer Deduktion auch nicht den selbstverstünd- 
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lichsten Übergangsgedanken. Auf Koenigsberger wird freilich das Gesagte keinen 
Eindruck machen, weil er nicht zugibt, daß die aufgestellte Reihe, selbst wenn 
man der Veränderlichen ¢ nur rationale Werte beilegt, eine Bedeutung habe, 
ebensowenig als er einen unendlichen Dezimalbruch, wenn Sie ihm auch ein 
Gesetz angeben, das bestimmt, welche Ziffer auf jeder bestimmten Stelle stehen 
soll, als Ausdruck einer wohldefinierten Größe gelten ließe. 
Mit freundlichsten Grüßen 
Ihr hochachtungsvoll ergebener 
WEIeERSTRASS. 


Berlin, 6. Jani 1875. 
Mein lieber Herr Kollege! 

So habe ich denn wirklich vier unbeantwortete Briefe von Ihnen vor mir 
liegen. Nun, ich habe Ihnen, glaube ich, bereits früher gesagt, daß ich im Kreise 
meiner Bekannten schon lange in dem Rufe stehe, ein nachlüssiger Korrespondent 
zu sein. Ich kann das Faktum nicht leugnen, aber freilich, wenige wissen, wie 
es gekommen, daß ich Briefschreiben niemals als eine freie Kunst zu lieben 
gelernt, sondern vielmehr stets als eine Belüstigung, etwa wie Heftekorrigieren, 
Examinieren u. dgl. zu empfinden gewohnt worden bin. Mögen Sie es hören. 
Als ich einst nach sieben frisch und fröhlich durchlebten Universitäts-Semestern 
— im Album hieß ich Jurist — den Beschluß faite, fortan Mathematik als 
Lebensberuf zu treiben, — was meine Freunde an meiner Zurechnungsfühigkeit 
zweifeln machte und meinem guten Papa, der mir das Ziel gesteckt hatte, zehn 
Jahre nach vollendetem Triennium spütestens Regierungsrat zu sein, viel Herzens- 
kummer bereitete —, mußte ich diesen Entschluß zunächst mit vierzehnjähriger 
Verbannung in das Land der Velaten und Obotriten biifen. Das war eine 
schlimme Zeit, deren unendliche Ode und Langeweile unerträglich gewesen wäre 
ohne die harte Arbeit, die sie brachte, welche aber jedenfalls einen jungen Mann, 
der bis dahin ein Leben voll reichbekränzter Tage geführt hatte, zum Einsiedler 
machen mußte, was ich innerlich blieb, wenn ich auch in dem mich umgebenden 
Kreise von Gutsbesitzern, Referendaren und jungen Offizieren als ein ziemlich 
guter Kamerad galt; in dieser Zeit, — welche genau diejenigen Lebensjahre, 
die man sonst die schönsten nennt, für mich ausfüllte —, habe ich die Freude an 
schriftlicher Mitteilung verloren, — die Gegenwart hatte nichts, was der Hede 
wert gewesen, und von Zukunftstriiumen zu sprechen war nicht meine Art. 
Auferdem war, was der jetzigen Generation kaum glaublich erscheint, damals 
die Unterhaltung einer regelmäßigen Korrespondenz ein Luxus, den sich ein 
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Gymnasiallehrer mit monatlich 29 Talern, die Groschen habe ich vergessen, fiir 
30 Stunden wóchentlich nicht gestatten durfte; kostete doch anfangs der vier- 
ziger Jahre ein Brief von Königsberg nach Köln noch 17 Silbergroschen. Ver- 
zeihen Sie, lieber Kollege, daß ich Sie von dieser Misere unterhalte; aber die 
Erinnerung an jene 14 Jahre ist gerade in diesen Tagen wiederholt lebhafter als 
sonst in mir wach geworden. Neben Ihrem letzten Briefe, in welchem Sie, wofür ich 
Ihnen freundlichst danke, am Schlusse noch des Ordens Pour le mérite gedenken, 
der mir unerwartet zuteil geworden ist, — ich gestehe offen, daf ich, in der Lage, 
zuweilen einen Orden tragen zu müssen, diesen, den Gauf, Jacobi und Dirichlet 
gehabt haben, lieber anlegen werde als jeden andern —, liegt vor mir noch ein 
anderes Gratulationsschreiben von einem ehemaligen Korpsbruder. Der Mann, 
ehedem freisinnig und Rationalist von reinstem Wasser, ist erst Professor, dann 
praktischer Beamter und zuletzt Präsident eines hohen Gerichtshofs geworden; 
er hat sich in seinem ganzen Leben nicht um mich gekümmert, ich wußte nur 
von ihm, daß er Pietist und ein grimmiger Verteidiger der Todesstrafe ist; jetzt 
aber, da er in den Zeitungen gelesen, daß S. Majestät allergnädigst geruht haben 
u.s. w., kann er nicht umhin, seinem lieben alten Freunde und Bruder, der ihm 
einst die Erlangung der juristischen Doktorwürde so energisch bestritten — meine 
einzige Juristentat —, dann aber sich in so liebenswürdiger Weise habe besiegen 
lassen, seine herzlichste und aufrichtigste Freude darüber auszudrücken, daß 
derselbe auf einem andern Gebiete der Wissenschaft ein so berühmter Mann 
geworden sei, — und so geht es fort ein paar Seiten lang, verquickt mit den 
salbungsvollsten Floskeln über des Herrn wunderbare und gnädige Führung der 
Lebenswege, — nun möge der Herr ihn belohnen für seine gute Absicht, ich 
werde den Brief nicht beantworten. 

Nun aber endlich zu etwas anderem. Zunächst bedaure ich, daß ich außer- 
stande bin, Ihnen einen Privatdozenten, der aus eigenen Mitteln für seine Existenz 
sorgen könnte, zu empfehlen. Das letzte Exemplar dieser Art, die immer 
seltener wird, habe ich kürzlich bewogen, sich in Halle zu habilitieren. Wüßte 
ich noch jemanden, dem ich mit gutem Gewissen die Ergreifung der akademischen 
Laufbahn anraten könnte, so würde ich ihn zunächst — ich bin ein aufrichtiger 
Egoist — bestimmen, es hier zu versuchen, wo wir einen tüchtigen jungen 
Mann noch sehr gut brauchen könnten. Augenblicklich haben wir einen Jahr- 
gang sehr guter mathematischer Studenten, aus denen hoffentlich auch einige 
tüchtige Dozenten hervorgehen werden. 

Ich hatte darauf gerechnet, Sie zu Ostern hier zu sehen, habe mich aber 
gefreut, von Ihnen zu erfahren, daß Sie eine genußreiche Ferienreise gemacht 
haben. Mir ist es weniger gut gegangen; infolge einer Erkältung habe ich die 
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Ferien vóllig verloren und fühle mich auch in diesem Augenblicke noch hóchst 
arbeitsunlustig. 

Fiir die Ubersendung eines Korrekturexemplars Ihrer trigonometrischen 
Abhandlung — verzeihen Sie den lapsus calami — danke ich bestens, das andere 
Exemplar schicke ich Ihnen, Ihrem Wunsche entsprechend, zurück. Bei dieser 
Gelegenheit möchte ich Sie bitten, ein Exemplar Ihrer früheren Abhandlung, in 
der die Notiz von mir über die nicht differenzierbare Funktion steht, an Herrn 
Darboux (Paris, rue Monge 29) schicken zu wollen. Darboux hat nämlich kürzlich 
einen Aufsatz!" — über Funktionen ohne Differentialquotienten veröffentlicht, 
in welchem er sehr richtig bemerkt, daß z.B. die von Schwarz angegebene 
Funktion nicht eigentlich als eine solche gelten könnte, weil sie doch an unendlich - 
vielen Stellen einen Differentialquotienten habe, und dann — ebenso richtig —, 
daß die Reihe Sc, sin(n! x), wo De, konvergiert, ZX»! ce, aber divergiert (d. h. 
so ungefähr wird es lauten), als eine durchweg undifferenzierbare aufstellt. Es 
erscheint mir doch notwendig, ihm bemerklich zu machen, daß jenes Urteil 
bereits von Ihnen sehr bestimmt ausgesprochen und von mir die Existenz einer 
wirklich nicht differenzierbaren Funktion längst nachgewiesen ist. Sie brauchen 
ihm nicht zu schreiben, wenn Ihnen dies nicht paßt, sondern nur die betr. Stelle 
anzustreichen. Ich mag ihm selbst keine Mitteilung machen, da ich erst kürzlich 
in der Lage war, für meine Schülerin die Priorität der in der Dissertation der- 
selben entwickelten Sätze, welche — weniger allgemein und streng — Darboux 
im Anfang d. J. in den Comptes Rendus" publiziert hat, in Anspruch zu nehmen. 

Dies führt mich auf Herrn Thomae. Die von Ihnen mir namhaft gemachte 
Schrift ist mir nicht zu Gesicht gekommen; ich kann also aus eigener Kenntnis 
darüber nicht urteilen. Wenn aber alle seine Anführungen so genau sind wie 
die, von der ein Zuhörer mir erzählte, nämlich daß Sie die Riemannsche Reihe 
sin (i^ x) 

2 


> - als ein Beispiel einer Funktion, die an keiner Stelle einen Differential- 
quotienten hat, angeführt hütten, — ich denke, Sie haben gerade das Gegenteil 
gesagt —, wührend alles übrige aber des über den Gegenstand von Ihnen Erór- 


terten ignoriert worden sei, so mögen Sie allerdings Grund zur Klage genug 
haben. Gleichwohl wire mein Rat: wenn es nicht absolut notwendig ist, eine 
Polemik mit dem Herrn anzufangen, so lassen Sie ihn vorläufig laufen. Großen 
Schaden wird das auch nicht anrichten; wenn Sie später Ihre Untersuchungen 
zusammenstellen, so wird ein einfacher Hinweis auf frühere Abhandlungen bei 
allen Urteilsfühigen genügen, Ihnen Ihr Recht zu wahren. Aber, wie gesagt, 
ich bin in diesem Moment nicht instruiert genug, um eine ganz bestimmte Ansicht 
auszusprechen. 
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Den zweiten Teil Ihres letzten Briefes erlauben Sie mir für jetzt zu über- 
gehen; es wird sich vielleicht spüter, unter veründerten Umstünden, eine Ge- 
legenheit, darauf zurückzukommen, darbieten. Die von Ihnen ausgesprochene 
Besorgnis über das Schicksal Ihrer jüngsten Abhandlung, — d.h. soweit dasselbe 
im Redaktionszimmer beschlossen wird —, hat mir aber Veranlassung gegeben, 
dieselbe bei Borchardt, der morgen nach der Schweiz abreist, einzusehen und 
mit demselben darüber zu reden. Von einem Zurückschicken Ihrer Arbeit 
kann, — um dies zunüchst abzumachen —, nicht die Rede sein. Allerdings aber 
haben Sie nicht mit Unrecht vermutet, daß Borchardt an einigen Stellen Anstoß 
nehmen werde. Gestatten Sie mir, mich darüber ganz aufrichtig auszusprechen, 
. indem ich zwei dieser Stellen herausgreife, — wobei ich übrigens bemerke, daß 
mir Ihre Abhandlung in diesem Augenblick nicht vorliegt und ich deswegen 
vielleicht Ihre Worte nicht ganz richtig zitiere. 

Was Sie über Fourier sagen, ist sachlich wohlbegründet und auch dem 
Ausdrucke nach zu verteidigen, — bis auf den Passus: ,er operiert darauf los 
in einer Weise, .die man heutzutage selbst einem Anfänger nicht zugute halten 
würde.“ Dies scheint auch mir gegen die Achtung zu verstoßen, die wir einem 
Manne wie Fourier schuldig sind. Bei all seinen Mängeln ist das Fouriersche 
Werk von unermeflichem Einfluß auf die Wissenschaft gewesen, — ohne Fourier 
kein Dirichlet! Und dann, kann ein Urteil wie das von Ihnen ausgesprochene 
nicht dazu beitragen, einem unserer jetzigen Anfänger das Studium der alten 
Werke als überflüssig erscheinen zu lassen? „Wer liest jetzt noch Lagrange?*, 
soll Hr. Prym gesagt haben, — ich denke aber, Sie sind der letzte, der zur 
Verbreitung einer solchen Verkehrtheit beitragen möchte. Ferner scheinen Sie 
mir inbetreff des Verhältnisses von Fourier zu Lagrange ganz der Ansicht 
Poissons zu sein, der bekanntlich bitter und bis zu Ungerechtigkeit böse auf den 
ersteren war. Meiner Meinung nach hat aber Riemann recht, wenn er ausein- 
andersetzt, daß Lagrange die Fouriersche Reihe in unserem Sinne gar nicht 
gekannt habe. In der Tat handelt es sich bei Lagrange stets nur um Reihen mit 
endlicher Gliederzahl, die für beliebig viele und einander beliebig nahe liegende 
Werte des Arguments die zugehörigen Werte einer willkürlichen Funktion geben. 
Was Lagrange an den betreffenden Stellen mit y bezeichnet, sind Sum men, 
nicht Integrale. Erst für die mit Hilfe solcher Reihen erhaltenen Resultate 
erlaubt er sich den Schluf vom Endlichen auf das Unendliche. 

Auch den Ausdruck, es habe Lagrange, um die Konvergenz der Reihe 
gehörig in Betracht zu ziehen, an der erforderlichen Reife gemangelt, kann 
ich nieht billigen, weil er gar zu leicht mißverstanden werden kann. Denn 
warum Lagrange einen Mangel zum Vorwurfe machen, den er mit allen seinen 
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Zeitgenossen teilt, zumal da darüber z. B. schon Abel so bestimmt sich ausge- 
sprochen hat? 

Wenn also Borchardt Sie bitten wird, diese Stellen und vielleicht noch 
einige ähnliche — mir sind nur die beiden bei einer flüchtigen Durchsicht be- 
sonders aufgefallen — bei der Korrektur zu streichen, so möchte ich Sie dringend 
ersuchen, keine Schwierigkeiten machen zu wollen. Ich habe dafür einen anderen 
Grund, den Sie als triftig anerkennen werden und den ich Ihnen im Vertrauen 
auf Ihre Diskretion mitteile. Borchardt hat in der letzten Zeit mit dem Journal 
und dessen Redaktion so viel Ärger gehabt, daß er gar leicht darauf kommen 
könnte, ganz von der Herausgabe zurückzutreten, was auch seine Frau und sein 
Arzt möchten. Das wäre aber geradezu ein Unglück; wir haben hier absolut 
keinen, der befähigt und geeignet wäre, an seine Stelle zu treten. Nach Crelles 
Tode* drohte dem Journal die Gefahr, in die allerungeeignetsten Hände, in die 
Schellbachs, zu fallen; nach Crelles und Reimers Ansicht sollte derselbe die Re- 
daktion ganz im bisherigen Geiste fortführen. Da ließ sich, hauptsächlich durch 
Dirichlets Zureden, Borchardt bestimmen, die Redaktion zu übernehmen; und er 
hat dieselbe bis jetzt mit einer nicht hoch genug anzuerkennenden Aufopferung 
fortgeführt, wobei ich die nicht unerheblichen pekuniären Unterstützungen, die 
er dem Unternehmen hat zuteil werden lassen, gar nicht einmal in Anschlag 
bringen will. Einmal war er bereits im Begriff zurückzutreten; da wandte 
Clebsch durch die Begründung seiner Annalen ** die Gefahr ab; denn nun hielt 
es Borchardt für Ehrenpflicht, am Platze zu bleiben. Im gegenwärtigen Augen- 
blick würde uns, wie gesagt, sein Rücktritt in die allergrößte Verlegenheit 
bringen. Schon aus diesem Grunde müssen alle, denen das fernere Gedeihen des 
Journals, das für die Entwicklung der deutschen Mathematik so bedeutsam ge- 
worden ist, am Herzen liegt, sorgsam alles vermeiden, was den Herausgeber 
verstimmen könnte, zumal da dessen Bestrebung, sein Journal von Polemik und 
persönlichem Hader frei zu halten, das doch wirklich anzuerkennen ist, sowie 
seine aufrichtige Pietät gegen die Meister und Begründer unserer Wissenschaft 
hauptsächlich es sind, die ihn zur Anwendung einer Kritik bestimmen, welche 
den Autoren nicht immer angenehm, in einzelnen Fällen zuweilen auch zu weit 
getrieben sein mag. Doch genug dieser Erörterungen, in die einzugehen mich 
nur meine aufrichtige Achtung für Sie und die warme Anerkennung Ihres 
wissenschaftlichen Eifers bewogen hat. 

Schließlich will ich Ihre Frage, wer zuerst die Koeffizienten einer Fourier- 


** Die Mathematischen Annalen wurden im Jahre 1869 begründet 


Acta mathematica. 39. Imprimé le 6 novembre 1923 25 
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gelehrt habe, dahin beantworten, daf Encke als den Urheber dieser Methode 
Gauss nannte, wührend es unzweifelhaft Euler gewesen ist. Die betr. Stelle 
werde ich Ihnen, wenn es Sie interessiert, gelegentlich nachweisen. 
Mit freundlichstem Gruß und in Erwartung einer baldigen Antwort von Ihnen 
Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS. 


Berlin, 7. Juni 1875. 
Mein lieber Herr Kollege! 

In meinem gestrigen Briefe habe ich, so überlang derselbe auch geworden 
ist, doch noch etwas vergessen, nämlich Sie zu bitten, wenn Sie ein Exemplar 
der Abhandlung!’ an Darboux schicken, in derselben gefälligst zwei störende 
Druckfehler korrigieren zu wollen: 


Z. 10. v. o. z, statt o. 
Z.4 v. u. muß es heißen: 
also auch, wenn ab — 1, kleiner als ...... 
Freundlichst grüßend 
‘WEIERSTRASS. 


(Undatiert) 
Hochgeehrter Herr Kollege! 





Aus dem von Ihnen beigebrachten Beispiele geht unzweifelhaft hervor, daß 
es möglich ist, auf eine beliebige Strecke / eine unendliche Menge getrennt von 
einander liegender Strecken 5’, deren Summe kleiner als 4 ist, so zu verteilen, 
daß in jedem noch so kleinen Intervall von Z sich Strecken finden, die zu den 
4' gehören. Ebenso sicher ist es, daß man auf unendlich viele Arten diskonti- 
nuierliche Funktionen definieren kann, welche im Inneren jeder Strecke durchweg 
stetig sind, also der von Dirichlet angegebenen Bedingung der Integrierbarkeit 
genügen, wührend sie nicht integrierbar sind, wenn man den Begriff des be- 
stimmten Integrals so feststellt, wie Riemann und Sie es tun. Ich möchte aber 
dabei bemerken, daß Dirichlet, als er die von Ihnen zitierte Stelle niederschrieb '5, 
ohne Zweifel eine andere Definition des bestimmten Integrals im Falle einer 
diskontinuierlichen Funktion im Sinne hatte, welche vor dem Erscheinen der 
Riemannschen Abhandlung über die Fouriersche Reihe allgemein adoptiert war. 
Nachdem man lüngere Zeit von der ursprünglichen, durch Leibniz vertretenen 
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Auffassungsweise des bestimmten Integrals sich abgewandt hatte, war dieselbe 
durch Cauchy in strengerer Begründung wieder in ihre Rechte eingesetzt und 
zugleich auf den Fall ausgedehnt worden, wo die zwischen den Grenzen a, «’ zu 
integrierende Funktion f(x) an beliebig vielen, zwischen « und a’ liegenden 
Stellen (a, a,,..., a,) eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, indem dann 


J T Uds = f " (0) de + À ^ (ys f “rete 


gesetzt wurde. Ich weiß nicht, ob vor Dirichlet jemand daran gedacht hat, daß 
die Unstetigkeitsstellen auch in unendlicher Menge vorhanden sein können; es 
lag aber nahe, in dem Falle, wo f(x) die von Dirichlet gestellte Bedingung 


a 
erfüllt, f f(x)dx zu definieren als die Summe der über sämtliche Teilstrecken 
a 


des Intervalles a ...a', in denen die Funktion f(x) durchweg stetig ist, ausge- 
dehnten Integrale, eine Summe, die jedenfalls einen bestimmten endlichen Wert 
hat, wenn der Wert von f(z) bestündig unterhalb einer angebbaren Grenze bleibt. 
So erklärt es sich, daß Dirichlet das von ihm gestellte Kriterium der Integrier- 
barkeit einer Funktion als ein durch den Begriff des Integrals notwendig be- 
dingtes ansah. 


Es hüngt aber die Entscheidung darüber, ob man eine der Dirichletschen 
Bedingung entsprechende Funktion unbedingt für integrierbar zu halten habe 
oder nicht, von der Erledigung einer anderen, wichtigeren Frage ab, über die 
ich gern Ihre Ansicht vernehmen möchte. Es hat mir immer geschienen, daß 
Riemanns Definition des bestimmten Integrals mit einer Unzutrüglichkeit behaftet 
sei, die ich mir gefallen lassen mußte, weil ich sie bisher nicht zu beseitigen 
wußte. Dieselbe besteht darin, daß bei der Bestimmung der größten Schwankung, 
die der Wert der zu integrierenden Funktion in einem Intervalle macht (also bei 
der Aufstellung der Integrierbarkeitsbedingung), diejenigen Werte, die sie an 
den Unstetigkeitspunkten hat, mit berücksichtigt werden, wührend doch der Wert 
des Integrals, falls es existiert, blof von den Werten abhüngt, welche die Funktion 
in den Stetigkeitspunkten annimmt. 


Es sei f(x) die zu betrachtende Funktion, a die untere, a’ die obere Inte- 
grationsgrenze, Ô eine beliebig klein anzunehmende positive Größe, ferner 


a,,4,,..., a, eine Reihe von Werten, die zwischen a, a’ so anzunehmen sind, daß 
die Differenzen a, — a, à, —a,, ..., a, — à, ,, a’ — a, sämtlich von demselben Zeichen 


wie a'— a und ihrem absoluten Betrag nach nicht größer als à sind, endlich 
T, 7,...,7,,, eine Reihe von Werten, welche bezüglich in den Intervallen 
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nach Belieben angenommen werden können. Nähert sich alsdann, wenn man 
ö unendlich klein werden läßt, die Summe 


S in (a, 3 a) f (2) st; (a, Pa a,) fr) zr aon er (a’ sa a,)f (&a+ı) 


einer bestimmten Grenze, wie man auch die Größen «a, z, der gestellten Bedin- 
gung gemäß annehmen möge, so ist diese nach Riemanns, von Ihnen adoptierter 
Definition den Wert des bestimmten Integrals 


, 


J f(x)dz. 


Die Bedingung dafür, daß eine solche Grenze existiere, haben Sie auf die 
Form gebracht: 


lim (0,6, +08, 6, ++0,, 6) x 0, 
0-0 


wobei 

b= d,—0, 0, = 4,—4,,.-+; On, — 0 —0, 
und 6, die Differenz zwischen der oberen und der unteren Grenze derjenigen 
Werte ist, welche f(x) in dem Intervall a, ... «,,, annimmt. 
Diese Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, darf man nun den Größen 
pce, @, die Beschränkung auferlegen, daß jede von ihnen ein Stetig- 
keitspunkt der Funktion sein solle, da es ja nach Ihrem Satze 
(p. 27 des 79. Bandes von Borchardts Journal) in jedem noch so kleinen 
Intervalle solche Punkte gibt". Dadurch wird evident, daß der Wert 
des Integrals unabhiingig ist von den Werten, welche der Funktion in den 
Unstetigkeitspunkten beigelegt werden. 

Nun frage ich, wenn dem so ist, warum definiert man dann das Integral 
nicht von vornherein als die Grenze, der sich S unter der Bedingung nähert, 
daß bei der Wahl der Werte x,,4,,..., x,,, nur die Stetigkeitsstellen der 
Funktion berücksichtigt werden sollen? Die Bedingung für die Integrierbarkeit 
wird dann in derselben Form ausgedrückt wie vorhin; aber es bedeutet 
dann c, die Differenz zwischen der oberen und der unteren 
Grenze derjenigen Werte, die f(x) in den Stetigkeitspunkten 
des Intervalls.a, ... a,, annimmt. Da kann es nun sehr wohl sein, daß 
6, nach der zweiten Erklürung einen kleineren Wert hat als nach der ersten, 
niemals aber einen größeren; es kann daher eine Funktion nach der modifi- 
zierten Riemannschen Definition, wie ich sie nennen will, integrierbar sein, 
die es nach der ursprünglichen nicht ist, wührend umgekehrt, wenn sie nach 
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dieser integrierbar ist, sie nach jener es sicher auch ist. In der Tat ist nach 
der modifizierten Definition eine Funktion, die der Dirichletschen Bedingung 


: entspricht, stets integrierbar und stimmt der Wert von Js f (z)dz mit dem oben 


angegebenen überein, — während andererseits das bestehen bleibt, daß die von 
Dirichlet angegebene Bedingung der Integrierbarkeit keine notwendige ist. 

Ich habe seinerzeit Ihre Abhandlung: ,Versuch einer Klassifikation u. s. w.“ 
sehr aufmerksam gelesen; die angeführte Stelle, — die über einen wichtigen 
Punkt allerdings sehr kurz sich ausspricht —, muf ich aber doch nicht gehórig 
geachtet haben, denn sonst würe sie sicherlich meiner Erinnerung nicht so 
gänzlich eutschwunden gewesen, daß mich der in Rede stehende Satz, als Sie 
neulich denselben zufällig erwähnten, förmlich überraschte, indem mir augen- 
blicklich klar wurde, wie durch ihn beseitigt werden kónnte, was mich an der 
Riemannschen Erklürung der bestimmten Integration, wie gesagt, immer chokiert 
hatte, — hätte ich den Satz gekannt, so würde ich die angegebene Modifikation 
dieser Erklärung schon längst vorgeschlagen haben. Daß durch diese Modi- 
fikation das Reich der integrierbaren Funktionen erweitert wird, dürfte, wie 
ich hoffe, gerade Ihnen nicht mißfallen, — während auf der andern Seite Ein- 
wendungen, die Sie dagegen erheben möchten, bei mir die gebührende Beachtung 
finden werden. Ich brauche wohl nicht zu erwähnen, daß von der Funktion 
f(x), vorläufig wenigstens, vorausgesetzt ist, daß sie nicht soll beliebig große 
Werte annehmen können. 

Würde meine Modifikation der Definition des bestimmten Integrals ange- 
nommen, so bliebe in Ihrer „Klassifikation“ Nr. I ungeändert, in Nr. II wären 
zuerst zu erwähnen die Funktionen, die in jedem, noch so kleinen Intervalle 
Stetigkeitspunkte besitzen, und über diese als eine besondere Klasse die integrier- 
baren Funktionen hervorzuheben, wobei dann die Höldersche ?, sehr beachtens- 
werte Ergänzung Ihres Satzes als ein Lehrsatz ihre Stelle finden und nach- 
gewiesen werden müßte, daß eine Funktion, die nicht in jedem Intervall eine 
unabzählbare Menge von Stetigkeitspunkten besitzt, auch dann nicht inte- 
grierbar sein würde, wenn man den Begriff der Integration unter Berücksich- 
tigung der Werte, welche die Funktion in den Unstetigkeitspunkten annimmt, 
feststellte. 

Andere Fragen, die sich an das Vorstehende anknüpfen, behalte ich mir 
vor, bei anderer Gelegenheit zur Sprache zu bringen '5. 

Holder hat mir seinen Aufsatz zugeschickt. Ich werde denselben kommenden 
Donnerstag der Akademie vorlegen und drucken lassen, sobald ich erfahre, dab 
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Hölder wieder in Göttingen ist und ihm dorthin die Korrekturbogen geschickt 
werden können. 
Ihr hochachtungsvoll ergebener 
WEIERSTRASS. 


Berlin, 20. April 1885. 
Hochgeehrter Herr Kollege! 

In Beziehung auf Ihre letzten Mitteilungen gebe ich Ihnen vollkommen 
recht, daB auch dann, wenn eine Modifikation der Riemannschen Deflnition des 
bestimmten Integrals angenommen wird, das Dirichletsche Kriterium nicht aus- 
reicht, um die Integrierbarkeit einer Funktion festzustellen. Aber ich ziehe 
daraus einen anderen Schluß: es muß die Riemannsche Definition noch ein- 
greifender, als ich es getan, modifiziert, d.h. noch mehr von Unwesentlichem 
befreit werden; gerade die Funktion f(x), welche Sie mir in Ihrem letzten Brief 
als eine nicht integrierbare bezeichnen, obwohl sie der Dirichletschen Bedingung 
genügt, läßt sich durch eine Fouriersche Reihe darstellen, wie ich aus meinen 
Untersuchungen über die Darstellbarkeit von Funktionen durch trigonometrische 
Reihen (im weiteren Sinne des Wortes) leicht folgere und was sich auch durch 
die bekannte Methode beweisen läßt. 

Dabei ergeben sich die Koeffizienten der Reihe als bestimmte Integrale, 
wenn man, was für die betrachtete Funktion angeht, den Begriff des bestimmten 
Integrals so auffaßt, wie es Dirichlet, wie ich Ihnen bereits schrieb, unzweifel- 
haft getan hat. Dieser Begriff ist jedenfalls zu eng, er kann aber auf eine 
andere Weise als auf die von Riemann vorgeschlagene so erweitert werden, daß 
für jede Funktion f(x) des reellen Arguments x, die in dem Inter- 
valle von z — «a bis x — a so definiert ist, daß sie in jedem noch 
so kleinen Teile dieses Intervalls Stetigkeitspunkte besitzt, 


[rez 


wenn z, z, beide in dem genannten Intervalle liegen, immer eine 
bestimmte Bedeutung hat und daß dann auch alle wesentliche Sätze, 
welehe aus der bisher angenommenen Definition der bestimmten Integration 
abgeleitet worden sind, ihre volle Gültigkeit behalten, namentlich das Funda- 
mentaltheorem, nach welchem eine und nur eine in dem Intervalle a... a’ stetige 
Funktion Æ{(x) existiert, welche an einer willkürlich anzunehmenden Stelle 
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æ = v, verschwindet und in jedem Stetigkeitspunkt der Gleichung 


E = f(x) 
geniigt. 

Wie ich, nunmehr die Riemannsche Definition des bestimmten Integrals 
ganz verlassend, dazu gelange, den Integrationsbegriff so festzustellen, daf das 
Reich der integrierbaren Funktionen mit dem Reiche derjenigen Funktionen, die 
in jedem noch so kleinen Intervalle Stetigkeitspunkte besitzen, völlig zusammen- 
fallt, kann ich in diesem Briefe nicht auseinander setzen und muf mir vorbe- 
halten, mich zunüchst mündlich mit Ihnen darüber zu unterhalten, umso mehr, 
als ich erst gestern abend mir völlig klar darüber geworden bin. Ich denke, 
es wird mir nicht schwer werden, Sie zu der neuen Lehre zu bekehren, zumal, 
da Sie ja selbst bereits auf der Fährte waren, auf der weiter vorzugehen ich 
mich weniger als Sie gescheut habe, weil mein Glaube an die Angemessenheit 
der Riemannschen Definition bereits wankend geworden war.  Dieselbe ganz 
aufzugeben, daran konnte ich freilich bisher nicht denken, weil mir, was ich 
nochmals hervorzuheben mich gedrungen fühle, der wichtige Satz fehlte, den 
Sie auf S. 27 des 79. Bandes von Borchardts Journal schon vor 10 Jahren 
ausgesprochen haben, der mir leider aber ganz entgangen war. 

Freundlichst grüßend 
WEIERSTRASS. 


Berlin, 23. Juli 1886. 





Es wird Sie interessieren und freuen, daß die Göttinger philosophische 
Fakultüt einstimmig bei dem Ministerium die Wiederbesetzung der Enneperschen 
Professur beantragt hat und daß, wie mir Schwarz heute mitteilt, die ernannte 
Kommission voraussichtlich mit derselben Einstimmigkeit Dr. Hilder, und zwar 
diesen allein, für die Stelle in Vorschlag bringen wird. 





Wernigerode i. Harz, Müllers Hotel, 7. Juli 1888. 
Verehrter Freund! 

Sie haben sich meiner wührend meiner Krankheit in so zuvorkommender 
und freundlicher Weise angenommen, daß es mich drängt, Ihnen von hier aus, 
bevor Sie Berlin verlassen, noch einen herzlichen Gruß zu senden. Auch denke 
ich, Sie werden nicht ohne Teilnahme von mir hören, daß der hiesige Aufenthalt, 
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so viel ich bis jetzt nach der Erfahrung einiger Tage urteilen kann, mir hoffent- 
lich recht wohltütig sich erweisen wird. Der Kopf ist mir schon erheblich freier 
geworden, der Schlaf ist ruhiger und anhaltender, und wührend ich in den letzten 
vierzehn Tagen vor meiner Abreise nicht imstande war, auszugehen, vermag 
ich doch jetzt wieder einen Spaziergang von 1!/; Stunde zu machen. Freilich, 
die Waldluft hier ist doch eine ganz andere als die des Berliner Tiergartens 
selbst in seinen besten Partien. Mein Hotel, obwohl die Einrichtung desselben 
ziemlich primitiver Art ist, hat den Vorzug einer freien Lage, und, wenn ich 
auf meinem Balkon sitze, der die Ausdehnung eines grofen Saales hat und dabei 
isoliert liegt, so ist es so gut, als wenn ich mich im Freien befände. Bis jetzt 
sind recht wenige Freunde hier; wenn Sie aber, worauf ich sehr rechne, Ihr 
Versprechen, auf der Riickreise mich besuchen zu wollen, erfüllen, werden 
Sie doch wohl tun, sich vorher anzumelden, damit ich für Ihr Unterkommen 
Sorge tragen kann. 

Gearbeitet habe ich noch gar nicht. Einige Wochen hindurch werde ich 
indes Beschäftigung genug haben; denn die Preisausschreibung des Königs von 
Schweden hat doch den Erfolg gehabt, daß eine ziemlich große Anzahl von 
Bewerbungsschriften eingegangen sind, und zwei derselben, noch dazu ziemlich 
umfangreiche, werde ich vor meinen Richterstuhl ziehen müssen, wührend die 
anderen Hermite und Mittag-Leffler zufallen. 

Von Frau Kowalewsky habe ich noch keine Benachrichtigung über den 
Zeitpunkt, wo sie hier einzutreffen gedenkt. Sie ist gegenwürtig in Paris. 
Mittag-Leffler will in den ersten Tagen des August mich besuchen, wenn auch 
nur auf kurze Zeit. 

Ich schließe mit dem Wunsche, daß die bevorstehenden Ferien recht genuß- 
reich für Sie werden mögen. 

Ihr hochachtungsvoll ergebener 
WETERSTRASS. 
Meine Schwestern lassen sich Ihnen angelegentlichst empfehlen. 


Wernigerode, 2. August 1888. 
Verehrter Freund! 

Wie bedauerlich, dafi Ihnen die Ferien durch das fortwührend schlechte 
Wetter verdorben werden! Mir geht es in dieser Beziehung doch besser. 
Sonnige Tage zwar, geeignet zu weiteren Ausflügen, habe ich nur wenige gehabt; 
aber es herrscht wenigstens bei bewölktem Himmel eine angenehme, warme Luft- 
temperatur, und bis jetzt haben sich noch jeden Tag einige Stunden gefunden, 
in denen ich mir Bewegung im Freien machen konnte. 
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Mit meiner Besserung geht es nur langsam vorwärts; doch habe ich die 
Hoffnung, im Winter wieder lesen zu können, noch nicht aufgegeben". 

Wie steht es nun aber mit Ihrem mir versprochenen Besuche? Wenn Sie 
über München heimreisen, so kümen Sie mir allerdings nicht so nahe, wie in 
dem Falle, daß Sie die Route über Frankfurt wählten. Indessen, da Sie doch 
wohl jedenfalls Leipzig berühren, so könnten Sie von Bitterfeld (oder Witten- 
berg) mit einem Retourbillet über Köthen und Halberstadt hierher fahren und 


' sodann Ihr Rundreisebillet bis Berlin ausnützen. Sie würden, wenn Sie sich zu 


dem vorgeschlagenen Abstecher entschließen, nicht nur mir und den Meinigen 
eine große Freude bereiten, sondern es würde auch, denke ich mir, für Sie von 
Interesse sein, Mittag-Leffler und Frau v. Kowalewsky hier anzutreffen, die 
beide bis zum 15. bleiben. Mittag-Leffler kommt morgen oder übermorgen, 
Frau Kowalewsky ist schon seit 8 Tagen hier. Dieselbe, die von London und 
Paris kommt, wo sie sehr gefeiert worden ist, sprudelt über von köstlichem 
Humor und unterhält uns des Abends vortrefflich durch launige Schilderungen 
aus der gelehrten Welt von Stockholm, Upsala und der genannten Städte. 
Tchebychef, Sylvester u.s. w. liefern ihr reichlichen Stoff zu ergötzlichen Mit- 
teilungen, namentlich Sylvester scheint ein alter Gurk zu sein, der z. B. von 
sich behauptet, daß er seit Milton der einzige Engländer sei, der gute Sonette 
gedichtet habe. Übrigens interessiert sich Frau Kowalewsky nicht bloß für 
Mathematik und Mathematiker, sondern beschäftigt sich auch viel mit belle- 
tristischer Literatur, schreibt selbst Novellen (leider in schwedischer und rus- 
sischer Sprache) und macht dramatische Versuche. Dabei berührt es sehr ange- 
nehm, daß sie nichts von einem Blaustrumpfe an sich hat, sodaß die Leute, mit 
denen sie in Berührung kommt, es anfangs für einen Scherz halten, wenn man 
ihnen sagt, daß sie ein wirklicher Professor sei. 

Die von Ihnen erwähnte Schrift Lindemanns ist mir völlig unbekannt ge- 
blieben; ich habe selbst gar nicht gewußt, daß Lindemann für dergleichen Unter- 
suchungen Interesse habe. 

In Beziehung auf eine beiläufige Bemerkung in Ihrem Briefe möchte ich 
noch erwähnen, daß auch hier das Bier recht wohl sich trinken läßt. Frau 
v. Kowalewsky und meine Schwestern lassen Sie freundlichst grüßen und ver- 
einigen sich mit mir zu der Bitte, daß Sie den von mir gemachten Reisevor- 
schlag recht ernstlich in Erwägung ziehen und, wenn möglich, realisieren 
möchten. 

Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS. 


Acta mothematica, 39. Imprimé lo 7 novembre 1923 
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Wernigerode, 24. August 1888. 


Verehrter Freund*! 

Nun, Sie haben wenigstens Ihr Gepiick wieder erhalten, wir Wernigeroder 
Sommergüste aber sind um Ihren Besuch gekommen, was sich vielleicht nicht 
wieder gut machen läßt. Wäre das Wetter besser gewesen, so würde ich Sie 
gebeten haben, trotz alledem noch auf einige Tage hierher zu kommen, — 
aber bei der Nässe und Kälte, die in den letzten 14 Tagen den Aufenthalt hier 
hóchst ungemütlich machten, konnte man niemandem zuraten, dab er herkomme. 
Heute scheint es, als ob endlich der Himmel uns wieder seine Gunst zuwenden 
wolle, und darum teile ich Ihnen mit, dab wir alle — mit Ausnahme von Mittag- 
Leffler, der am kommenden Dienstag abreisen muß — bis zum September hier 
zu bleiben gedenken. Ich selbst werde aber wahrscheinlich — in Thale oder 

 Harzburg — noch etwas linger Harzluft genießen, die trotz der Unbilden der 

Witterung sich mir wohltütig erwiesen hat. Frau v. Kowalewsky wird auch 
noch einige Zeit hier verweilen, gedenkt aber auf der Rückreise auch ein paar 
Tage in Berlin sich aufzuhalten. Also Zeit für Sie zu einem Besuch ware immer 
noch; ich möchte Sie nicht drängen, aber wollen Sie versichert sein, daß wir 
alle uns aufrichtig freuen würden, wenn wir Sie hier haben könnten. 

Besuche von Mathematikern haben wir in Fülle gehabt. Aufer Hettner, 
der in der Nähe wohnt, waren da: Tietgen, der Italiener Volterra (Pisa), Hurwitz, 
Cantor, Schwarz (noch hier) angekündigt sind noch Schering und Koenigsberger. 
die aber wahrscheinlich nicht kommen werden. Sollten Sie also Gerüchte von 
einer mathematischen Verschwörung im Harz hören, so können Sie sagen, daß 
dieselben nicht ganz der tatsächlichen Unterlage entbehren. Die hiesige Gesell- 
schaft, die unseren Diskussionen mit sichtbarem Entsetzen zuhört, glaubt we- 
nigstens daran. 

Mit freundlichsten Grüßen von allen 

Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS. 


Berlin, 13. Januar 1888. 
Verehrter Freund! 





Übrigens habe ich in der vergangenen Woche doch noch ein kleines Kolleg 





* Du Bois-Reymond war durch einen Irrtum des Schatiners nicht nach Wernigerode 
umgestiegen. 
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begonnen", — bis jetzt ohne zu grofe Beschwerde, sodafi ich hoffe, es fortsetzen 
zu können. 

Bitte, lassen Sie mir doch gefälligst ein paar Zeilen zukommen, — oder 
noch besser, wenn Sie können, kommen Sie selbst, wenn Ihr Fuß Ihnen auch 
nicht erlaubt, mich zu meinem Spaziergang abzuholen. (Ich lese am Mittwoch, 
Freitag und Sonnabend von 12—1 Uhr.) 

Mit freundlichstem Gruß 

Ihr ergebenster 
Weierstrass, 


Anmerkungen zu den Briefen von Weierstraß an du Bois- Reymond. 

1 P. du Bois-Reymond: „Versuch einer Klassifikation der willkürlichen Funktionen reeller Argu- 
mente nach ihren Änderungen in den kleinsten Intervallen“, J. reine angew. Math. 79 (1875), p. 21—37. 

Du Bois-Reymond veröffentlicht hier zum ersten Male das bekannte Weierstraßsche Beispiel 

Ti E Y a” cos (b" zx) 
n=0 
einer durchweg stetigen Funktion, die in keinem Punkte einen Differentialquotienten besitzt, wobei 
er die historischen Bemerkungen, welche WeierstraB in seinem Briefe vom 23. November 1573 gibt 
ausführlich und zum Teil wortgetreu übernimmt. 

? Tübingen 1870. 

* A. M. Ampere: „Recherches sur quelques points de la théorie des fonctions dérivées etc.* 
J. École polyt., cah. 13 (1806), p. 148. 

Ampere versucht hier die Existenz eines Difterentialquotienten für stetige Funktionen zu 
beweisen. 

* S. v. Kowalewsky: „Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen*. J. reine angew. 
Math. 80 (1875), p. 1—32 — Inauguraldissertation, Góttingen 1874. 

* Die beiden hier erwáhnten Arbeiten sind: 

S. v. Kowalewsky: ,Zusütze und Bemerkungen zu Laplaces Untersuchungen über die Gestalt 
der Saturnsringe“. Astronomische Nachrichten 111 (1885), p. 37—48. 

S. v. Kowalewsky: „Über die Reduktion einer bestimmten Klasse Abelscher Integrale 3. Ranges 
auf elliptische Integrale“. Acta mathematica 4 (1884), p. 393—414. 

Die Abhandlungen wurden von der Verfasserin der Göttinger philosophischen Fakultät vor- 
gelegt, um in absentia und ohne mündliche Prüfung promovieren zu können. 

* Vergl. 1. 

7 „Beispiel einer stetigen nicht differenzierbaren Funktion“, Archives sc. phys. nat, Genève 
1873, p. 33—38 = Verh. Schweiz. Naturf. Ges. 1873, p. 252—258 — Ges. math. Abh. 2, Berlin 1890, 
p. 269—274. 

* M. Cantor: ,Über eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen*. J. reine 
angew. Math. 77 (1874), p. 258—262. Eine französische Übersetzung findet sich in Acta mathe- 
matica 2 (1883), p. 305—310. 

In dieser Arbeit wird die Abzühlbarkeit der Menge aller reellen algebraischen Zahlen nach- 
gewiesen, 

" B. Riemann: „Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veränderlichen 
komplexen Größe“. Inauguraldissertation, Göttingen 1851, 2. Abdr. 1867, Werke p. 3—48. 
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10 G. Darboux: ,Mémoire sur la théorie des fonctions discontinues^. Ann. Ke. Norm, (2) 4 
(1875), p. 57—112. 

11 G. Darboux: ,Mémoire sur l'existence de l'intégrale dans les équations aux dérivées par- 
tielles contenant un nombre quelconque de fonctions et de variables indépendantes“. ©. R. Acad. 
sc. Paris 80 (1875), p. 101—104 et 317—319. 

Loc cit : 

13 Wahrscheinlich sind hier die Bemerkungen gemeint, die Dirichlet am Schlusse seiner be- 
kannten Abhandlung: ,Sur la convergence des séries trigonométriques qui servent à représenter 
une fonction arbitraire entre des limites données“ macht. J.reine angew. Math. 4 (1829), p. 157—169. 

Dirichlet behandelt darin die trigonometrische Reihe 


+ Go + Gy . COSXZ + 45. COS 24 + +... 


+ b,.sinaw + by. sin 2a + «+++ : 
in der 


1 +7 1 +7 
co E g(x)cosnzdz, ‘bh = zar p(x) sin nz da 
—X —T 


ist, unter der Voraussetzung, daß g(a) endlich und eindeutig ist und im Intervalle — x bis +z 
nur eine endliche Anzahl Unstetigkeitsstellen und eine endliche Anzahl Maxima und Minima be- 
sitzt. Er sagt dann weiter (p. 169): „Il nous resterait à considérer les cas où les suppositions 
que nous avons faites sur le nombre des solutions de continuité et sur celui des valeurs maxima 
et minima cessent d’avoir lieu. Ces cas singuliers peuvent être ramenés à ceux que nous venons 
de considérer. Il faut seulement pour que la série (8.) présente un sens lorsque les solutions de 
continuité sont en nombre infini, que la fonction p(x) remplisse la condition suivante. 

Il est nécessaire qu’alors la fonction g(a) soit telle que, si l'on désigne par a et b deux 
quantités quelconques comprises entre — x et x, on puisse toujours placer entre a et b d'autres 
quantités r et s assez rapprochées pour que la fonction reste continue dans l'intervalle der à s. 
On sentira facilement la nécessité de cette restriction en considérant que les differents termes de 
la série sont des intégrales définies et en remontant à la notion fondamentale des intégrales. On 
verra alors que l’intégrale d'une fonction ne signifie quelque chose qu'autant que la fonction satis- 
fait à la condition précédemment énoncée*. 

** Du Bois-Reymond gibt 1. c. p. 22 die folgende Definition der Integrierbarkeit: „Bilden wir 
die Summe 

S = (2, — a). f (a) + (xs — 21) f (21) ++ (© — 2n) - fn) 
WO à — X, -—... 2 << U sei und z,— 2, , = 0, gesetzt werde, so muß die Funktion / (x) so 
beschaffen sein, daß diese Summe sich einer einzigen bestimmten Grenze nähert, wenn die Größen 
6, mit beliebiger relativer Geschwindigkeit so Null werden, daß ihre Summe b — a unverändert 
bleibt. 

Es bezeichne 6, die größte Wertdifferenz der Funktion f(x) im Intervall @,_,--- 2, so soll 
gezeigt werden, daß die eben angeführte Bedingung der Integrierbarkeit äquivalent ist mit der, daß 
unter denselben Voraussetzungen für die à, die Summe 


S = 01.61 + 02.69 + +: + 6,.0 


der Null sich nähert.“ 
Der von Weierstraß erwähnte Satz steht auf p.27: „Nennen wir wieder Stetigkeitspunkt 
einen solchen, wofür 


lim. (f(x) — f(@+ s)) = 0 
£=0 





VS u ES 
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ist, so besitzt deren jede integrierbare Funktion in jedem kleinsten Intervall. Denn es sei 6” ein 
Intervall, in dem sie keinen Stetigkeitspunkt hätte, und o’ sei der kleinste Wert von lim (f (z) — f(x + &)) 
£—0 


in diesem Intervall, so würde der Grenzwert von d,.6, + d,.06: + +: + dy. 6, nicht kleiner als 
6’. 6’ werden können“. 

15 O. Holder: „Über eine neue hinreichende Bedingung für die Darstellbarkeit einer Funktion 
durch! die Fouriersche Reihe“. Stzgsber. Berliner Akademie 1885, p. 419—434. Vorgelegt von 
Weierstraß am 23. April 1885. Der vorliegende undatierte Brief wird daher um den 20. April 1885 
geschrieben sein. 

15 Es mag hier von Interesse sein, die vielleicht nicht allgemein bekannte Tatsache zu er- 
wähnen, daB Weierstraß in einer seiner letzten Vorlesungen eine noch allgemeinere Definition der 
Integrierbarkeit gegeben hat. Es heißt hier (Ausgewählte Kapitel aus der Funktionenlehre. Sommer- 
semester 1886. Nach einer Ausarbeitung von Prof. Schlesinger in Gießen): „Weierstraß findet 
nämlich, daß jede stets endliche Funktion auch integrierbar sei, daß also die Riemannsche Inte- 
grabilitàtsbedingung nicht notwendig sei, — z.B. sei gegeben ein Intervall (a...b), und es gebe in 
jedem noch so kleinen Teile von (@...b) Stellen, wo die Funktion definiert ist. Dann errichte ich 
an jeder Stelle, wo die Funktion definiert ist, die Ordinate. Dann liegen diese Ordinaten zwar 
einander unendlich nahe, brauchen aber nicht kontinuierlich auf einander zu folgen. Dann kann 


b 
f f(æ) dæ also nicht definiert werden als die von den Ordinaten erfüllte Fläche, wie es für stetige 
a 


Funktionen möglich und zulässig ist. Wir stellen nun folgende Definition auf: Denken wir uns 
jede Ordinate, die existiert, mit einem kleinen Rechteck umgeben, dessen Basis gleich à ist. Dann 
greifen diese Rechtecke ineinander. Definieren wir nun jene Punkte, die innerhalb eines solchen 
Rechtecks liegen, als eine Punktmenge, so sieht man leicht, daB diese ein Kontinuum bildet. Dieses 
Kontinuum hat einen Inhalt S,, der eine Funktion von à ist. (Wenn die Funktion f(x) stetig ist, 


b 
und à nähert sich der Null, so ist lim 8, gleich dem wirklichen Inhalte oder gleich f f(x) dz. 
0—0 a 


So definierte auch Leibniz das Integral.) 
Es läßt sich nun zeigen, daß S, mit abnehmendem à abnimmt und sich folglich für à — 0 
einer Grenze nähert. Wir definieren nun 


b 
Jd f(x) dx = lim S,. 
a 0—0 

Diese Definition ist eine berechtigte, da sie für stetige Funktionen mit der gewóhnlichen 
übereinstimmt, und auch die wesentlichen Eigenschaften des Integrals bestehen bleiben.* 

In ähnlicher Richtung bewegte sich eine mündliche Äußerung von Weierstraß gegenüber 
Mittag-Leffler vom 12. August 1888 in Wernigerode. Weierstraß hob dabei hervor, daß die z. D. 
von Riemann für die Integrierbarkeit einer Funktion aufgestellten Kriterien zu eng seien, und gab 
die in der vorstehenden Nachschrift Schlesingers angeführte Methode zur Belebung dieses Ubelstandes 
an. Er wies auf das Fortbestehen der Rechenregeln für bestimmte Integrale und des ersten Mittel- 
wertsatzes hin und deutete eine Erweiterung der Definition für den Fall an, da die zu integrierende 
Funktion Unendlichkeitsstellen in endlicher oder unendlicher Menge aufweist. Im letzteren Fall 
dürfen diese freilich im allgemeinen nur in abzählbarer Menge auftreten. 

17 In dem Verzeichnis der Vorlesungen von Weierstraß (Werke 3, p. 355) steht für den 
Winter 1888—89: Grundbegriffe und Hauptsütze der Funktionenlehre, privatim (3). (Nur ange- 
kündigt.) 
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Berlin, 22. Oktober 1864. 
Geehrter Freund! 
Ich habe nach Ihrer Abreise die Untersuchung, unter welcher Bedingung 


ein Integral von der Form 


A+ Ba 
— il 


VO 
(wo R(x) = A,(x—a)...(x— a,)) 


’ 


auf ein elliptisches zurückführbar ist, wieder aufgenommen und teile Ihnen, da 
Sie sich für den Gegenstand interessieren, das Resultat mit. 
Eine 8 Funktion mit den Argumenten v,, v, und den Moduln 7,,, 1,,, 7, 


wird auf die allgemeinste Weise in eine andere mit den Argumenten 7}, v; 
den Moduln z/,, v;,, z;, folgendermaßen transformiert: 


und 


Es sei 

Ma = A, Tin + €41,35, Wa, — Oy + WT, Oy Tap, 
[o eR En > 

Uy PI Brae Beten Woy TE B. Bs; + Bit, 

Wu = Pit Ya Tin À Va Tao Wo, — Yo Vs Tor À Pal: 

a 

NES ig 

Wis Ed d,+ 0,7, OU Wye "RÀ 011-0: ta dits: 


wo «,, «, usw. ganze Zahlen bedeuten, die den nachstehenden Bedingungs- 
gleichungen, in denen » eine ganze positive Zahl bezeichnet, genügen müssen: 
c, p, + a, B. mes p, "i c, p. 7:16} 
Ci Vs À €, y, — bY, — Yo = 0, 
Buys NT Pen Boy Bias = 0 
a 0,+a,0,— «a 0, — ad, = 0 
10,7350, — 730, — 220; zt: 


~~ 


—— 


Dann ist 


/ 
T» 


Wenn nun die 
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10,  U. — 10... D. 
— pen cu uw org 


; Jy n ! 
10,, Wy, — 10,5 Uy 
1 41 
0,4 Wy, — Wy Wa, 
(t , , 
Wy, 10, Wi Wy 


, , , 
tee W,, Wy, — Wy Wis 
AT EE 


= T 





' yf T 
DT Lu teer Let o 
u Wo, — W,, 10 


in 21 12 


Gleichung 


Wy, Woy — 0, Wo, 


-1 


an L. Koenigsberger. 22 


yf 4 
W,, Wa — U 


: , 
10,, 00,4 — 10,, Wy, 


# ' 
12 Wye 


besteht, so wird rj, = 0, und es ist demgemäß jede der Funktionen 
$(v,, v; | Tay Tier Ta) 


das Produkt zweier elliptischen #, und es können dann die Konstanten A, B 
(auf zweierlei Art) so bestimmt werden, daß 


VR) J VRE 
wird, wo R(£) vom dritten Grade und &, YA(E) rational durch x, R(x) aus- 
driickbar sind. 


Umgekehrt muß zwischen den Größen r,,, r,,, r,, eine Gleichung von der 
angegebenen Form stattfinden, wenn sich das Integral 


(A+ Bz)jds — (^ dt 





A+ Bz 

—— — — dx 

V R(x) 
in der in Rede stehenden Weise in ein elliptisches soll transformieren lassen. 
(Nach einem Abelschen Satze — Précis, § 1, Theorem 2 — genügt es aber, 


Transformationen dieser Art zu betrachten.) 
Die Bedingung rj, — 0 hat nun Zur Folge, daß 
$(0, O|r 


! ' ! E a 
11 Tis Tas) = 0. 


Man kann aber 


v (0, 0 | ta 
0, 0 | rit te) 
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algebraisch durch die Größen 





9 (0 0 | T3, Tie Vah (wo Jo 0, 1, 2, 3, 4 
9 (0, 0 | Ti Tip 7,5); 0, 1 usw.) 
ausdrücken und so die algebraische Gleichung unter den Größen a,, ..., a, er- 
halten, welche der transzendenten 7}, — 0 entspricht. 
Beispielsweise sei 
0, — 2, YQ = ale 
wi E155 Wy, = Tr, 
a = Dp = il, 
Wi. = — Ti + 20,9; Wig = + 2T 


dann sind die obigen Bedingungen erfüllt, und man erhält: 


Yeo DI gn v] = 2v,— v, 


' 


E Ure 
aa >> T,,-—T 


1 = 1 UL cT 1 
T 3 Tr 12 1:27 m3Tu; To = 27, 27, + Tire 


Nun findet sich zunächst 

9 (vi, vl, io cy = —d(¢,, 2%, A Tu: Tj; 2 tas). 
Diese Gleichung ergibt sich, wenn man in der Reihe für die erste Funktion 
statt der Summationsbuchstaben v,, v, beziehentlich 

Vi ls Vos V, 

setzt. Sondert man dann in der Reihe für die zweite Funktion (03) die Glieder 
mit ungeraden v, von denen mit geradem, so erhált man 

P(e}, lth, Ter Tie = DU, 2v,|2v,,, 27, 2 Tya)ss 


= »(2 DAP 2v,|27,, DT, DTE 
Nimmt man jetzt 


Ti E $T, 
an, so wird r/ = 0, und es muß also — in den Bezeichnungen Ihrer Ab- 
handlung — 

D,, = D, 


sein. Aber 
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folglich 
= 95 
9, ) 
—)=1; 
(s. 
da nun 





EN Vest 
a a,— Age, — a.a, — a,]" 
a = Yes zu ae ay 

o. (1 — 04 . 0, — 4, 


(a, — a) (a, — a,) (a, — 4) 


ist, so ergibt sich 





ERIC ZI Nee 
oder 
(a,—a,)(a,—a,) = (a, — 45) (a, — a) 
als die algebraische Gleichung, welche der transzendenten r,, — jr, entspricht. 
In dem von Jacobi behandelten Falle ist 
re 


Die vorstehende Bedingungsgleichung ist also erfüllt. 

Weiter kann ich diesen Gegenstand für den Augenblick nicht verfolgen; es 
wird aber das Vorstehende geniigen, um Ihnen die Überzeugung zu geben, dab 
sich das fragliche Problem auf dem von mir eingeschlagenen Wege überhaupt 
angreifen läßt und daß es jedenfalls mit der allgemeinen Transformationstheorie 
der Abelschen Transzendenten auf das innigste zusammenhängt. Eine tiefere 
Ergründung der letzteren wird also wohl unumgänglich vorausgehen müssen. 

Mit freundlichstem Gruße 

Ihr ergebenster 
W EIERSTRASS. 








1 Ich bemerke hierbei, daß in den Formeln Ihres $ 1 statt R’(a,,,), R’(a,,-,) stehen muß 


Ras) BY (Aan) 
Aa ^ Ay ; 


Acta mathematica. 39. Imprime le 7 novembre 1928 
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Berlin, 26. März 1867. 
Verehrter Herr Kollege! 

Indem ich Ihnen die beikommende kleine Abhandlung übersende, habe ich 
zugleich um Entschuldigung zu bitten, daß ich Ihr letztes Schreiben, mit dem 
Sie Ihre neueste Arbeit mir überschickten, erst in dem Augenblick beantworte, 
wo ich diese bereits gedruckt vor mir sehe. 

Die genannte Abhandlung hat mich der großen Einfachheit der von Ihnen 
entwickelten Modular-Gleichungen wegen sehr interessiert. Sie deuten in Ihrem 
Schreiben zwar an, daß Sie jetzt die Transformationstheorie eine Zeitlang wollen 
ruhen lassen. Wollen Sie aber nicht doch wenigstens für n — 5 die Modular- 
Gleichungen noch vollständig zu entwickeln versuchen, — wobei Sie sich, wenn 
die Ausarbeitung Sie zu lange aufhalten sollte, vorläufig auf die Veröffentlichung 
der Endresultate beschränken könnten ? 





Berlin, 25. Oktober 1870. 
Verehrter Freund und Kollege! 





An der Universität werden wir den Einfluß der kriegerischen Zeit wahr- 
scheinlich sehr stark verspüren. Ich habe heute meine Vorlesung über ellip- 
tische Funktionen vor 20 Zuhörern begonnen, während vor zwei Jahren deren 
50 vorhanden waren. Kummer und Kronecker wollen deswegen auch erst nach 
dem 1. November anfangen. Umso schwerer trifft es uns, daß der — bis jetzt — 
unbeugsame Wille des hohen Senats uns nicht einmal den Ersatz gönnen mag, 
der uns aus Ihren Händen in der Person Ihres bisherigen weiblichen Zuhörers 
geboten wird, und — mit den richtigen Gewichts-Koeffizienten versehen — viel- 
leicht ein recht wertvoller sein möchte. Sie würden mich übrigens verpflichten, 
wenn Sie mir über diese Dame und deren Befähigung zu tieferen mathematischen 
Studien Ihre Ansicht mitteilen wollten. Dies würde mir um so mehr erwünscht 
sein, als in der nächsten Senatssitzung — heute über 8 Tage — das Gesuch 
derselben um Zulassung zu den mathematischen Vorlesungen nochmals zur Sprache 
kommen wird und ich dies Gesuch befürworten würde, wenn ich, auf Ihr Urteil 
mich stützend, meine Überzeugung dahin aussprechen künnte, daß die Dame 
wirklichen wissenschaftlichen Beruf habe. Wie sie mir sagt, hat sie mehrere 
Semester bei Ihnen Vorlesungen gehört, namentlich auch elliptische Funktionen, 
und möchte nun gern weiter gehen. Könnte ich erwarten. daß sie dazu befähigt 
sei, wäre sie z.B. imstande, wenn ich ihr Ausarbeitungen über hyperelliptische 





 4A————— ] 
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Funktionen gübe, mit meiner Unterstützung sich darin zurechtzufinden, so würde 
ich gern bereit sein, ihre Bestrebungen auf alle Weise zu fördern. Sie werden 
es aber begreiflich finden, daß ich nicht gern etwas anfangen möchte, was sich 
vielleicht nicht durchführen läßt. 

Daß die Persönlichkeit der Dame die erforderlichen Garantien bietet, — ein 
Punkt, auf den es bei der Verhandlung im Senat ebenfalls ankommen wird —, 
darf ich, da sie längere Zeit an Ihrer Universität studiert hat, wohl voraus- 
setzen. Doch würde mir eine ausdrückliche Versicherung hierüber gleichfalls 
willkommen sein, da man sich hier in eine so ungewöhnliche Erscheinung, daß 
eine junge Dame Mathematik studieren will und sich nicht scheut, ein Lokal, 
wie unser Auditorium 17 es ist, zu betreten, gar nicht recht finden kann. 

Mit freundlichstem Gruß 

der Ihrige 


_ Werersrrass. 


Berlin, Potsdamer Straße 40, 10. Februar 1876. 
Verehrter Freund und Kollege!! 

Die Frage, welche Sie in Ihrem freundlichen Briefe vom 2. d. M. an mich 
gerichtet haben, werden Sie durch die beigelegte Notiz, — welche ich gelegentlich 
mir zurückstellen zu wollen bitte —, insofern beantwortet finden, als darin 
erstens bewiesen wird, daß die Funktion 


oo 
f (m) m >) 6" cos (a. xz); 
n-—0 


wenn a eine beliebige ganze Zahl, größer als 1, und 5 zwischen = und 1 ent- 


halten ist, für keinen Wert von z einen bestimmten endlichen Ditferential- 
Koeffizienten besitzt und zweitens in jedem Intervalle unendlich viele Werte 
von z, für die f(x) ein Maximum oder Minimum ist, nachgewiesen werden. 

Es gilt dies übrigens auch noch, wenn )<1, ab = 1, sowie auch, wenn 
a keine ganze Zahl ist, unter den Bedingungen 


a= ts ee 


doch ist der Beweis dann etwas weitläufig, und besitze ich keine Aufzeichnung 
davon. Allgemeiner noch kann man behaupten, daß die Reihe 


1 Zu diesem Briefe vergl. den Brief an P. du Bois-Reymond vom 15. Dezember 1574 
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oo 
> 5, cos (a,2 4- e,) t , 
n=0 
wo die «,, b, positive, die c, beliebige reelle Konstanten bezeichnen, eine nicht 
differenzierbare Funktion darstellt, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 
Die Reihen 
b, 40, 4-5, + ..., 
ECC Or! 
o; 5 de Wa Es | 
sind konvergent, die Reihe 
a,b, + a, D, + --- 
aber divergent. 
Ich bemerke noch, daß ich in der von P. du Bois-Reymond mitgeteilten 
Notiz die Bedingung 


abo la 


deshalb angenommen habe, um ein Beispiel einer Funktion zu geben, von der 
sich nachweisen läßt, daß sie an keiner Stelle einen bestimmten Differentialquo- 
tienten besitzt. Näherten sich nämlich die Quotienten 


f(m--h-f(m) f(x-—h-fx) 
h 4 —h 2 





wenn À beständig positiv bleibend unendlich klein wird, beide der Grenze + oc 
oder beide der Grenze — co, so kann man sagen, daß f(x) an der Stelle x = x, 
zwar keinen endlichen, aber doch einen bestimmten Differentialquotienteu besitze. 
Die von mir a.a.0. angegebene Funktion ist aber so beschaffen, daß für keinen | 
Wert von x, jene beiden Quotienten derselben Grenze sich nähern. 

Gestatten Sie mir bei dieser Gelegenheit einen Punkt zu berühren, wo ich 
mich anscheinend nicht in Übereinstimmung mit Ihnen befinde. 

Nach der Bemerkung auf S. 13 Ihrer „Vorlesungen“ nehmen auch Sie an, 
daß eine eindeutig definierte und kontinuierliche Funktion f(x), wenn sie 
in einem endlichen Intervalle Maxima und Minima nur in endlicher Anzahl be- 
sitzt, in diesem Intervall überall, mit Ausnahme einzelner Stellen, einen be- 
stimmten endlichen Differentialquotienten habe. : 

Hier kommt es nun zunächst darauf an, daß wir uns darauf verständigen, 
was unter „einzelnen Stellen“ zu verstehen ist. Wenn ich mich daran halte, 
wie der ausgesprochene Satz bisher von den Mathematikern ausdrücklich oder 
stillschweigend aufgefaßt worden ist, so ist gemeint, daß in jedem Intervalle, in 
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welchem f(x) weder ein Maximum oder Minimum besitzt, eine stetige Folge 
solcher Werte von v, die nicht zu jenen Ausnahmestellen gehören, existiere, 
womit nicht ausgeschlossen ist, daß bei den Ausnahmestellen auch eine unendlich 
große Anzahl vorhanden sein könne. 

So verstanden würde der in Rede stehende Satz aber etwas Unrichtiges 
aussprechen, indem man mit Leichtigkeit Funktionen definieren kann, welche 
keine Maxima oder Minima besitzen und doch in jedem Intervalle unendlich viele 
Stellen, in denen sie nicht differenzierbar sind, darbieten. Eine bemerkenswerte 
Funktion dieser Art ist z. B. die folgende. 

Es sei 

9@) = z {1-+4 sin (11ogz?)], 
so ist g(x) eine Funktion, welche, wenn x stetig wachsend das Intervall 


—CO.-- C0 


durchläuft, ebenfalls stetig wachsend von — oo in +00 übergeht. Dieselbe hat 
an der Stelle x — 0 keinen bestimmten Differentialquotienten, während an jeder 
anderen ein solcher existiert. Nimmt man nun zwei Reihen positiver Größen 
an, die erste 


ganz willkiirlich, die andere 


DD 


0? 


DET DEE NR 


1? 3) 


so, dab 
b,+0, +b,+... 


einen endlichen Wert hat, und setzt man 
jl, 12 
" f(x) = b, (x) + > bs Pn (g (x — «,) + (x + a,)), 
ZR— 


so ist f(x) eine stetige Funktion, die kein Maximum und kein Minimum besitzt 
und an den Stellen 


0, ERSTE 


keine bestimmten Differentialquotienten hat, indem sich zeigen läßt, daß für 
jeden bestimmten Wert von » der Quotient 
f (+a, +h) — f (X a,) 
h 
und ebenso 
f (€ a, — 4) — f (= a) 
—h 
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zwischen zwei angebbaren von h unabhängigen Grenzen schwankt, wie nahe 
auch / der Null kommen möge. 

Nun kann man aber die Reihe der Größen a,, a,,... auf mannigfaltige Weise 
so bestimmen, daf in jedem beliebigen Intervalle unendlich viele derselben liegen. 
So hat z. B. Cantor gezeigt, daß sich eine solche Reihe bilden läßt, die jede 
algebraische Zahl, und zwar eine jede nur einmal, enthält. 

Es existieren also stetige Funktionen von z, welche, ohne ein Maximum 
oder Minimum zu besitzen, keinen Differentialquotienten haben, wenn ihr Argu- 
ment Wurzel irgend einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten ist. 

Für eine solehe Funktion gilt also der in Rede stehende Satz nicht in dem 
von mir angenommenen Sinne. 

Nun gebe ich zwar gern zu, daß man auch die Gesamtheit aller algebrai- 
schen Zahlen als „einzelne Stellen“ im Gebiete der reellen Größen auffassen 
kann, insofern sie durch eine bestimmte Definition von den übrigen geschieden 
werden können. Indessen werden Sie mit mir darin übereinstimmen, daß auf 
eine derartige Funktion, so wie überhaupt auf jede, welche in jedem Intervalle 
Stellen darbietet, wo sie keinen bestimmten Differentialquotienten hat, die Lehren 
der Differentialrechnung keine Anwendung finden. Deshalb halte ich es für das 
beste, daß man, ohne sich in eine Diskussion über die Bedeutung des Ausdrucks 
„einzelne Stellen“ einzulassen, unter einer „differenzierbaren“ Funktion nur eine 
solche verstehe, welche in jedem Intervalle, für das sie definiert ist, auch eine 
stetige Folge von Stellen mit bestimmten endlichen Differentialquotienten 
darbietet. ; 

Mit freundlichstem Gruß und der Bitte, mich auch Ihrer lieben Frau emp- 
fehlen zu wollen, 

Ihr ergebenster 
W xrERSTRASS. 


Berlin, 6. Dezember 1877. 
Geehrter Kollege ! 


Obwohl mein Brief vom 4. d. schon lang genug geworden ist, so muß ich 
ihm doch noch eine Bemerkung hinzufügen !. 

Ks ist nicht meine Meinung, daß ein vorgelegtes System von Differential- 
gleichungen : 








1 Es handelt sich hier um die Abhandlung: Koenigsberger: „Über algebraische Beziehungen 
zwischen Integralen verschiedener Differentialgleichungen“, J. reine angew. Math. 84 (1878), p. 284. 
Vergl. auch den folgenden Brief vom 10. Dezember 1877. 
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dz dz 
(1) Gn Byes args sgt) = 0 oom A 


um darauf Ihren Satz anwenden zu können, notwendig auf die angegebene Form 
Ge a7, ee) O 
@) CAC SEE = G,(2,4,2,,:..,2) (v = 1,...,n) 


gebracht werden müsse; es ist vielmehr nur notwendig, daß das vorgelegte System 
vollständig durch ein System von der zweiten Form ersetzt werden könne. 
Dies ist aber stets der Fall, sobald sich irgend eine rationale Funktion A von 


dz, dz, 
Ty By, °° yy dz en dz 


dergestalt bestimmen läßt, daß sich aus den Gleichungen (1) und der folgenden: 


R(x uis dz, "eR ^e) —2 


2715 "n? dz’ E dz 


12, dz, 


. . ( . . 
die Ableitungen PISO. — als rationale Funktionen von z,2,,...,2, und z 


erhalten lassen. Steht dies fest, so ist nicht notwendig, diese Ausdrücke der 
Ableitungen sowie die Gleichung zwischen > und z,z,,...,:, wirklich herzu- 
stellen; man braucht nur die Gleichung zwischen 


| LN bana und 
mit Hilfe der gegebenen Gleichungen auf die Form 


PANIER A 


Ge 25.2 +, ¥)=0. 


AR Dae 
zu bringen, in der Art, daß Y nicht Wurzel einer Gleichung niedrigeren Grades 
von derselben Form ist. Dann wird stets unter den in dem Theorem angege- 
benen Bedingungen für jede Wurzel y der Gleichung e 





5 dz, dz, 
G (n.a. e, Bay pm very ds v) — 0 
die Differentialgleichung 
AT dy d" y 
Pen Gey age) = 0 


befriedigt werden, wenn dies der Fall ist für 


CENTER EN A 
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Denn die Gleichung G = 0 kann unter der gemachten Voraussetzung auf die 
von mir angenommene Form 


G(@,Z,Z,,..:,Z,,)= 


gebracht werden. Für den Beweis Ihres Satzes scheint es mir aber vorteilhaft 
zu sein, das vorgelegte System sich auf die Form (2) gebracht vorzustellen. Die 
Hauptsache aber ist die genaue Fixierung des Begriffs der Irreduktibilität eines 
Systems algebraischer Differentialgleichungen, — den so zu fassen, wie ich eben 
angegeben, mich viele Gründe bestimmen —, und daf der Gleichung für Y eine 
solche Form gegeben werde, daf der Grad derselben nicht mit Hilfe der gege- 
benen Gleichung erniedrigt werden kann. 


Zus 





Mit freundlichstem Gruß Ihr 
WEIERSTRASS. 


Berlin, 10. Dezember 1877. 
Mein lieber Herr Kollege! 

Es würde mir sehr unangenehm sein, wenn mein Brief an Sie vom 4. d. M. 
wirklich verloren gegangen sein sollte. Derselbe bestand aus 41/2 Bogen des- 
selben Formats wie dieser und ist am 5. frühmorgens, mit der richtigen Anzahl 
Marken versehen, in den bei meiner Wohnung befindlichen Briefkasten gekommen, 
sodaß, wenn er abhanden gekommen ist, der Wahrscheinlichkeit nach eher eine 
Nachlüssigkeit am Ankunftsort als am Abgangsort Schuld daran sein dürfte. 
In der Hoffnung, daß er Ihnen doch noch zu Händen kommen werde, begnüge 
ich mich einstweilen, aus ihm folgendes zu wiederholen. 





Mein Brief bezog sich pu auf die erstgenannte Abhandlung! von 
Ihnen, die mein Interesse sehr in Anspruch genommen hat. Der Wunsch, Ihnen 
recht ausführlich darüber zu schreiben, war hauptsächlich Schuld daran, daß ich 
Ihre Briefe so lange unbeantwortet gelassen habe. Ich hatte schon vor meiner 
Ferienreise mir im Kopf Verschiedenes zusammengestellt, was ich Ihnen vorlegen 
wollte. Auf der Reise aber hatte ich den Zusammenhang verloren, und nach 
meiner Rückkunft erlaubten es mir andere dringende Arbeiten erst vor kurzem, 
die Sache wieder aufzunehmen. 

Ich habe die Überzeugung gewonnen, daß der in der gedachten Abhandlung 
entwickelte Hauptsatz im wesentlichen richtig ist und sich bei manchen Unter- 


! Die oben zitierte Abhandlung. 








! 
] 
2 
; 
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suchungen sehr brauchbar erweisen wird. Zugleich bin ich aber der Meinung, 
daß einerseits die Bedingungen, unter denen er gilt, noch genauer, als es von 
Ihnen geschehen ist, präzisiert werden können, andererseits aber auch seine Trag- 
weite durch die Form, in welcher Sie die Differentialgleichungen aufstellen, un- 
nótigerweise beschrünkt worden ist. Darüber enthielt mein Brief ausführliche 
Auseinandersetzungen, die Ihnen mein Interesse an der Sache bekunden sollten. 

Leider habe ich mir für mich durchaus keine Notiz gemacht, und es würde 
mir nicht ganz leicht sein, das in guter Stimmung rasch Hingeschriebene zu re- 
produzieren. Ich sehe deshalb dem Resultat Ihrer Nachforschungen nach dem 
verloren gegangenen Briefe nicht ohne Ungeduld entgegen !. 


In Erwartung einer baldigen Antwort 


ergebener WrrEnsTRASS. 


Berlin, 8. November 1878. 
Die mir übersandte Abhandlung habe ich sofort Herrn Borchardt zuge- 
stellt. Derselbe ist aber unmittelbar darauf erkrankt, weshalb Sie wohl noch 
keine Empfangsbescheinigung, — deren Stelle diese Karte vertreten müge —, 
erhalten haben. — Daß für die hyperelliptischen Integrale, wenn 9 — 2, eine 
allgemeine Transformation — bei beliebigen Moduln — unmiglich ist, habe ich 
daraus bewiesen, daß die Bedingungen, welche die $ (0,0, ..., 0), erfüllen müssen, 
damit die ®(v,,...,®,), auf hyperelliptische Integrale führen, bei beliebigen 
t,; nicht mehr erfüllt sind, wenn man die # Funktionen transformiert. Ich sehe 
auch, daf dies algebraisch wird nachweisbar sein; gemacht ist es wohl noch 

nicht. 
Ihr Weterstrass. 


Berlin, 31. Mai 1879. 
Mein lieber Freund und Kollege! 


In Ihrem ersten Briefe fragten Sie bei mir an, ob hier etwa eine Erinne- 
rungsfeier aus Anlaß des vor 50 Jahren erfolgten Todes Abels in Aussicht ge- 
nommen sei. Wäre dies der Fall gewesen, so würde ich nicht versäumt haben, 


! Weierstraß’ Brief vom 4. Dezember 1377 ist nie in meine Hände gekommen die ge- 
nannten Nachforschungen in Berlin und Wien blieben resultatlos. 
L. Koenigsberger 


Acta mathemation, 39. Imprimé lo 7 novembre 192 
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Sie davon zu benachrichtigen. Indes ist es bisher nicht Sitte gewesen, schon 
nach 50 Jahren an dem Todestag eines ausgezeichneten Mannes eine Feier zu 
veranstalten. In dem in Rede stehenden Falle mußte umsomehr davon abge- 
sehen werden, als dazu die Anregung doch von dem Vaterlande Abels hätte 
ausgehen müssen. Sorgen Sie aber dafür, daß der hundertjährige Geburtstag 
Abels und Jacobis würdig begangen werde, — und gedenken Sie dann auch 
derer, die als die ersten es als ihre Lebensaufgabe betrachtet haben, die Ar- 
beiten dieser Manner fortzusetzen. Das Jubilium der Fundamenta sollte aller- 
dings auf das würdigste durch eine neue, auf das sorgfältigste revidierte und 
schün ausgestattete Ausgabe derselben gefeiert werden. 





Montreux, 17. März 1886. 
Mein lieber Herr Kollege! 

Gestern erhielt ich von einem jüngeren Mathematiker eine (nicht gedruckte) 
Arbeit zugesandt, in der sich u. a. der folgende Satz findet: 

„Wenn eine Potenzreihe pt, z' die Eigenschaft hat, daß sie für jeden 
rationalen Wert von x eine ACETATE rationale Zahl darstellt, so ist die Reihe 
notwendig eine rationale Funktion von z*. 

Dieser Satz widerspricht dem von mir in meinem letzten Briefe Ihnen mit- 
geteilten, indem (nach G. Cantor) die Gesamtheit der rationalen Zahlen eine ab- 
zählbare Reihe bildet und deshalb die in meinem Briefe vorkommende Zahlen- 
reihe «,, @,,@,,... so gewählt werden kann, daß sie sämtliche rationalen Zahlen 
umfaßt. Es fehlt jedoch in meiner Mitteilung der strenge Beweis dafür, daß 
die von mir mit f(x) bezeichnete Funktion nicht immer eine rationale Funk- 
tion sei, wie man auch die in ihr vorkommenden willkürlichen Zahlen annehmen 
möge. Durch eine leichte Modifikation der Bildungsweise der Funktion f (x) 
kann man aber diesem Mangel abhelfen und zu folgendem Satze gelangen, der 
vielleicht für Sie einiges Interesse hat: 

„Es gibt transzendente ganze Funktionen einer Veränderlichen x von 
der Beschaffenheit, daß sie, als Potenzreihen von v dargestellt, lauter rationale 
Koeffizienten besitzen und für jeden algebraischen (reellen oder imaginüren) Wert 
ihres Arguments eine ebenfalls algebraische Zahl darstellen.* 

Wie G. Cantor (in der Abhandlung, worin gezeigt wird, daß die Gesamt- 
heit der algebraischen Zahlen eine abzählbare Reihe bildet) nachgewiesen hat, 

* läßt sich eine unendliche Reihe von ganzen rationalen Funktionen 


Po(%), q, (x), Pr (o), ++ 
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deren Koeffizienten sämtlich ganze Zahlen sind, so herstellen, daß jede (reelle 
oder imaginüre) algebraische Zahl Wurzel einer der Gleichungen 


9,8) RP 07 op TUE 


ist. Dies vorausgesetzt, setze man (für n = 0, 1, 2, ..., ©) 
y "n 
fa (zx) = IT 9,(2), 
g—( 


bezeichne mit 7, den Grad von f,(r) und bestimme eine Reihe ganzer Zahlen 
m,,m,,m,,... mittels der Gleichungen 


m, = 0, m, = m+7, +1, m = m+r,+1,... 
Mu = mt+r,+1,--- 

oo 
Sodann nehme man eine beständig konvergierende Potenzreihe S) (2° mit 

1 v—0 
lauter positiven Koeffizienten beliebig an und bestimme eine unendliche Reihe 
rationaler (von Null verschiedener) Zahlen #,, 4,,k,,... so, daß — für jeden 
bestimmten Wert von x — jeder Koeffizient der (nach Potenzen von x ent- 

wickelten) Funktion 


k, a" f, (z) 


seinem absoluten Betrage nach kleiner ist als der entsprechende Koeffizient der 
angenommenen Reihe. Dann läßt sich der Ausdruck 


fe) — X tz". i) 


darstellen als bestündig konvergierende Potenzreihe von « mit lauter rationalen 
Koeffizienten und ist sicher eine transzendente Funktion von z, indem die 


Koeffizienten von z;"^ "e „tn +" sümtlich von Null verschiedene 
Werte haben. Diese Funktion / (x) hat nun die oben angegebene Beschaffenheit. 
Freundlichst grüßend 


Ihr ergebenster 
WEIERSTRASS. 


WEIERSTRASS UBER POINCARES THEORIE DER 
FUCHSSCHEN FUNKTIONEN, 


mitgeteilt von 


L. SCHLESINGER IN GIESSEN. 


IE 


Vorbemerkung. Eine Abschrift des nachstehenden Artikels von der Hand des damaligen 
Sekretars von L. Kronecker fand sich im Nachlaß von L. Fuchs unter der aus der Zeit von Kron- 
eckers Redaktion stammenden Korrespondenz des Crelleschen Journals; sie tragt von Kroneckers 
Hand die Überschrift „Weierstraß an Thomé“. Aus anderen Briefen in dieser selben Korrespondenz 
geht hervor, daB Weierstrab diesen Artikel auf Ersuchen Kroneckers für Thomé aufgeschrieben 
hatte. In einem Briefe yon Weierstra an die Journalredaktion vom 28. Juni 1888 heißt es: „Den 
beiliegenden Brief bitte ich nach genommener Einsicht an Herrn Thomé befördern zu wollen. Ich 
habe mir darin große Mühe gegeben, ihn zu überzeugen, daß er nicht wohl daran tun werde, eine 
Polemik mit Poincaré zu beginnen, von der kein Ende abzusehen ist und aus welcher er nach 
meiner Überzeugung nicht als Sieger hervorgehen würde. Natürlich steht es jetzt bei Ihnen und 
bei ihm, ob die jüngst von Thomé eingesandte Notiz so, wie sie ist, oder wesentlich umge- 
staltet im Journal abgedruckt werden soll; als Mitherausgeber könnte ich meine Zustimmung zur 
Aufnahme des Artikels in seiner jetzigen Gestalt nicht geben.“ 

Es handelt sich dabei jedenfalls um eine ursprüngliche Form des im 103. Bande des Crelle- 
schen Journals, S. 346—347 abgedruckten Aufsatzes von L. W. Thomé: ,Bemerkung zur Theorie 
der linearen Differentialgleichungen.* 


WEIERSTRASS AN THOMÉ. 


Poincaré hat den Anstoß zu seinen Untersuchungen über lineare Differential- 
gleichungen ohne Zweifel durch Hermites Integration der Laméschen Differential- 
gleichung erhalten. Hermite substituiert für die unabhüngige Variable eine be- 
stimmte elliptische Funktion, deren Argument « die unabhängige Veränderliche 
in der transformierten Differentialgleichung wird, und zeigt dann, daß das all- 
gemeine Integral der letzteren eine eindeutige Funktion von w ist, welche sich 
durch eine Jacobische Funktion H(w) ausdrücken läßt. Bekanntlich hat man 
bald nachher gefunden, daß es eine wohlumgrenzte Klasse auf ähnliche Weise 
durch elliptische Transzendenten integrierbarer linearer Differentialgleichungen 





en; sah tr See 


M CK 
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gibt. In den von ihm als „fonetions fuchsiennes“ bezeichneten neuen Transzen- 
denten hat sodann Poincaré diejenigen Funktionen erkannt, welche für eine be- 
liebige lineare Differentialgleichung mit rationalen (oder auch algebraischen) 
Koeftizienten dasselbe leisten, wie die elliptischen Funktionen für eine besondere 
Klasse solcher Differentialgleichungen. 

Ist nämlich irgend eine lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung gegeben, 
deren Koeffizienten algebraische Funktionen einer unabhängigen Variablen x sind, 
wo sich dann sämtliche Koeffizienten rational durch z und eine algebraische 
Funktion y dieser Größe ausdrücken lassen, so existieren, wie Poincaré gezeigt 
hat, stets zwei bestimmte „fonetions fuchsiennes“ einer unabhängigen Variablen 
u, welche durch dieselbe Gleichung wie z und y mit einander verbunden sind 
und, für z, y in die Differentialgleichung eingeführt, bewirken, daß das allge- 
meine Integral der so transformierten Differentialgleichung eine eindeutige Funk- 
tion von » wird. Die für x, substituierten Funktionen g(u), v(w) sind Trans- 
zendenten, welche die charakteristische Eigentümlichkeit besitzen, daß sie sich 
nicht ändern, wenn für « bestimmte lineare Funktionen dieser Größe gesetzt 
werden, und dafi umgekehrt jeder Wert von w', der für einen beliebigen Wert 
u die beiden Gleichungen 


(1) plu) = g(u), vw’) = v(w) 
befriedigt, eine lineare Funktion von u ist. Sucht man diejenigen Werte von 
w, welche der Gleichung q(w' = q(w) genügen, so sind auch sie alle lineare 


Funktionen von w; setzt man dieselben in v(»w') ein, so erhält man alle Werte, 
welche #(u) als Funktion von g(») betrachtet annehmen kann. Poincaré hat 
aber die Funktionen p(w), v(w) nicht bloß definiert, sondern sie auch explizit 
in einer Form, welche die genannte charakteristische Eigenschaft derselben zu 
erkennen gibt, wirklich dargestellt. 

Ist nun f(w) das allgemeine Integral der transformierten Differentialglei- 
chung, so hat dasselbe die Form 


fü = CfiQ)- :-- 4 Cf, (u), 


wo f(u),...,f,(u) sämtlich eindeutige Funktionen von w sind und die folgende 
charakteristische Eigenschaft besitzen: 
Substituiert man für w irgend eine der genannten linearen Funktionen w, 
so ist: 
n 


tu) = > fu) (A 1.2, xlii 


u = 


und somit 
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fw) = X, 0 


wo C},..., C, bestimmte homogene lineare Funktionen der Größen C,,..., C, 
sind. (Um alle diese Funktionensysteme C;,..., C; zu erhalten, braucht man 
übrigens nur eine bestimmte Anzahl derselben zu kennen; die übrigen gehen 
dann aus diesen durch Zusammensetzung hervor.) 

In jedem Falle nun, wo sich die Funktionen f,(w) wirklich darstellen lassen, 
— was mittels konvergenter Potenzreihen stets möglich ist —, können auch die 
zu jeder Substitution (w' für w) gehörigen Konstanten c;, ohne Schwierigkeit be- 
stimmt werden, und es ist dann die zu der ursprünglich gegebenen Differential- 
gleichung gehörige Gruppe hergestellt. Poincaré glaubt aber — mit Recht —, 
daß man sich nicht mit der Darstellung der Funktionen /,(w) durch Potenzreihen 
begnügen dürfe, sondern sich bemühen müsse, sie in einer Form darzustellen, 
welche ihre charakteristische Eigenschaft in Evidenz setzt. Mit anderen Worten, 
Poincaré möchte, nach Herstellung einer vollständigen Gruppe von Substitutionen 


(v RER kB für «). die zur Bildung einer Funktion g(w) oder eines Funk- 


yu-4- à 
tionenpaars p(u), v(») gebraucht wird, — eine Aufgabe, die er allgemein gelöst 
hat —, auf die allgemeinste Weise (unabhüngig von der Theorie der linearen Dif- 


ferentialgleichungen) ein System von eindeutigen Funktionen /,() definieren und 
analytisch darstellen, dem die in den Gleichungen 


n 
hw) = 3 auf. (eS Ge ee oe) 
u=1 
enthaltenen Eigenschaften zukommen, und zwar so, daf diese sich in dem Aus- 
drucke der Funktion zu erkennen geben. Hat man ein solches Funktionensystem 
und setzt 


so besteht zwischen x und = stets eine Differentialgleichung von der Form 


N P d'z 0 
2, VE 
in der P,, P,,...., P, algebraische Funktionen von x sind. 
Bis jetzt hat aber Poincaré sein Ziel noch nieht vollständig erreicht, son- 
dern nur für den Fall, daß dem Fundamentalsystem /,(x) eine Differentialglei- 
chung mit lauter regulären Integralen entspricht. Es steht indes zu erwarten, 
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daß die Schwierigkeiten, welche die Poincarésche Theorie bis jetzt noch dar- 
bietet, sich künftig werden beseitigen lassen. 

Ich muß aber zur Vermeidung von Mißverständnissen bemerken, daß ich 
nicht im entferntesten der Meinung bin, es werde jemals der in der "Theorie der 
linearen Differentialgleichungen bisher eingeschlagene Weg ganz verlassen werden: 
ich bin vielmehr überzeugt, daß die auf diesem Wege erhaltenen Resultate stets 
ihren vollen Wert bewabren und für viele Untersuchungen als unentbehrlich 
sich erweisen werden. Wenn z. B. die in einer Differentialgleichung vorkom- 
menden Konstanten numerisch gegebene Größen sind, so würde die Bestimmung 
der in den Poincaréschen Funktionen vorkommenden Konstanten in den meisten 
Fällen praktisch so gut wie unmöglich. Aber es gibt auch interessante und 
wichtige Untersuchungen, für welche die Poincarésche Integrationsmethode als 
außerordentlich vorteilhaft sich erweist, indem es nämlich in vielen Fällen nur 
darauf ankommt, zu wissen, daß sich eine gegebene Differentialgleichung in der 
angegebenen Weise durch eine bestimmte Gattung Poincaréscher Funktionen in- 
tegrieren lasse, ohne daß es wirklich nötig wäre, die darin vorkommenden Kon- 
stanten durch die Konstanten der Difterentialgleichung auszudrücken. Es würde 
mich aber zu weit führen, darauf näher einzugehen. Ich möchte aber noch fol- 
gendes bemerken, wobei ich aber nur eine Differentialgleichung, deren Koefli- 
zienten rationale Funktionen von = sind, ins Auge fasse. 
eu B 


"WE d eine lineare Funktion von «, für welche 
yt 
4 


Es sei « = 


p(u') = p(w) 
ist. Man bilde, unter r eine reelle Veränderliche verstehend, eine Funktion w,, 
welche für r= 0 in u, für r — 1 in w übergeht und in der Strecke r — 0...1 
stetig ist. Setzt man dann 


x = plu); : — Ach), 
v 


so besteht zwischen : und x die obige Differentialgleichung. Es beschreibt nun, 
wenn t die Strecke 0...1 durchläuft, x eine von dem Punkte x ausgehende und 


in demselben Punkte endende Linie; + aber erhält im allgemeinen für r — 1 
nicht den Anfangswert > wieder, sondern verwandelt sich in 

> C,f,(u) 

v 


wo die C! lineare Funktionen von den C, sind. Wenn man sich nun vorstellt, 
daß die Poincarésche Theorie vollkommen ausgebildet ist, was sie gegenwärtig 
noch nicht ist, so wird man es auch nicht für unmöglich halten, eine geniigende 
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Anzahl von Funktionen »' so auszuwählen, daß man auf die angegebene Weise 
fortfahrend zu einem System geschlossener Linien gelangt, von denen jede einen 
singulären Punkt einmal umwindet. Bestimmt man dann für jede der in Rede 
stehenden Funktionen w' die zugehörigen Größen ¢,,, so kann man mittels der- 
selben auch die Gleichung bilden, deren Wurzeln die Exponenten sind, deren 
Ableitung aus den Poincaréschen Ausdrücken Sie für unmöglich zu halten scheinen. 
Ich bin weit entfernt davon zu glauben, daß der angedeutete Weg zur Ermitte- 
lung jener Exponenten der direkteste und einfachste sei, verkenne auch nicht, 
daß noch viel zu tun sein wird, bevor man überhaupt ihn betreten kann. Es 
kommt mir bloß darauf an, Sie zu überzeugen, daß Sie nicht wohl daran tun 
würden, wenn Sie den Wert der Poincaréschen Theorie leugnen oder herabsetzen 
wollten, weil nicht sofort ersichtlich ist, wie dieselbe, gehórig ausgebildet, für 
die Lósung einer Aufgabe sich eignen werde, deren Erledigung Sie für die Theorie 
der linearen Differentialgleichungen mit Recht als unumgünglich notwendig be- 
trachten. 


irl 


Vorbemerkung. Das folgende ist einem Aufsatz entnommen, von dem sich eine Ab- 
schrift in dem NachlaB von L. Fuchs vorfand. Dieser Aufsatz ist anscheinend ein Teil yon Weier- 
straß’ Gutachten über die Habilitationsschrift von L. Schlesinger, die im Bande 105 des Crelleschen 
Journals S. 181 abgedruckt ist. 


Herr Dr. Schlesinger, der sich als Privatdozent der Mathematik zu habili- 
tieren wünscht, hat... als Habilitationsschrift eine längere Abhandlung „Zur 
Theorie der Fuchsschen Funktionen“ eingereicht. Dieselbe bezieht sich auf eine 
Klasse eindeutiger analytischer Funktionen eines Arguments, welche erst im 
letzten Dezennium in die Analysis eingeführt worden sind und deren Eigen- 
tümlichkeit darin besteht, daß eine solche Funktion ungeändert bleibt, wenn 
anstelle ihres Arguments bestimmte lineare Funktionen desselben gesetzt werden. 
Man wußte seit längerer Zeit, daß der sogenannten Modulfunktion diese Eigen- 
schaft zukommt und charakteristisch für dieselbe ist. Sodann hat zuerst H. A. 
Schwarz an einem speziellen Beispiel und in allgemeinerer Weise L. Fuchs 
nachgewiesen, daß es lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit ra- 
tionalen Koeffizienten gibt, welche sich dadurch auszeichnen, daß der Quotient 
zweier linear unabhängiger Lösungen einer solchen Differentialgleichung durch 
Umkehrung zu einer nicht unter den Modulfunktionen begriffenen eindeutigen 
Funktion von der angegebenen Beschaffenheit führt. Darauf hat sich dann 
Poincaré die Aufgabe vorgelegt, auf die allgemeinste Weise ein System linearer 
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Funktionen einer Veründerlichen herzustellen, welche für irgend eine Funktion 
der in Rede stehenden Art das vollständige System der bei ihr möglichen 
Substitutionen bilden. Nach glücklicher Lósung dieses schwierigen Problems, 
zunächst unter der Einschränkung, daß die Koeffizienten der Substitutionen 
reelle Grófen sein sollen, ist Poincaré auch dazu gelangt, die zu den gefundenen 
Substitutionen gehórigen Funktionen wirklich darzustellen, und hat so die Ana- 
lysis mit einem weit ausgebreiteten Geschlecht neuer Transzendenten bereichert, 
welche er, um zu bezeugen, daß er durch die erwähnten Arbeiten von Fuchs zu 
seinen Untersuchungen angeregt worden sei, „fonetions fuchsiennes^ genannt hat, 
ein anerkennenswertes Beispiel von Gerechtigkeitssinn und Bescheidenheit, das 
merkwürdigerweise gerade in Deutschland Tadel gefunden hat. 
Berlin, 2. Márz 1889. 


WEIERSTRASS. 
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BRIEFE VON K. WEIERSTRASS AN L. FUCHS. 


Die hier folgenden vier Briefe von Weierstraß an Fuchs sind schon im Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1909 veróffentlicht worden’. Die Briefe sind in 
der Promotionsangelegenheit Sonja v. Kowalewskys geschrieben; da sie zugleich ein helles 
Licht auf deren wissenschaftliche Leistungen in ihrer Doktordissertation werfen, hat der 
Herausgeber es für angebracht gehalten, sie hier wieder abdrucken zu lassen. | 


Berlin, 27. Juni 1874. 


Verehrter Freund und Kollege! 

Zunächst habe ich Ihnen meinen verbindlichsten Dank für die Bereitwillig- 
keit auszusprechen, mit der Sie sich sofort nach Ihrer Ankunft in Góttingen der 
Mühe unterzogen haben, mir inbetreff der Promotionsangelegenheit meiner Schii- 
lerin, der Frau vos Kowarewsxy, die gewünschte Auskunft zu verschaffen. Was 
Sie in Ihrem Briefe vom 18. April d. J. mir mitteilen, ist mir unmittelbar 
darauf von Herrn Prof. Weber, den hier in Berlin einmal wieder sprechen zu 
können mir eine große Freude gewesen ist, vollständig bestätigt worden, wobei 
ich von demselben noch die interessante Notiz erhielt, daß Gauß, als es sich 
bei Gelegenheit der letzten Jubelfeier der Göttinger Universität um die zu voll- 
ziehenden Ehrenpromotionen handelte, nichts mehr bedauert habe, als daß Sophie 
Germain nicht mehr am Leben sei, welche der Welt bewiesen habe, daß auch 
eine Frau in der strengsten und abstraktesten der Wissenschaften etwas Tüch- 


* Dem ersten dieser Briefe ging damals folgende Bemerkung voraus: 

Im Nachlaß H. Lorzes fand sich der hier (in der‘ Orthographie des Originals und mit 
Verbesserung einiger Schreibfehler) zum Abdruck gelangende Brief von WEIERSTRASS an einen 
Göttinger Spezialkollegen (offenbar L. Fucus. Bemerkung von A. GUTZMER) vor, den dieser an 
LoTZE als derzeitigen Dekan der philosophischen Fakultüt weitergegeben hat. Die darin enthal- 
tenen Angaben über die wissenschaftlichen Leistungen SONJA v. KowaLEwskys dürften angesichts 
der neuerdings üblich gewordenen Herabsetzung der Verdienste dieser genialen Weierstraßschen 
Schülerin von besonderem Interesse sein. Durch das äußerst dankenswerte bereitwillige Entgegen- 
kommen der gegenwärtigen Eigentümerin des Lotzeschen Nachlasses, Frau Amtsgerichtsdirektor 
Dr. Lotze, bin ich in die Lage versetzt, diesen Brief zur Veröffentlichung zu bringen. 

M. WENTSCHER, Bonn (Januar 1909). 
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tiges zu leisten imstande sei und darum ein Ehrendiplom wohl verdient haben 
würde. 

Hiernach habe ich kein Bedenken getragen, Frau von Kowalewsky zu er- 
mutigen, sich bei Ihrer Fakultät um die Promotion in absentia zu bewerben und zu 
dem Zweck einige Arbeiten, mit denen sie sich im letzten Jahre teils aus eigenem 
Antrieb, teils auf meine Veranlassung beschiiftigt hat, fertig zu machen. Aut 
meinen Rat wird sie der Fakultüt drei Abhandlungen vorlegen, um den Beweis 
zu liefern, daB sie auf verschiedenen Gebieten der Mathematik heimisch genug 
geworden ist, um im Anschluß an Vorhandenes selbstiindige und für die 
Wissenschaft ersprießliche Untersuchungen anzustellen. Eine dieser Abhand- 
lungen beschäftigt sich mit der Frage, ob und wie weit sich die Sätze über die 
Integration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen durch Potenz- 
reihen, welche ich zuerst in meiner Abhandlung über die analytischen Fakul- 
täten (Crelles Journal 51, S. 43,44) aufgestellt habe und die bald darauf von 
den Herren Briot und Bouquet bewiesen worden sind, auf den Fall ausdehnen 
lassen, wo zur Bestimmung von Funktionen mehrerer Veränderlichen die erfor- 
derliche Anzahl von partiellen Differentialgleichungen gegeben ist. Die Frage 
mußte unbedingt einmal gründlich erörtert werden; ich selbst habe, offen ge- 
standen, Scheu gehabt, mich darauf einzulassen, und es freut mich umso mehr, 
daß sie in der in Rede stehenden Arbeit, die in ihrer letzten Redaktion nur von 
mäßigem Umfange ist, auf die gründlichste Weise erledigt worden ist. Schwierig- 
keiten, die sich zunächst darboten, z. B. die unerwartete und Bedenken erregende 
Bemerkung, daß schon eine so einfache Differentialgleichung, wie die so oft be- 
handelte 


dp P d°p 
OF gp"! 
wenn man festsetzt, daß q(z,/) für ¢ — 0 in eine gegebene, durch eine kon- 


vergierende Potenzreihe von = darstellbare Funktion g,(z) übergehen soll, im 
allgemeinen, d. h. wenn g,(z) nicht ganz besondere Bedingungen erfüllt, zu einer 
stets divergierenden Entwickelung von g(z,/) nach Potenzen von ¢ führt. 
sind durch den Scharísinn der Verfasserin auf die einfachste und befriedigendste 
Weise beseitigt worden. Ich bin überzeugt, diese Arbeit wird auch Ihr In- 
teresse erregen. 

In der zweiten Abhandlung sind die Lariaceschen Untersuchungen über die 
Gestalt der Saturnsringe wieder aufgenommen und weitergeführt worden. Die 
Resultate von Laplace sind nur als erste Annüherung betrachtet gültig; ein Ring, 
der den Bedingungen des Problems, wie es von Laplace gestellt ist, genügen soll, 
kann nieht durch Umdrehung einer Ellipse um eine ihrer kleinen Axe parallele 
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Gerade entstanden sein; an die Stelle der Ellipse muf vielmehr eine Figur treten, 
welche an ihren beiden Scheiteln verschieden gekriimmt ist und sich auch unter 
der von Laplace gemachten Annahme, wenn man von der Komplikation der Rech- 
nung absieht, bis zu jedem Grade der Annäherung bestimmen läßt. Für die 
zweite Annäherung ist die Rechnung vollständig ausgeführt. 

In einer dritten Abhandlung hat meine Schülerin eine ihr von mir gestellte 
Aufgabe behandelt. Wie Sie, verehrter Kollege, wissen, habe ich vor Jahren 
Herrn Koenigsberger brieflich eine Mitteilung gemacht über die Bedingungen, die 
eine algebraische Funktion g(z) erfüllen muß, wenn unter den Integralen 


fF p(z)) dx, 
wo /' eine rationale Funktion von z und g(x) bedeutet, solche sich finden 
sollen, die sich in elliptische Integrale transformieren lassen. (Koenigsberger er- 
wühnt diese Mitteilung in einer seiner Arbeiten über die Transformation der Abel- 
schen Funktionen). Vollständiger ausgesprochen lautet der betreffende Satz fol- 
gendermaßen. 


Es sei 
V, (a) ..., v, (a) 
ein vollständiges System von Abelschen Integralen erster Gattung, deren Ab- 
leitungen sich rational durch + und g(x) ausdrücken lassen. Dann gibt es be- 
kanntlich unendlich viele primitive Perioden-Systeme dieser Integrale 


L 
10 


à D € © ! 1 
20,, 2095; ..., 20,,, 20, 201, ..., 20 
D ! D ! ! 
20, 265,,..., 20, 205, 905, ..., 205, 
20,, 205; ..., 26, 205,205, +++) 200 
für welche die Gleichungen 
S ! Uu 
> (ou Q5, — O5, |.) Xu 0 
y=1 
bestehen. 
Wenn (o — 1 vorausgesetzt) unter den Integralen f F(x,g(x))dæ es über- 
haupt eins geben soll, welches in ein elliptisches transformierbar ist, so gibt es 
auch eins von der Form 


€, V, (x) + CVs (2) "LEES Co Ve (2), 


und damit dieses existiere, ist notwendig und hinreichend, daß unter jenen Pe- 
riodensystemen sich eines finde, für welches von den daraus abgeleiteten, von 
mir mit r,, bezeichneten Größen 





on 
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u 
T, = ,E ee al 
12 ET. 0 


sind, wo u, v ganze positive Zahlen (ohne gemeinsamen Teiler) bedeuten. 
Bildet man mit diesen r,, die Funktion 


DU, ..., t, 7,5); 


so sieht man sofort, daß unter den daraus durch eine Transformation vten Grades 
sich ergebenden #-Funktionen eine die Eigenschaft hat, in ein Produkt einer 
#-Funktion von (o — 1) Argumenten und einer elliptischen zu zerfallen. Dadurch 
wird man in den Stand gesetzt, die algebraischen Relationen, die unter den 
Konstanten der Funktion von g(x) stattfinden, zu ermitteln. 

Koenigsberger hat a. a.O. den Fall, wo 9 = 2 und v = 2 ist, vollständig 
behandelt. Ich wiinschte dasselbe auch für 9 — 3, v = 2 ausgeführt zu sehen, 
und meine Schülerin hat diese Arbeit zu meiner vollen Zufriedenheit fertig ge- 
bracht. Es gehörte dazu allerdings weniger Erfindungsgabe; aber, wie Sie zu- 
geben werden, eine gründliche Kenntnis der Theorie der Abelschen Funktionen, 
mit denen sich Frau von Kowalewsky allerdings vollkommen vertraut gemacht hat. 

Hiernach, glaube ieh, werden Sie sich ein Urteil zu bilden imstande sein, 
ob Sie das Gesuch meiner Schülerin bei Ihrer Fakultät zu befürworten mit den 
Anforderungen, welche dieselbe an einen in absentia zu Promovierenden zu 
stellen pflegt, für vereinbar halten. Ich meinerseits würde kein Bedenken tragen, 
jede der genannten Arbeiten als Doktordissertation zuzulassen. Da es aber 
das erste Mal ist, daß eine Frau auf Grund mathematischer Arbeiten promoviert 
zu werden wünscht, so hat nicht nur die Fakultät alle Veranlassung, strenge 
Forderungen zu stellen, sondern es liegt dies auch im Interesse der Aspirantin 
sowohl als in meinem. Ich bitte daher ausdrücklich, bei der Entscheidung über 
die Angelegenheit darauf, daß ich beteiligt bin, keinerlei Gewicht zu legen. 

Was den Stand der mathematischen Bildung der Frau von Kowalewsky über- 
haupt angeht, so kann ich versichern, daß ich nur sehr wenige Schüler gehabt 
habe, die sich, was Auffassungsgabe, Urteil, Eifer und Begeisterung für die 
Wissenschaft angeht, mit ihr vergleichen ließen. 

Jede sonstige Bürgschaft, die etwa inbetreff ihrer verlangt werden möchte, 
bin ich bereit zu übernehmen. Ausdrücklich hervorheben möchte ich aber, daß 
sie niemals mit den russischen Studentinnen, die in den letzten Jahren in Zürich 
und anderswo nicht sehr Erbauliches getrieben haben, in irgend einer Verbindung 
gestanden hat. 

Außer ihr wird sich auch noch eine Chemikerin, Fräulein v. Lerwoxtorr, die 
stets mit ihr zusammen gewesen ist, zur Promotion melden. Dieselbe hat nach 
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Horwaxss Mitteilung (der ihretwegen an Wörter schreiben wird) eine ganz vor- 
zügliche chemische Arbeit geliefert. 

Schließlich bitte ich Sie nun, lieber Herr Kollege, mich möglichst bald da- 
von in Kenntnis setzen zu wollen, wann der letzte Termin ist, bis zu welchem 
die Arbeiten eingeliefert werden müssen, nachdem Sie sich versichert haben, daB 
dieselben nicht überhaupt zurückgewiesen werden. Sie sind im wesentlichen 
fertig, bedürfen aber, da die deutsche Sprache der Verfasserin doch sehr große 
Schwierigkeiten macht, noch der letzten Feile. Bis zum 15. Juli, glaube ich 
aber, können sie ablieferbar sein. 

Auch den Betrag der Promotionsgebühren wollen Sie mir gefälligst an- 
geben, sowie, was sonst zu tun ist, z. B. ob es zweckmäßig sein würde, wenn 
ich auch dem Dekan der Fakultät schriebe, dem Sie übrigens auch zu seiner vor- 
läufigen Orientierung dieses mein Schreiben vorlegen können. 

Was ich Ihnen sonst noch mitzuteilen hätte, verspare ich mir auf meinen 
nächsten Brief und schließe diesen über das Maß gewachsenen mit dem aufrich- 
tigen Wunsche, daß Ihnen Göttingen recht bald eine liebe Heimat werde und 
Ihre Wirksamkeit an einer Universität, mit der sich, was altbegründeten mathe- 
matischen Ruhm betrifft, keine andere messen kann, sich zu einer in jeder Be- 
ziehung Sie befriedigenden gestalten möge. 


Mit freundlichstem Gruß 
der Ihrige 
W EIERSTRASS. 


Die folgenden drei Briefe wurden im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Ver- 
einigung 1909 mit nachstehenden Worten von L. Schlesinger eingeleitet: 


In der Promotionsangelegenheit der Frau von Kowalewsky hat Weierstraß außer 
dem von Herm Wentscher im Lotzeschen Nachlasse aufgefundenen Briefe noch weitere 
fünf Briefe an Fuchs (der zu Ostern 1874 als Nachfolger Clebschs nach Göttingen über- 
gesiedelt war) gerichtet, die bezw. vom 3. Juli, 19. Juli, 21. Juli, 18. August, 24. Sep- 
tember 1374 datiert sind und sich in dem umfangreichen Briefportefeuille von L. Fuchs 
befinden, das mir Frau Geheimrätin Fuchs anvertraut hat. Die Antwortschreiben von 
Fuchs sind nicht in meinen Händen, auch Konzepte davon habe ich bis jetzt nicht vor- 
gefunden. Da der erste jener Weierstraßschen Briefe im vorstehenden an die Öffentlich- 
keit gelangt, möchte ich auch die drei folgenden Briefe hier zum Abdruck bringen, zumal 
auch sie manches wissenschaftlich und persönlich Interessante enthalten. Dagegen bietet 
der Inhalt der beiden letzten Briefe (vom 18. August und 24. September) nichts, was ihre 
Publikation in extenso rechtfertigen würde. 
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Berlin, 3. Juli 1874. 
Verehrter Freund! 

Empfangen Sie zunüchst meinen ergebensten Dank für die Bereitwilligkeit, 
mit der Sie die Bitte, die ich in meinem Briefe vom 27. y. M. an Sie zu richten 
mir erlaubte, erfiillt haben. 

Was Sie in Ihrem Schreiben vom 30. mir mitgeteilt haben, hat mich inso- 
fern einigermaßen überrascht, als ich erwartet hatte, daß vielleicht das Geschlecht 
meiner Schülerin, nicht aber der Umstand, daß sie kein Amt bekleidet, — auf 
ein solches auch, etwa an einer in Petersburg zu errichtenden Akademie für 
jange Damen, nicht lossteuert —, ihrer Zulassung zur Promotion in absentia 
entgegenstehen würde. Ich glaube doch zu wissen, daß noch vor nicht langer 
Zeit Ausländer in Göttingen in absentia promoviert worden sind, ohne daß sie 
beamtet gewesen wären; auch hat mir Kollege W. Weber, mit dem ich ausführlich 
über die Sache sprach, nichts von der fraglichen Bedingung gesagt. Indes ist 
das eine Frage, über welche der Fakultätsausschuß ja entscheiden wird. 

Einer mündlichen Prüfung in Göttingen sich zu unterziehen würde ich der 
Frau von Kowalewsky widerraten, nicht etwa weil ich ihr nicht die erforderlichen 
Kenntnisse zutraue, — sie ist, wie ich wiederhole, im Gegenteil in der Mathematik 
und auch in verschiedenen Teilen der Physik so gut bewandert wie selten ein 
Kandidat —, sondern aus einem anderen Grunde. Dieselbe hat bisher ein durch- 
aus zurückgezogenes, ausschließlich ihren Studien gewidmetes Leben geführt. 
Hier in Berlin hat sie einzig und allein mit mir verkehrt (während ihre mit ihr 
zusammenwohnende Freundin Fräulein Lermontoff im Hofmannschen Privatlabora- 
torium gearbeitet hat und so etwas mehr mit Menschen in Berührung gekommen 
ist). Als eine Folge davon hat sich bei ihr eine Scheu, mit fremden Personen 
unbefangen zu sprechen, ausgebildet, wozu noch kommt, daß ihr bei ihrer unge- 
wöhnlichen geistigen Beweglichkeit die Gedanken viel rascher zuströmen als sie 
dieselben in der ihr fremden deutschen Sprache, — in welcher sie sich schriftlich 
ganz gut auszudrücken versteht —, in Worte zu kleiden imstande ist. Nun 
brauche ich Ihnen nicht zu sagen, daß ein Kandidat sehr gut vorbereitet sein 
kann und doch auf manche, Einzelheiten betreffende Frage die Antwort schuldig 
bleiben muß. Ein junger Mann, der in der Regel schon mehrere Prüfungen be- 
standen hat, kommt darüber gewöhnlich weg, — obwohl auch Beispiele vom Gegen- 
teil nicht selten sind —, meine Schülerin dagegen würde, wenn der Fall vor- 
käme, daß sie gleich im Anfang irgend eine Frage nicht beantworten künnte, 
was doch bei Examinatoren, die den Gang ihrer Studien nicht kennen, leicht 
möglich wäre, schon durch die ganze ihr ungewohnte Situation aufgeregt, so 
konsterniert werden, daß der Ausfall der Prüfung schwerlich im Einklang stehen 
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würde mit dem, was sie wirklich weiß. Dieser Gefahr möchte ich sie aber nicht 
ausgesetzt sehen, zumal da bei ihr keine äußere Nötigung vorliegt, daß sie pro- 
moviere. Doch habe ich den dringenden Wunsch, daß ihr dies ermöglicht werde. 
Der bei einer jungen, in glänzenden Verhältnissen lebenden Dame so ungewöhn- 
liche Entschluß, Mathematik zu studieren — und zwar mit dem vollen Bewußt- 
sein dessen, was dieser Entschluf ihr kosten werde — hat natürlich anfangs bei 
ihren Angehürigen viel Widerstand gefunden, — ich bemerke bei dieser Ge- 
legenheit, ihr Vater ist der russische Generallieutenant und Gutsbesitzer v. Corvin- 
Kurgorsky, ihr Urgroßvater mütterlicher Seite war der bekannte Petersburger 
Astronom und Mathematiker Scaugerr, ihr Großvater der General und Geodät 
gleichen Namens (das mathematische Talent ist in der Familie erblich). Es muß 
ihr daher daran liegen, jetzt, wo sie im Begriff steht, nach einem fünfjáhrigen 
Studenten- oder Zigeunerleben, wie sie es selbst nennt, wenn ihr der Mangel des 
gewohnten häuslichen Komforts doch einmal zu fühlbar wird, in ihr Vaterland 
und das Familienleben zurückzukehren, nun auch in einer jedermann fafbaren 
Weise zu dokumentieren, daß es nicht irgend eine Grille, sondern ein wirklicher 
wissenschaftlicher Drang gewesen ist, von dem getrieben sie unter Verzicht- 
leistung auf alles, was sonst für ein junges weibliches Wesen (sie ist jetzt 23 
Jahre alt) Reiz hat, mit einer Energie des Willens, die in einem kaum erklür- 
baren Gegensatz zu ihrer sonst durchaus weiblichen Natur steht, ihren Entschluf 
durchgeführt hat. Ich habe geglaubt, Ihnen dies mitteilen zu müssen, obwohl 
Sie schon durch Freund Koenigsberger manches wissen werden, um hervorzuheben, 
daß es sich im vorliegenden Falle um eine Persönlichkeit handelt, von der ich 
überzeugt bin, daf sie eine Zukunft habe und welche promoviert zu haben der 
Göttinger Universität niemals zur Unehre gereichen würde. Sie wissen von mir, 
daß ich ein Gegner der Zulassung von Frauen zu den Universitätsstudien (oder 
vielmehr zum Studieren auf unseren Universitäten) bin, ebenso nicht in dem 
Rufe stehe, bei Prüfungen den Examinanden es leicht zu machen; Sie künnen 
also überzeugt sein, daß es in diesem Falle gewichtige Gründe sein müssen, die 
mich bestimmen, für die Promotion in absentia einer Frau mich interessieren. 
Sollte aber wirklich eine solche nach Ihren Statuten nicht zulässig sein, so 
würde Frau von Kowalewsky schwerlich bei einer anderen Universität den Versuch 
wiederholen, — sie hat mir mit Bestimmtheit erklärt, daß sie den Doktortitel sich 
nur von einer Universität wünsche, welche als eine in rebus mathematieis durchaus 
kompetente anerkannt sei. Ich würde ihr dann raten, noch eine oder die andere 
Arbeit, mit deren Plan sie sich herumträgt, zu vollenden, die jetzt fertigen aber 
in unser Journal aufnehmen; ich glaube, dann nicht lange um eine Universität 
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verlegen sein zu brauchen, die Frau von Kowalewsky honoris causa promovieren 
würde, eine Auszeichnung, welche die Ihrer Fakultät vorzulegenden Arbeiten, 
wie ich unter Beziehung auf eine Stelle Ihres Briefes ausdrücklich bemerke, 
allerdings noch nicht verdienen würden. 

Schließlich bemerke ich, daß Frau von Kowalewsky die beiden ersten Ar- 
beiten, die ich Ihnen bezeichnet habe, schon bis zum 15. d. M. würde einsenden 
kónnen, die dritte einige Tage spüter. 

Sollte die Entscheidung des Fakultätsausschusses günstig lauten, so werden 
Sie wohl die Güte haben, mir mitzuteilen, in welcher Form die Meldung er- 
folgen muß. 

Mit freundlichstem Gruß 
Ihr ganz ergebener 
W EIERSTRaSS. 


Berlin, 19. Juli 1574. 
Verehrter Freund! 

Gleichzeitig mit diesem Briefe erhalten Sie ein an W. Weser adressiertes 
Paket, welches zwei Abhandlungen der Frau von Kowalewsky nebst curriculum 
vitae, einem lateinischen Anschreiben an die Fakultät und einer deutsche Eingabe 
an den Dekan enthält. Ich war nicht sicher, daß W. Weser noch in Göttingen 
sei; ist dies, wie ich sehr wünsche, der Fall, so bitte ich, ihm das Paket sofort 
zustellen zu wollen — ein Brief der Frau von Kowalewsky an ihn ist direkt 
an ihn abgeschickt —; ist er aber schon abgereist, so wollen Sie gefälligst das 
Paket aufmachen und mit der Adresse des Dekans versehen, dem Sie ja dann 
mündlich das Erforderliche sagen können. 

Sie sehen, wir haben uns ganz nach dem gerichtet, was Sie in Ihren beiden 
letzten Briefen vorzuschlagen die Güte hatten. Von Lorze habe ich, ohne mich 
an ihn gewandt zu haben, ein sehr entgegenkommendes Schreiben erhalten, dessen 
Inhalt vollkommen mit dem Ihrigen in Einklang steht. Selbstverständlich habe 
ich ihm sofort geantwortet und für seine Freundlichkeit aufrichtig gedankt. 

Ihr letzter Brief hat die Absendung der Abhandlungen insofern einiger- 
maßen verzögert, als es nach demselben geraten schien, gleichzeitig mit der Ab- 
handlung „Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen* die auf die Ge- 
stalt der Saturnsringe sich beziehende abgehen zu lassen. Diese ist mit Weg- 
lassung der weitläufigen Rechnungen, deren ausführliche Mitteilung für den be- 
absichtigten Zweck überflüssig und die Beurteilung erschwerend erschien, so ge- 
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faßt, dab Weber sehr wohl darüber ein Urteil wird abgeben können, was der 
Sache nur fórderlich sein kann. 

Die andere Abhandlung wird wohl zunächst Ihnen vorgelegt werden!. Da 
Sie besser als mancher andere wissen, von welcher Bedeutung schon für die 
Behandlung der durch eine gewöhnliche Differentialgleichung definierten Funktionen 
einer Veränderlichen der Satz ist, daß eine der Differentialgleichung formell 
genügende gewöhnliche Potenzreihe auch stets innerhalb eines gewissen Bezirks 
konvergiert, so bin ich sicher, daß Sie es als eine anerkennenswerte Leistung 
betrachten werden, wenn in der in Rede stehenden Abhandlung nunmehr festgestellt 
worden ist, inwieweit dieser Satz auch für partielle Differentialgleichungen gilt. Ich 
erlaube mir Sie ganz besonders auf den Umstand aufmerksam zu machen, daß 
die Gültigkeit dieses Satzes, was mich sehr überrascht hat, von einer bestimmten 
normalen Form der Differentialgleichung — oder, wenn mehrere Funktionen 
zu bestimmen sind, des Systems von Differentialgleichungen — abhängt, einer 
Form übrigens, die stets durch eine einfache (lineare) Transformation der unab- 
hängigen Veränderlichen erreicht werden kann. Dadurch werden zugleich einige 
Paradoxa, welche die Theorie der partiellen Differentialgleichungen in Beziehung 
auf die Zahl der in ihrem allgemeinen Integrale vorkommenden willkürlichen 
Funktionen darbietet, befriedigend aufgeklärt. 

Frau v. Kowalewsky hat mich beauftragt, Ihnen für die Freundlichkeit, mit 
der Sie sich ihrer Angelegenheit angenommen haben, ihren aufrichtigsten Dank 
auszusprechen. Noch ein Wort über das curiculum vitae. Frau von Kowalewsky 
sowohl als Frl. Lermontoff hat Latein gelernt, sodaß die lateinische mathema- 
tische Literatur ihr zugänglich ist. Im Schreiben hat sie aber keine Übung und 
hat sich daher bei Abfassung ihres Elaborates von einem Philologen helfen lassen. 
Das können Sie nötigenfalls bei Gelegenheit bemerken. Ich bin unschuldig daran. 


Freundlichst grüßend 
W EIERSTRASS. 


Berlin, 21. Juli 1874. 
Verehrter Kollege! 
Ich bin ein rechter Plagegeist für Sie geworden, aber was soll ich machen ? 
Soeben kommt meine Schülerin in großer Aufregung zu mir, sich anklagend, 





! Das scheint nicht geschehen zu sein. In dem vom 18. August datierten Briefe schreibt 
WeierstraB an Fuchs: „Ganz besonders bin ich Ihnen verpflichtet, daß Sie mich in Ihrem letzten 
Briefe davon benachrichtigt haben, es werde SCHERING allein die wesentlich in Betracht kom- 
menden Abhandlungen der Frau yon Kowalewsky beurteilen.“ (Schlesinger). 
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daß sie einen Bogen ihrer Arbeit über den Ring, — mit dem sie in der, Tat hat 
sehr ringen müssen —, nicht mit eingepackt habe, und nicht wissend, was zu 
tun sei. Da muf nun Freund Fuchs schon den Vermittler machen und den be- 
treffenden Bogen zu den übrigen besorgen. 

Da ich Sie nun doch noch einmal mit einem Briefe behelligen mub, so er- 
laube ich mir noch zwei Punkte zu berühren. Sollte die Promotionskommission 
dem Gesuche der Frau von Kowalewsky, so, wie es gestellt ist, nicht willfahren 
zu können glauben, so würde es ihr lieb sein, wenn sie nicht etwa ihres Geschlechtes 
wegen einfach abgewiesen, sondern ihr das Bestehen einer mündlichen Prüfung zur 
Bedingung gemacht würde. Vielleicht überwünde sie doch noch — namentlich, 
nachdem die Arbeiten angenommen waren — ihre Scheu und würde zu Anfang 
des nüchsten Semesters sich zur Prüfung stellen. Ich habe an Lotze dasselbe 
schon früher geschrieben, müchte aber allerdings dringend wünschen, daß die 
Sache sich in der beantragten Weise abmachen ließe. Ich fürchte nämlich auch, 
daB die junge, sehr zart gebaute Frau, die begreiflicherweise durch ein Examen 
weit mehr aufgeregt wird wie ein schon durch verschiedene Prüfungen abge- 
hürteter Student und der man jetzt schon die Anstrengung der letzten Monate 
ansieht, zu sehr würde angegriffen werden, wenn sie noch mehrere Monate in 
beständiger Spannung leben müßte. Wird das examen rigorosum erlassen, so 
haben Sie wohl die Güte, sich bei dem Dekan nach dem Betrag der Gebühren 
und dem Einsendungstermin zu erkundigen. 

Die Arbeit „Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen“ betreffend 
möchte ich noch bemerken, daß ursprünglich die Absicht war, noch eine Beilage 
„Anwendungen und Folgerungen“ hinzuzufügen. Aber die Ausarbeitung macht 
große Mühe, und so ist dieser Abschnitt vorläufig zurückgestellt. Er enthält aber 
manches Interessante. Z. B.: Wenn ein homogener Kérper von einer regulüren 
(analytischen) Flüche 5 begrenzt ist und man konstruiert zwei Parallelflächen S,, 5, 
derselben, die erstere innerhalb, die andere außerhalb des Körpers, doch so, dab 
in dem Raum zwischen S, und S, kein Krümmungsmittelpunkt von S liegt, so 
läßt sich das äußere Potential des Körpers stets bis zur Fläche S,, das innere 
bis zur Fläche S, fortsetzen (als eindeutige analytische Funktion der Koordinaten). 
Daraus folgt u.a.: Wenn die Fläche S von einer Kugelfläche wenig abweicht 
— in einem noch genauer zu bestimmenden Sinne —, so gilt die Reihe, in welche 
sich das innere Potential unter der Voraussetzung, daß der angezogene Punkt 
nahe beim Schwerpunkt des Körpers liegt, entwickeln läßt, auch noch über 5 
hinaus, ebenso die Entwicklung des äußeren Potentials, die unter der Voraus- 
setzung erhalten wird, daß der angezogene Punkt vom Schwerpunkt weit ent- 
fernt liegt, auch noch für Punkte auf der Innenseite von 5. Damit läßt sich 
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dann der beriihmte Legendresche Satz iiber die Gestalt einer rotierenden homo- 
genen Flüssigkeit, wenn dieselbe von der Kugelgestalt wenig abweicht — nämlich 
daß die Oberfläche dann notwendig ein Rotationsellipsoid sei — strenge be- 
weisen, was von Legendre keineswegs geschehen ist, wenigstens nicht unseren 
heutigen Anforderungen entsprechend. — Sie werden zugeben, daß ein Student, 
der sich mit derartigen Untersuchungen ganz selbständig beschäftigt, nicht 
eine gewöhnliche Erscheinung ist. 
WEIERSTRASS. 





UU — 


EINE AUSSERUNG VON WEIERSTRASS AN MITTAG-LEFFLER 
ÜBER DAS DREIKORPERPROBLEM. 


Setzt man 


1 1 1 1 
Ep mde atem NN ence Bere — 
ot um Von Ya-ı,n 
wobei 
Cm = Crm 


sein müge, so ist s, Wurzel einer algebraischen Gleichung 
Tn Vo, Yos Zoy LE Las Ynys Zn: LoT E VIE Geta) = 0, 


in der die z, y, nur in der Form von Quadraten vorkommen. Betrachtet man 
in ihr e,, als einzige Veränderliche, so hat man identisch 
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FR ye Ts)“ 
Nehmen wir nun 
Cg = MM; a, D = 0, ...,%, 
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dann lautet der Ausdruck für die Gleichung der lebendigen Kraft 
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s+konst = V = 1 Y m (a3 -- y 4 2%). 


Vermige dieser Gleichung erhält man sämtliche = rational ausgedrückt in einer 
aß 


willkürlichen Konstanten, in V und in Quadraten der r. Diese Ausdrücke kann 
man dann in die Differentialgleichungen einführen. 

Die Methode dürfte für Approximationen wohl anwendbar sein, wenn es 
sich z.B. um die Sonne und zwei Planeten handelt. Man benützt die oben- 
stehende Formel, um den reziproken Abstand zwischen den Planeten zu elimi- 
nieren. Als erste Approximation führt man dann die ersten Glieder in einer 
Entwicklung für die Radien von der Sonne nach den beiden Planeten ein. Die 
geschilderte Methode ist bisher noch nieht angewandt worden. 
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determination des orbites képlériennes. Determ. d'une orbite képlér. par trois ob- 
serv. rapprochées. —Déterm. d'une orbite képlér. par trois observ. quelquonques, en 
partant d'une solution approchée. Déterm. d'une orbite képlér. par un nombre quel- 
quonque d'observations. Methode des moindres carrés. Théorie de linterpolation. 
Caleul numér. des perturbations du mouvement képlérien. 

3. Théorie des planétes. 

Développements en séries rel. au mouvement képlérien ellipt. Développement 
analyt. de la fonetion perturbatrice. 


Barıy, Exe, Principes et premiers développements de géométrie générale syn- 
thétique moderne. — VIII--218 pp. 8. 1922. Fr. 20: — 


Chap. préliminaire, Éléments d'arithmétique ordinale. — Chap. 1. Notions de 
géométrie gén. — Chap. 12. Étude de lhexangle et notation de ses éléments. — 
Chap. 13. L'hexangle pascalien. — Chap. 14. Éléments supérieurs de la configu- 


ration, 


Bons, M., La théorie de la relativité d'Einstein et ses bases physiques. Exposé 
élémentaire. Trad. de l'allemand d’après la 2° éd. par F. A. FixkELSTEIN 
et J. G. Vernier. — XI +339 pp. 8. 1923. 

Geometrie et cosmologie. Principes fondam. de la mécanique class. Systeme 
du monde de Newton. Lois fondam. d'optique. Lois fondam. d'éleetrodynamique. 
Principe de la relativité restreinte d'Einsteim. Theorie de la relativité généralisée 
d’Einstein. 


Miraxkovrreg, M., Théorie mathématique des phénomènes thermiques produits par 
la radiation solaire. (Académie yougoslave des sciences et des arts de 
Zagreb) — XVI + 340 pp. 8. 1920. 

P. 1. Exposé théorique. 

Distrib. de la radiation solaire à la surface des planétes, abstraction faite de 
leurs atmosphéres. Distrib. de la radiation solaire à la surface des planétes, en te- 
nant compte de leurs atmosphéres. Rapport entre l’insolation et la température des 
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planètes, abstraction faite de leurs atmosphères Rapport entre l'insolation et In 
température des planétes, en tenant compte de leurs atmosphéres. 

P. 2. Applications. 

Distrib. de la radiation solaire à la surface du globe terrestre et son climat 
mathémat. Variations séculaires de l'insolation et le probléme paléoclimat. Recherches 
théoriques sur le climat de quelques planètes et sur le climat lunaire. 


Moxar, G., Géométrie descriptive. Augmentée d'une théorie des ombres et de 
la perspectivité extraite des papiers de l'auteur. Par Bamwasé Brissox. 
1—2 (Les maitres de la pensée scientifique. Collection de mémoires et 
ouvrages publ. par les soins de Maurice Solovine.) — XVI + 144. 138 pp. 
8. 1922. Fr. 6: —. 


Pomée, J., Méthodes pour résoudre les problèmes dé géométrie. 2° ed., revue et 
augm. 70 pp. 8. 1921. 


Inversion et probl sur le cercle. "Transformation par rotation. Méthode de 
translation. Méthode de similitude, Méthode des triangles semblables. Quadrilatère 
inscriptible. Méthode des lieux géométr. Transformations homogr. Définitions cone. 
les coniques. Transformations correlatives. Involution. Applications des transfor- 
mations par polaires récipr. Application des transformations homogr. au systéme formé 
par deux coniques. Transformations quadrat. 


SILBERSTEIN, Lupwik, Éléments de la théorie électromagnétique de la lumière. 
Trad. de l'anglais par Gzorces Matisse. — 96 pp. 8. 1923. 

Orig. de la théorie électromagnét. de la lumière. Avantages de la théorie élec- 
tromagnét. de la lumière sur la théorie élast. Equations de Maxwell. Ondes planes 
Réflexion et réfraction aux surfaces limites des milieux isotropes. E dans le plan 
d'incidence. Réflexion et réfraction; E perpendiculaire au plan d'incidence. Note 
sur la courbe de passage. Reflexion totale. Optique des milieux cristallins; for- 
mules gén. et théorèmes gén. Propriétés des axes électr. d'un cristal Axes opt. 
Cristaux uniaxes. 


Vittey, J., Les divers aspects de la théorie de la relativité. Avec une préface 
de M. Brucoux. — XI --95 pp. 8. 1923. 
A propos de quelques livres sur la théorie de la relativité. — L'aspects objectif 
de la théorie. Contenu essentiel de la théorie. 


Jul. Gjellerup. 
Kóbenhavn. 
Bons, N., Atomernes Bygning og Stoffernes fysiske og kemiske Egenskaber. 
Foredrag holdt i Fysisk Forening den 18. Oktober 1921. (Siirtryk af Fy- 
sisk Tidskrift. — 70 pp. 8. 1922. 
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Boum, H., & Morrxrur, J., Lærebog i matematisk Analyse. 4. Grundtrek af 
Læren om de komplekse Tal. — 130 pp. 8. 1923. 
Indledning. Kontinuerte Funktioner. Differentiable Funktioner. Den linewre 
homogene Differentialligning med konstante Koefficienter. 


Hırınsenv, J.._ Tre Foredrag over Geometriens Grundlag. Udg. af Matematisk 
Forening i Kóbenhavn. — 68 pp. 8. 1923. 
Den rette Vinkel. Kongruens. Tal og Maal. 


Librairie Hachette. 
Paris. 
Norpmaxx, Cnanuzs, Le roman de la science. Einstein et l'univers. Une tueur 
dans le mystére des choses. — 248 pp. 8. 1921. 
Métamorphoses de l'espace et du temps. La science dans une impasse. La 
solution d'Einstein. La mécanique Einsteinienne. La relativité généralisée. — Con- 
ception nouv. de la gravitation. L'univers est-il infini? Science et réalité. Einstein 


ou Newton? Einstein à Paris. 


Harvard University Press. 
Cambridge. 
Bimknorr, G. D., with the coöperation of R. E. Lancer: Relativity and modern 
physics. — XI+ 283 pp. 8. 1923. 

Classical physics. Introd. to space-time. The isometric assumption. Isotropic 
and aeolotropic space-time. Dynamies of a linear set of particles. Vectors and ten- 
sors in two dimensions. One-dimensional hydrodynamics. Tensor analysis. Gravi- 
tation in two-dimensional space-time. Four-dimensional space-time. Dynamics, hydro- 
dynamies, elasticity. Electromagnetism. Linear tensor equations. The gravitational 
field. The solar gravitational field. Applications in the solar field. 


Librairie scientifique J. Hermann. 
Paris. 


Lrvr Brero, Introduzione alla analisi matematica. 1. Teorie formali. — XXII 
+ 482 pp. 8. 1916. 

Campo di numeri, Polinomi. Funzioni. Combinazioni lineari. Sostituzioni lineari. 

Numeri complessi e loro prime applieazioni. Determinanti. Funzioni razionali intere. 


S. Hirzel. 
Leipzig. 
Lenarp, P., Über Äther und Uräther. 2., verm. Aufl. mit einem Mahnwort an 
deutsche Naturforscher. — 66 pp. 8. 1922. 
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Licurexsrex, Leos, Astronomie und Mathematik in ihrer Wechselwirkung. Mathe- 
matische Probleme in der Theorie der Figur der Himmelskörper. — VII + 
97 pp. 8. 1923. 
Bewegung d. Himmelskörper. Gestalt u. Entwickl. d. Himmelskörper. Mathemat 
Probleme in d. Theorie d. Figur d. Himmelskörper. 


Lundequistska bokhandeln. 
Uppsala. 
Canvesan, T., Sur les équations intégrales singulières à noyau réel et symétrique, 
(Uppsala universitets arsskrift 1923. Matematik och naturvetenskap. 3.) — 
228 pp. 8. 1923. kr. 9—. 


Introd. Preliminaires. Les fonctions spectr. Étude de l'équation intégr. 
p (x) Ea K (x,y) e (y) dy = f(x) et de l'équation homogene corresp. pour des va- 
a 


leurs compl. de A. Sur les noyaux de la classe I, Généralisation de la théorie 
précéd. Applications ... Notes 1—4. 


Maemillan Company. 
New York. 

Tuorxpixe, Lvwu, A history of magic and experimental science during the first 
thirteen centuries of our era. Vol. 1—2. — XI, + 835, VI + 1036 pp. 8. 
1923. Dollar 10.—. 

Book 1. The Roman empire. 2. Early Christian thought. 3. Early middle 
ages. 4, Twelfth century. 5° Thirteenth century. 


Drei Masken Verlag. 
Miinchen. 

Russes, Berrranp, Einführung in die mathematische Philosophie. Ins Deutsche 
übertr. von E. J. Guusez und W. Gorpox. Mit einem Vorwort von Davip 
Hırsert. — VIII + 212 pp. 8. 1923. 

Die Reihe der natürl. Zahlen. Definition d. Zahl. Endlichk. u. mathem. In- 
duktion. Definition d. Ordnung. Beziehungen.  Ahnliehk, v Beziehungen. Ra- 
tionale, reelle u. komplexe Zahlen. Unendl. Kardinalzahlen. Unendl. Reihen u. 
Ordinalzahlen, Limes u. Stetigk. bei Funktionen. Die Theorie d. Auswahlen u. d. 
multipl Axiom. Das Axiom d. Unendlichk. u. d. log. Typen. Unverträglichk. u. 
d. Theorie d. Deduktion. Satzfunktionen. Beschreibungen. Mengen. Mathem. u 
Logik. 

Mayer & Müller. 
Leipzig. 

Descartes, R., Geometrie. Deutsch herausg. von Luowie Scuwwsisoen. 2. durch 

ges. Aufl. — XI + 121 pp. 8. 1923. 
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Probleme, d: mit alleiniger Anwendung v. geraden Linien u. Kreisen konstruiert 
werden können. Natur der krummen Linien. Konstruktion d, kórperl u, mehr als 
kórperl. Orter. 

Felix Meiner. 
Leipzig. 
Pasco, Morırz, Die Begriffswelt des Mathematikers in der Vorhalle der Geometrie. 
— IV +45 pp. 8. 1922. Kr. 1:06. 


Norstedt & Soner. 
Stockholm. 
Westin, O. E., Mechanical questions. — V +59 pp. 8. 1922. 


R. Oldenbourg. 
Miinchen und Berlin. 

Nerxsr, W., u. Scuornriies, A., Einführung in die mathematische Behandlung der 
Naturwissenschaften. Kurzgefaßtes Lehrbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung mit besonderer Berücksichtigung der Chemie. 10., verm. u. 
verb. Aufl. — XII + 502 pp. 8. 1923. 

Elemente d. analyt. Geom. Grundbegritie d. Differentialrechn. Differentiation 
d. einfachen Funktionen. Integralrechn. Anwendungen der Integralrechn. Bestimmte 
Integrale. Die hóh. Differentialquotienten u. d. Funktionen mehrerer Variabeln. 
Unendl. Reihen u. Taylorscher Satz. Theorie d. Maxima u. Minima. Auflösung 
numer, Gleichungen. Differentiation u. Integration empirisch festgest. Funktionen. 
Beispiele aus d. Mechanik u. Thermodynamik. Das Relativitätsprinzip. Einleit. in 
d. Theorie d. Kristallgitter. Aufgaben, d. auf partielle Differentialgleichungen führen. 
Übungsaufgaben. Anhang. Formelsammlung. 


Payot & Cie. 
Paris. 
Berruutor, Dani, La physique et la métaphysique des théories d’Einstein. — 
47 pp. 8. 1922. 
Berruoup, A., La constitution des atomes. — 158 pp. 8. 1922. 

L'éleetron et la constitution électr. de la matière. Le principe de relativité 
et la masse. Radioactivité et isotopie. Les rayons X. L’atome de Rutherford. La 
théorie des quanta. L'atome de Bohr. Structure des lignes spectr. Structure des 
atomes et les rayons X. Structure des atomes et l'affinité chimique. 


Édouard Privat. 
Toulouse. 
Comptes rendus du Congrès international des mathématiciens (Strasbourg, 22—30 
septembre 1920) Publ. par H. Virrar. — XLVII + 670 pp. 4. 1921. 


Historique du congrés. Conferences générales. Mémoires. 
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Notice sur les travaux scientifiques de M. Hrxmr Lesesour. — 92 pp. 4. 1922. 
Chap. 1. Intégration et dérivation. — 2. Représentation des fonctions. — 
3. Calcul des variations. — 4. Analysis situs. Géométrie. Travaux divers. 


Rascher & Cie. Verlag. 
Zürich. 

Brusser, W., Von Stern zu Stern. Eine Weltschau von verschiedenen Himmels- 
kérpern aus. (Aus Natur u. Technik. Eine Volksbücherei hrsg. von Hanns 
Günther. — 91 pp. 8. 1923. 

Ausbliek v. Erdstern ins All. Astr. eines Mondbewohners. Himmelserschei- 
nungen auf d. Planeten Mars. Sternschau auf Jupiter. Die Weltenlichter u. ihre 
Bewegungen von einem Jupitermond aus gesehen. Weltschau v. Planeten Saturn aus. 
Auf Uranus u. Neptun; in einem Doppelsternsystem. 


Philipp Reclam jun. 
Leipzig. 
EvnEm, Leoxuaro, Vollständige Anleitung zur Algebra. Neue Ausg. — 527 pp. 8. 
Von d. verschied. Rechnungsarten mit zusammengesetzten Größen. Von d. 
Verhältnissen u. Proportionen. Von d. algebr. Gleichungen u. ihrer Auflösung. Von 
d. unbestimmten Analytik. 


Les éditions Robert Sand. 
Bruxelles. 


Nys, D., La notion d’espace. (Fondation universitaire de Belgique.) — 446 pp. 
8. 1922. 
1. La nature de l'espace. Les systèmes ultraréalistes. Théories ultrasubjec- 
tives. Théories réalistes modérées. 2. Les propriétés de l'espace. 


Remo Sandron. 
Palermo. 
Ausorta, Antonio, La teoria di Einstein e le mutevoli prospettive del mondo. — 
190pp. 8.- 1922. 

Valore filosof. della teoria di E. Valore della verità scientif. e il principio di 
relatività, Interpretazioni idealist. della teoria di E. Gradi di verità. Visione in 
dividuale del mondo. Scetticismo e pluralitä delle vedute umane. Pluralitä dei 
soggetti nell’ esperienza, 


Julius Springer. 
Berlin. 


Funk, Paur, Die linearen Differenzengleichungen und ihre Anwendung in der 
Theorie der Baukonstruktionen. — VIL+84pp. s. 1920. 
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Rechnerische Behandlung d. Diff-Gleichungen. Graph. Behandlung d. Diff. 
Gleich, Herleitung v. Diff-Gleichungen in d. Baumechanik. 


Horvarn, CLemexs von, Raum und Zeit im Lichte der speziellen Relativitäts- 
theorie. Versuch eines synthetischen Aufbaus der speziellen Relativitäts- 
theorie. — V+58 pp. 8. 1921. 

Das Kartesische Koordinatensystem. Homogenität d. Raumes in bezug auf d. 
Gang gleichbeschaff. Uhren. Inertialsysteme. Einheitsmaßstäbe u. gerade Linien. 
Länge, Zeit u. Zeitintervalle als physikal. Größen. Zwei von einander isolierte Welten 
können mit einander zeitlich nicht verknüpft werden. Ältere physikal. Definitionen 
d. Zeit. Der Begriff d. Geschwindigkeit in e. Inertialbezugssystem als physikal. 
Begriff. Neue Eigensch. d. Inertialsysteme, d. man als aus d. Erfahrung abgeleitet 
betrachten kann. Relativität d. Zeit. Relativität d. Längenmessergebnisse. Empir. 
Grundlagen d. Spez. Relativitätstheorie. Lorentztransformationen. Weit. Folgerungen 
aus d. Lorentztransformation u. d. Grundsätzen d. spez. Relativitätstheorie. Scheinbar 
innere Widersprüche i. System d. spez: Relativitätstheorie. Das vierdimensionale 
raumzeitl. Kontinuum d. spez. Relativitütstheorie. Speziell-relativist. Beziehungen i. 
Lichte d. allgem. Relativitätstheorie. 


B. G. Teubner. 
Leipzig und Berlin. 
Gauss, C. F., Werke. Herausg. von der Gesellschaft der Wissenschaften in 
Göttingen. Bd. 10: Abt. 2: Abhandl. 4. Gauß als Geometer von P. Sticker. 
— 125pp. 4. 1923. 


SERREI-SCHEFFERS, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprünglich 
Übers. des Lehrbuches von J. A. Serret, seit der dritten Aufl. gänzlich 
neu bearb. von G. Scheffers. 6. u. 7. Aufl, Bd. 2. Integralrechnung. — 
XI +612pp. 8. 1921. 

Das Integral. Integrale v. elem. Funktionen. Theorie d. bestimmten Integrale 
Theorie d. Eulerschen Integrale. Quadratur u. Rektif. v. Kurven. Kubatur, Kom- 
planation u. mehrf. Integrale. Integration vollständ. Differentiale u. Integration längs 
Kurven. Funktionen einer komplexen Veränderlichen. 


Theosophisches Verlagshaus. 
Leipzig. 

SEBOTTENDORF, Ruporr v., Sonnen- und Mondorte. Sternzeit von 1850—1923. Die 
Frage der Hüuserberechnung, Planetenkonjunktionen und Ausdeutung von 
Finsternissen. (Astrologische Bibliothek. Bd. 18. — 356 pp. 8. 

Häuserberechnung. Aufzeichnen d. Horoskopschemas. Planetenkonjunktionen. 
Finsternisse. Sonnenort, Sternzeit, Deklination v. Sonne u. Mond 1850 bis 1900. 
Mondorte f. 1850 bis 1899. Hilfstafeln. 
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Theod. Thomas, Verlag. 
Leipzig. 
Krause, Arraur, Die Sternwelt. Anleitung zu Himmelsbeobachtungen mit bloßem 
Auge, mit Fernglas und Fernrohr. Mit 85 Abb. im Text, 1 Mondkarte 
und 2 Sternkarten. — 235 pp. 8. 1923. 

Einleitung. Das Sonnensystem. Der Fixsternhimmel. Beobachtungsobjekte d. 
Fixsternhimmels. Himmelsphotogr. Rechnungen u. Anleitungen, die f. jeden Besitzer 
eines zu Einstellungen geeign. Fernrohrs unumgänglich notwendig sind. Rechnungen, 
die sich ohne Anwendung d. Gymnasialmathem. ausführen lassen, Rechn., zu deren 
Ausführung d. Kenntnis d. Gymnasialmathem. erforderlich ist, 


Vereinigung wissenschaftlicher Verleger. 
Berlin und Leipzig. 


Dissuer, Hueco, Physik und Hypothese. Versuch einer induktiven Wissenschafts- 
lehre nebst einer kritischen Analyse der Fundamente der Relativitütstheorie. 
— XI + 200 pp. 8. 1921. Kr. 4,80. 
Die Messungsbasis (der starre Kórper, die Geometrie) Wesen d. Hypothese, 
Der erkenntnistheoret, Kern. Die neueste Entwicklung. 


DogntEwANN, Kari, Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung. 1. Die 
projektive Beziehung der Grundgebilde 1. Stufe und die Kegelschnitte als 
Erzeugnis solcher Grundgebilde. 5. Aufl. Mit 59 Fig. (Samml. Göschen 72.) 
— 132 pp. 8. 1922. 

Perspektive Bezieh. d. Grundgebilde. Harmon. Gebilde. Projektive Bezieh. d 
einform. Grundgebilde. Projektive Bezieh. auf d. gleichen Träger. Kegelschnitte 
als Erzeugn. projektiver Grundgebilde erster Stufe. 


Drews, A., Geschichte der Philosophie. 9. Die deutsche Philosophie der Gegen- 
wart und die Philosophie des Auslandes. (Samml. Göschen 850.) — 148 pp. 
8. 1922. 


Grorz, M., Kartenkunde. 2. Aufl. Neubearb. von Orro Grar. 2. Der Karten- 
inhalt. (Sammlung Gischen. 599.) — 133 pp. 8. 1923. 
1. Herstellung d. Karten. Landesaufnahme. Karteninhalt. Zeichnen v. Karten 
u. Profilen. Reproduktionsverfahren f. Landkarten. 2. Messen auf Karten (Karto- 
metrie). 3. Chronol. z. Entwickl. d. Kartogr. 


Haas, Arraur, Vektoranalysis in ihren Grundzügen und wichtigsten physikalischen 
Anwendungen. Mit 37 Abbild. im Text. — VI+149 pp. 8. 1922. Kr. 3:20. 
Vektoren. Tensoren. Vektorfelder. Potentiale. Vektorwellen, Anhang. 
Haussser, Roserr, Darstellende Geometrie. T. 2. Perspektive ebene Gebilde; 
Kegelschnitte. 2., verb. u. verm. Aufl. Mit 88 Fig. im Texte. (Samml. 
Göschen 143.) — 168 pp. 5. 1914. 


12 Bibliographie. 


June, Heirica, W. E. Einführung in die Theorie der algebraischen Funktionen 
einer Veründerlichen. — VI--246 pp. 8. 1923. 

Definition einer algebr. Funktion y von z u. ihr Verhalten in d. Umgebung 
eines Wertes von «x. Berechn. d. Reihentwickl. f. y in d. Umgebung irgendeiner 
Stelle. Die Riemannsche Fläche. Der algebr. Körper (zy) u. seine Funktionen. 
Birationale Transformationen. Divisoren. Rechnen mit Systemen. Vielfachen eines 
Divisors. Der Riemann-Rochsche Satz. Die Kurve f(z,y) = 0. Ebene algebr. 
Kurven in homogenen Koordinaten, Art d. Zusammenhanges einer Riemannschen 
Flüche.  Integrale. 


Jusker, F., Höhere Analysis. T. 2. Integralrechnung. Mit 50 Figuren im Text. 
4, verb. Aufl. (Samml. Göschen 88.) — 132 pp. 8. 1923. 


Jiser, G., Theoretische Physik. 3. Elektrizität und Magnetismus. 5. verb. Aufl. 
(Sammlung Göschen. 78) — 140 pp. 8. 1922. 


Elektrostatik. Magnetismus. Elektromagnetismus. 


Jiser, Gustav, Theoretische Physik. 4. Elektromagnetische Lichttheorie und 
Elektronik. Mit 17 Fig. 3., verb. Aufl. (Samml. Göschen 374.) — 146 pp. 
8. 1921. 

Kxorr, Koyrap, Funktionentheorie. Teil 1. Grundlagen der allgemeinen Theorie 


der analytischen Funktionen. Mit 8 Figuren. 2., vollst. neu bearb. Aufl. 
(Samml. Göschen 668). — 140 pp. 8. 1918. 


Lissmans, Heryricn, Nichteuklidische Geometrie. 3., neubearb. Aufl. — 150 pp. 
8. 1923. Kr. 4:80. 
Das Parallelenpostulat u. d. Grundlagen d. Geometrie. Hyperbol. Elementar- 
geometrie. Messungen. Analyt. Geometrie. Sphärisch-ellipt. Geometrie. Mechanik 
u. spez. Relativitätstheorie. 


Perrox, Oskar, Neue Summationsmethoden und Entwicklungen nach Polynomen. 
Alfred Pringsheim zum goldenen Doktorjubiläum (1. März 1922) gewidmet. 
(Sitzungsber. d. Heidelberger Akad. d. Wissenschaften.) — 14 pp. 8. 1922. 


Praxck, Max, Vorlesungen über Thermodynamik. 6. Aufl. Mit 5 Fig. im Text. 
— VIII + 292 pp. 8. 1921. 
Grundtatsachen u. Definitionen. Der erste Hauptsatz der Wärmetheorie. Der 
zweite Hauptsatz der Wirmetheorie. Anwendungen auf spezielle Gleichgewichtszu- 
stände. 


Prasap, GanesH, Mathematical research in the last 20 years. Presidential address 
delivered on the 31st Jan. 1921, before the Benares mathematical society. 
— 36pp. 8. 1923. 

Prasap, Ganesh, Mathematische Forschung in den letzten 20 Jahren. Rede ge- 
halten am 31. Jan. 1921 vor der Mathemischen Gesellschaft Benares. Aus 
dem Engl. übers. von Frieprion Lance. — 36 pp. 8. 1923. 
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Scumm, Turovog, Darstellende Geometrie. Bd. 2. Mit 163 Fig. 2. Aufl. — 340 pp. 
8. 1923. Kr. 6. 

Schiefe Projektion. Zentralprojektion. Dreh- u. Rohrflächen. Schraubenflächen 

und windschiefe Regelflächen. Geländedarstellung u. Kartenprojektion; Nomographie 


Scauserr, Hermann, Arithmetik nebst Gleichungen 1. und 2. Grades. 3. Aufl, 
neubearb. von P. B. Fiscuer. (Samml. Göschen 47.) — 132pp. 8. 1923. 
0,90 Kr. 

Sınos, Max, Analytische Geometrie des Raumes. Mit 28 Abb. 3., verbess. Aufl. 
Neudr. — 208pp. 8. 1922. 

Koordinaten. Das Dualitätsprinzip. Die Koordinatentransformation. Die Kugel- 
Flächen 2. Grades u. 2. Klasse in allg. Behandl. Kegel u. Zylinder. Die eigentl. 
zentr. Flächen 2. Grades (Quadries) in allg. Behandl. Zentr. Kegelflächen in spez. 
Behandl. Paraboloide Kubatur. 

Sticker, P. & Weisreich, W., Die Darstellung gerader Zahlen als Ditterenzen 
und Summen von Primzahlen. (Abhandl. d. Heidelberger Akademie d. Wiss., 
Stiftung Heinr. Lanz. Math.-naturwiss. Kl. Abhandl. 10.) — 55 pp. 4. 1922. 

Tnorrkr, Jous., Geschichte der Elementar- Mathematik in systematischer Dar- 
stellung mit besonderer Berücksichtigung der Fachwürter. 2., verbess. u. 
sehr verm. Aufl. Bd. 1—4. 

1. Das Rechnen. Die Zahlen i. allg. Die Masse. Die ganzen Zahlen. Die 
Brüche, Das angew. Rechnen — VI+177pp. 8. 1921. Kr. 4,80. 

2. Allgem. Arithmetik. Die algebr. Ausdrucksweise, Der Name Algebra 
Entw. d. Zahlbegriffes, Algebr. Operationen. Logarithmen, — 221 pp. 8. 1921 
Kr. 5: 60. 

3. Proportionen. Gleichungen. — 151 pp. 8. 1923. Kr. 4,—. 

4. Ebene Geometrie. — 238 pp. 8. 1923. Kr. 6,—. 


VALENTINER, S., Vektoranalysis. 3. umgearb. Aufl. (Sammlung Göschen 354.) — 
132 pp. 8. 1923. i 
Rechnungsregeln d. Vektoranalysis. Anwendungen in einigen physikal. Ge- 
bieten. Lineare Vektorfunktionen, Dyaden, Tensoren. 


Watruer, K., & Römer, M. Technische Wärmelehre (Thermodynamik). Mit 
54 Fig. Neudr. (Samml. Göschen 242.) — 144 pp. 8. 1922. 
Wiirme, eine Energieform. Die Lehre v. d. perman. Gasen. Die Lehre v d 
Dümpfen. 


Wiereıtser, H., Geschichte der Mathematik. Neue Bearbeitung. 1. Von den 
ültesten Zeiten bis zur Wende des 17. Jahrhunderts. (Sammlung Gischen 
226.) — 136 pp. 8. 1922. 

1. Altertum. Die ältesten Kulturvólker. Griechen u. Römer. 
2, Mittelalter. Inder. Araber. Das latein. Mittelalter. 
3. Neuzeit. Fortentwickl. d. ält. Math. Geburt d. neueren Math. 
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Wirvers, Fr. A., Numerische Integration. Mit 2 Fig. (Samml. Göschen 864) — 
115pp. 8. 1923. 

Die Parabel n-ter Ordnung durch » + 1 Punkte u. ihre Verwendung. Mittel- 

wertbildung. Analyse empir. Kurven. Angenäh. Integration v. Differentialgleichungen, 


Friedr. Vieweg & Sohn. 
Braunschweig. 
Donum, N., Drei Aufsätze über Spektren und Atombau. Mit 7 Abbild. — VI + 
148 pp. 8. 1922. Kr. 3,50. 
Über d. Wasserstoffspektrum. Uber d. Serienspektren d. Elemente. Der Bau 
d. Atome u. d. physikal. u. ehem. Eigenschaften d. Elemente, 


EpprGrow, A. S., Raum, Zeit und Schwere. Ein Umriss der allgemeinen Rela- 
tivitätstheorie. Ins Deutsche übertr. von W. Gorvox. (Die Wissenschaft... 
Bd. 70.) — VII--204 pp. 8. 1923. Kr. 4,55. 

Was ist Geometrie? Die Lorentzkontraktion. Relativität. Die vierdimen- 
sionale Welt.  Kraftfelder. Raumarten. Das neue u. d. alte Gravitationsgesetz. 
Schweres Licht. Weitere Prüfungen d. Theorie. Impuls u. Energie. Der Unend- 
lichkeit entgegen. Elektrizität u. Schwere. Ub. d. Natur d. Dinge. 


Eistem, A., Vier Vorlesungen über Relativitätstheorie gehalten im Mai 1921 
an der Universität Princeton. Mit vier Abbild. — 70 pp. 8. 1922. 


GumLER, Joser, Elektromagnetische Schwingungen und Wellen. 2., verm. Aufl. 
Mit 113 Abbild. (Die Wissenschaft. Bd. 6.) — IX 4-218 pp. 8. 1921. 
Theorie d. Fernwirkungen. Theorie d. vermittelten Fernwirkungen. Die weitere 
Entwickelung. 


Lave, M. v., Die Relativitätstheorie. Bd. 2. Die allgemeine Relativitätstheorie 
und Einsteins Lehre von der Schwerkraft. 2. umgearb. Aufl. Mit 25 
Abbild. (Die Wissenschaft ... Bd. 68). — XIII + 290 pp. 8. 1928. 
Kr. 6,30. 

Unser empir. Wissen u. d. bisher. Theorien üb. d. Schwerkraft. Die allgem. 
Relativitätstheorie. Weltvektoren u. -tensoren in Riemannschen Räumen. Die ein- 
fachsten nichteuklid. Geometrien. Die Grundgesetze d. Physik in d. allgem. Rela- 
tivitätstheorie. Anwendungen d. Grundgesetze auf besondere Fälle. Strenge Lö- 
sungen d. Feldgleichungen in Einsteins Theorie d. Schwere. Weiterbildung d. Rela- 
tivitätstheorie. 

SCHLÖNILCH, Oscar, Kompendium der höheren Analysis. In 6. Aufl. bearb. von 
Apour Kxeser. Bd. 1. Mit 91 Abbild. — X +619pp. 8. 1923. 


Differentialrechnung. Einfache Differentation. Mehrf. Differentationen. 
Untersuch. über krumme Linien u. Flächen. Die vieldeut. Symbole. Maxima und 
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Minima, Konvergenz u. Divergenz unendl. Reihen. Die Potenzreihen. Funkt. kom- 
plexer Veränderlicher. Zerlegung rationaler Funkt. in Faktoren u. Teilbriiche. 
Integralrechn. Fundamentalsätze der Integralrechn. Integration rationaler 
Funkt. Integr. irrationaler Funkt. Integr. transzend. Funkt. Geometr, Anwend. d. 
einf. Integr. Die mehrf. bestimmten Integrale Grundlehren v. d. Differentialgleich. 


Srupy, E., Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume. Geometrie, 
Anschauung und Erfahrung. 2. umgearb. Aufl. T. 1. Das Problem der 
Außenwelt. (Die Wissenschaft ... Herausg. von E. Wiedemann. Bd. 54.) 
— X+84pp. 8. 1923. 

Von d. Hypothesen. Von d. Fiktionen. Tatsachen, Hypothesen und Fiktionen 
als Relativbegriffe. Die realist. Grundhypothese u. ihre Gegner. Der Konventiona- 
lismus. Der Fiktionalismus. Rangordn. unserer Erkenntnisse. 
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Paris. 


Cuv, Georses, Un théorème de Géométrie et ses applications. — VI + 102 pp. 
82019292 SET. 

Rapports anharmoniques. ‘Transformations par polaires réciproques et par in- 
version. Théorémes gen. et quelques applications, Application du théorème gén. 
aux coniques. Applications du théorème gén. aux cubiques et aux quartiques. 
Extension du théorème gén. à l’espace. Quelques applications aux surfaees du se- 
cond degré, 


Ganpiior, M., L'éthérique. Essai de physique expérimentale. — 950 pp. 8. 1923. 
Fr. 40. 

Expos. du sujet. Prélim. L’éther devant l'expérience. Définitions div. Phé- 
noménie, Propagesse, éthéroses, attraction. Phénoménie 2, polismes, dromismes. 
Ruismes, ondismes et surondismes. Ondulité, fortuité, gravité, lévité. Hasard, pro- 
babilités, grands nombres. Gravigénie, masse et crébité. Phénomémie 3, force et 
puissance. Liance. Courants éthériens. Force centrifuge et vertic.; dévertisme. Corps 
tournants, Coriolis et Foucault. Principes de réaction, de moindre action et de re- 
lativité. Lumière 1. Chaleur 1. Pneumatique 1. Formes, forces et branles maziques. 
Chaleur 2. Pneumatique 2. Chaleur 3. Pneumatique 3. Forces internes de la matiére. 
Changements d'état et de forme. L'éther, son énergie, ses limites, Klasticité, Frotte- 
ment. Canonie d'un solide, éleuthe et tempo. Lumière 2, 3, 4. Deutophysique 
Statélectrée 1, 2, 3. Dynélectrée 1, 2. Compléments d'électrée et systèmes d'unités 
Électromagnétisme 1. Aimants. Électromagnétisme 2. Radiations. Atomie et radi- 
vité 1, 2. Conclusions, 


Trierer, Henri, Les fonctions circulaires et les fonctions hyperboliques étudiées 
parallèlement en partant de la définition géométrique. — IV +58 pp. 8. 1923. 
Définition géométr. Dérivée. Développement en série. Argument négatif. Parité 
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Fonetions inverses. Addition des arguments. Argument complexe. La fonction fon- 
damentale. Périodes. 


Nicola Zanichelli. 
Bologna. 
Levi-Civira, T. und Awarnr, U., Lezioni di meccanica razionale. Vol. 1. Cine- 
matica. Principi e statica. — XIII+741pp. 8. 
Teoria dei vettori. Cinematica del punto.  Cinematiea dei sistemi rigidi. 
Moti relat. e applieaz. ai moti rigidi. Moti rigidi piani. Generalità sulla cinematica 
dei sistemi. Concetti fondam. a postulati della meccanica.  Concetti meccanici deri- - 
vati. Unità meccan. e omogeneità. Similitudine e modelh. Lattrito e la statica 
del punto. Geometria delle masse. Cenni sull attrazione newtoniana. Principio di 
reazione. Condizioni necess. per l'equilibrio di un corpo. Statica dei solidi. Statica 
dei sistemi articolati, dei fili e delle verghe. Principio dei lavori virtuali e statica gen. 





Equilibrio relativo. 


*, 
Abo akademi. | 
Abo. | 
Acta Academiae Aboensis. Mathematica et physica. 1. — 16, 53, 29, 139, 16, 24, | 
14pp. 8. 1922. | 
1. Preprne, N., Ein Kriterium f. d. reellen algebr. Zahlen auf eine direkte | 
Verallgemeinerung d. euklid. Algorithmus gegründet. — 7. Pıpriss, N., Über eine | 
Verallgemeinerung des euklid. Algorithmus. 1 
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